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Pregledni znanstveni ¢lanak

ANALIZA VISESTRUKIH MJERENJA

Dusan BENCIC, Federico DUSMAN - Zagreb®

SAZETAK. Visestruka mjerenja primijenjena u ispitnim i istraZivackim mjerenjima,
u mjerenjima visokih tocénosti opcenito, moraju se podvréi detaljnijoj analizi radi
ispitivanja djelovanja utjecajnih velicina i utvrdivanja parametara preciznosti ili
donosenja zakljucaka o ispitivanjima. U ovom su radu prikazane opsirnije moguc-
nosti primjene statistickih metoda, a posebice primjene kriterija mjerne kompatibil-
nosti i ponovljivosti u okviru istrazivackih radova sto se provode u Laboratoriju za
precizna mjerenja duzina Fakulteta strojarstva i brodogradnje te u Laboratoriju za
mjerenja i mjernu tehniku Geodetskog fakulteta Sveucilista u Zagrebu.

UvoD

Mjerenja u mjernim nizovima iste mjerne veli¢ine nazivamo viSestrukim
mjerenjima. U nekim sluc¢ajevima viSestrukih mjerenja mjerna velic¢ina nije ista,
no ocekivana varijanca za sva mjerenja mora biti jednaka. U ovoj analizi
promatrat ¢emo mjerenja iste mjerne veli¢ine.

Mjerni se nizovi Cesto izvode pri ispitnim mjerenjima 1 u istrazivackim
zadacima:

— radi ispitivanja preciznosti mjerenja ovisno o mjeritelju, mjernom uredaju

ili uvjetima u kojima se mjerenja izvode. kao i trosenju ili starenju mjernih
dijelova i materijala

— u usporedbenim mjerenjima radi utvrdivanja i provjere preciznosti na

odredenoj razini mjerne nesigurnosti (Dusman, 1992)

— pri analizi 1 provjeri funkcije mjernog instrumenta. uredaja ili njihovih

dijelova

— pri ispitivanjima moguc¢ih promjena mjernog objekta

— pri usporedbi mjernih metoda.

Osim redovitih zadataka mjerenja u mjernim laboratorijima izvode se umjera-
vanja uz izdavanje potvrda o umjeravanju (certifikati), Sto zahtijeva ne samo
visoku preciznost mjernih uredaja. vec i stalnu provjeru preciznosti u vremenski
odvojenim mjernim nizovima, te kontrolu stalnosti funkcije mjernih uredaja i
njihove preciznosti u odredenim vremenskim razmacima. U duljem vremenskom
razdoblju izvode se i ispitivanja funkcije mjernih instrumenata i uredaja i njihovih
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dijelova bitnih za funkciju u cjelini, ispitivanje djelovanja vanjskih utjecajnih
velicina (npr. u geodetskim mjerenjima u terenskim uvjetima). a za to su nuZna
mjerenja iste mjerne velicine u ve¢em broju ponavljanja, sto zahtijeva izvodenje
veceg broja mjernih nizova s brojem mjernih vrijednosti do n=10. Uzmemo li u
obzir da je npr. pri ispitivanjima funkcije instrumenata visokih toc¢nosti potrebno
ponekad i nekoliko stotina mjernih podataka, o¢ito je da se takva visestruka
mjerenja moraju podvrgnuti detaljnoj analizi, kako neke promjene tijekom
mjernih ispitivanja ne bi bitno utjecale na rezultate.

U tako Sirokom spektru primjene viSestrukih mjerenja treba. dakle. razliko-
vati mjerne nizove izvedene u kratkom vremenskom razdoblju u jednakim uvje-
tima ponovljivesti od onih koji su mjereni u vremenskom razmaku, odnosno u
duljem trajanju. kada su i analize sloZenije. Ispitivanja se mogu odnositi na
mjerenja u s!rogtm quctmm ponovljivosti. kada odredujemo tzv. unutarnju
preciznost, zatim na mjerenja kada nuzno ili nctmjcrm) odﬁtupamo od tih uvjcld i
promatramo jesu li se pojavile signifikantne promjene u preciznosti mjerenja ili
mjernih uredaja, te na mjerenja u uvjetima obnovljivosti, kada analiziramo
maksimalne promjene preciznosti mjerenja.

Za takva ispitivanja neizbjezne su statisticke metode.

No, u statistickom racunu, prema Vranicu, nismo potpuno sigurni, da je racun
ispravan, ve¢ znamo samo kolika je vjerojatnost, ali ako je ta vjerojatnost
dovoljno velika. onda to u statistickoj obradi zna¢i prakticki i sigurnost. Statisticki
uzorci moraju biti dovoljno reprezentativni buduci da se cjelokupna kolicina
podataka osnovnog skupa zamjenjuje s malo velicina koje ¢e adekvatno dati
saznanje o cjelini (Vrani¢, 1965). Stoga je vec istaknuto (Benci¢, Dusman. 1995)
da za dobro statisti¢ko zakljucivanje broj mjenrih vrijednosti n treba biti veci od
5 za pojedini mjerni niz. a kako bi utjecaj teZina bio podjednak, to i broj mjernih
vrijednosti u nizovima treba biti priblizno jednak. Sto je pri ispitivanjima u mjernoj
tehnici najces¢e moguce ostvariti.

Osnovna shema mjernih nizova /, 2, ... k pri viSestrukim mjerenjima Koje
¢emo analizirati je prema tome sljedeca:

! 3 3 ; . : : k
A X Xz X3 . X : : Xg) X (A)
B Xy X X;2 ¥ X ] . X2 .f_’ (B)
Xi X X3 . Xjj : d X \T,
N X X X1 . Xin . - G X, (N)
.f; .f_i X; . .f, . N .\-'g X

Prije svake analize ispituju se pogresne mjerne vrijednosti (previdi) u mjer-
nom nizu, npr. pomo¢u DIXON testa i odbacuju se.

Statisticka analiza mjernih nizova pretpostavlja Gaussovu normalnu razdiobu.
Provjera se moze izvrSiti razlic¢itim ispitivanjima i statistickim testovima (Bencic,
Dusman, 1994).
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2. STATISTICKA ANALIZA METODOM ANALIZE VARIJANCI

Statisticka analiza omogucuje proucavanje djelovanja utjecajnih velicina tije-
kom mjernog procesa na osnovi analize varijanci. U geodetskim je mjerenjima tu
metodu prvi primijenio prof. H. Wolf za ocjenu vanjske i unutarnje to¢nosti
mjerenja (Wolf, 1966), o ¢emu je ve¢ pisano (Benci¢. Dusman. 1995). Tu ¢emo
analizu prostiriti. uzevsi u obzir da se ne samo svaki mjerni niz (u shemi stupac)
ve¢ i svaki redak mogu smatrati statistickim uzorcima uzetim iz osnovnog skupa.
Takvo prosirenje analize vazno je posebno u slucaju ako nisu izvriena neka druga
prethodna ispitivanja mjernih nizova. kao npr. funkcija razdiobe slu¢ajne varija-
ble. autokorelacija.

Procjena varijanci po stupcima i redcima (shema mjernih nizova) kao mjera
disperzije temelji se na racunanjima odstupanja mjernih vrijednosti. Uzmemo li u
obzir da sve mjerne vrijednosti pripadaju istom osnovnom skupu, to sve varijance
trebaju nepristrano procjenjivati varijancu osnovnoga skupa o.

Za racunanje odstupanja najprije ratunamo aritmeticke sredine.

Smatramo li sve kn= N mjerne vrijednosti kao jedinstven uzorak, tada je
sredina tog uzorka:

_{":LZ le_,=lz_f‘=~1-2f,. (1)
[ | k L nj

gdje su: f, aritmeticka sredina i-tog stupca, a
X, aritmeticka sredina j-tog redka,

1 1
N=—2x; B=—2 (2)
n g C =1

ny=n=...=n,=n.

Uz pretpostavku da je x;, varijabla distribuirana po normalnoj razdiobi, racunamo
odstupanja i kvadrate odstupanja na osnovi kojih ¢emo rafunati empirijske
varijance u svrhu analize djelovanja utjecajnih velic¢ina tijekom viSestrukih mjere-
nja.

Odstupanja i zbroj kvadrata odstupanja

a) u odnosu na sredinu svih mjernih vrijednosti:

odstupanja: v=1x,— X,

' . o 3
zbroj kvadrata odstupanja: vw* = 2 Z{.n-, —-X) ()
[
b) unutar mjernih nizova, tj. unutar stupaca (oznaka: us):
odstupanja: v,,=x; — X
zbroj kvadrata odstupanja: vv,, = 22(.\(,,- -%)° (4)
¢) izmedu stupaca (oznaka is): prema H. Wolfu:
odstupanja: v; = ¥, — X, 5)

zbroj kvadrata odstupanja: vv, = mv; vi + navivi + ...+ nviv,

* Za zbroj kvadrata ispustena je oznaka zbroja: zbog jednostavnosti umjesto [vv] oznatujemo
vv gdje god to ne uzrokuje nejasnoce (prema normi DIN 18723/1, 1990).
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ako je ny=n,=...=n,, Wt vnmt. vy = vy
v, =nv'v (6)

Kontrola racunanja: V= VY, + VY.

d) unutar redaka (oznaka: wr):
odstupanja: v, = x, — &,

(7)

zbroj kvadrata odstupanja: vv,, = 2 2 (x; — )
' )

¢) izmedu redaka (oznaka: ir):
odstupanja: v/ =¥, —x, ¥
zbroj kvadrata odstupanja: vv, = kv'v' J (8)
uz jednak broj mjernih vrijednosti k u svakome retku
Kontrola racunanja: W= v, + vv,. (9)
1977)

Prema Pavlicu zbroj kvadrata odstupanja izmedu stupaca (Pavli¢
ratuna se prema:

vy, = > 2 (% — .f')z = [Z (x;— “}] [2 > (x;— \..)]

gdje je x, uzeta zaokruzena srednja vrijednost.
Isto tako zbroj kvadrata odstupanja izmedu redaka moze se racunati prema

W—ZZ(Y—x}——E[z(\” 1|.] [EZ(\” \”]]

f) prema Pavlic¢u je takoder:

22 (x;—X)P=22(%—-X)’+ ZE(\ —X)+ ZZ(r”

\+1}'

kao zbroj kvadrata ostatka. slijedi:

|

VW= Wi+ vy, VY.
J‘ (10)

i ako ozna¢imo: = X (5 =X — X+ X)3 = VW,
I !

odnosno: vv,, = vw— (vv,+ vv,)

Racun empirijskih varijanci
a) varijanca unutar mjernih nizova (stupaca) s;,
ili varijanca ponovljivosti (prema ISO 5725-1986) (E) oznacena sa s;):

s;.——ZZ(n, £ = (11)
N—=k=kn=-1),uzn=n=...=n
2 _ {-"Jr’_-{':}- (12}

4 1_‘:_1 2 2
ili $2=32 = k;s" = o
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Ta je procijenjena varijanca, dakle, srednja vrijednost varijanci svih mjernih
nizova. Homogenost tih varijanci moze se ispitati COHRAN testoma.

U strucnoj se literaturi ona naziva varijancom ponovljivosti.

Prema H. Wolfu oznaéena je kao mjera »unutarnje« tocnosti (Wolf. 1966).
§to je uz danadnju terminologiju zastarjelo.

b) Varijanca izmedu mjernih nizova (stupaca) 83
""”
k—1"

Prema H. Wolfu, oznatena je kao mjera »vanjske« to¢nosti (Wolf, 1966), Sto
takoder kao izraz danas ima drugo znacenje.

(13)

85 =

¢) varijanca unutar redaka:

5 vV, :
§=—" 14
' N-=n (14)
N—n=ntk-1),uzki=k.=...=k,
d) varijanca izmedu redaka s;,:
3 Vv, .
§jp=— (15)
n—1
e) varijanca ostatka s,
2 v‘!iif
N 16
S k=1 (n-1) 19)

Analiza varijanci

Sve izracunane varijance upotrebljavat ¢emo za statisticku analizu u svrhu
ispitivanja djelovanja utjecajnih veli¢ina na mjerni proces, a time i ispitivanje
stabilnosti preciznosti mjerenja. Pri analizi Koristit ¢emo se F-razdiobom uz
primjenu F-testa.

a) usporedba varijanci mjernih nizova

53
Pl (17)
Sis
uz stupanj slobode (k — 1) u brojniku i (N — k) u nazivniku.
b) usporedba varijanci redaka kao statistickih uzoraka
F=-1 (18)
{pe
uz stupanj slobode (n — 1) u brojniku i (N —n) u nazivniku
¢) usporedba s varijancom ostatka
— usporedba varijance izmedu stupaca
SE\
F= ,-5 (19)

uz stupanj slobode (k — 1) u brojniku i (k — 1) (n — 1) u nazivniku
— usporedba varijance izmedu redaka
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(20)

‘2

a5t

uz stupanj slobode (7 — 1) u brojniku i (kK —1)(n — 1) u nazivniku.

Tabli¢na vrijednost F, uzima se na osnovi stupnjeva slobode i razine pouzda-
nosti (1 — «).

Varijanca unutar mjernih nizova s;,, kao varijanca ponovljivosti osnovna je
mjera disperzije, a time i preciznosti mjerenja unutar mjernih nizova. Unutar
jednog mjernog niza, pogotovo uz malen broj ponavljanja u uvjetima ponovljivosti
ne otekujemo znacajno djelovanje utjecajnih veli¢ina. Pri normalnoj razdiobi
slucajne varijable varijanca s;, nepristrano procjenjuje varijancu osnovnog skupa
o.

Pri analizi posebno znacenje ima varijanca izmedu mjernih nizova. Kao sto je
u uvodu receno, izmedu mjernih nizova postoje kraci ili duzi vremenski razmaci.,
a moguce su i promjene mjeritelja. mjernih uredaja pa ¢ak i mjesta mjerenja (npr.
pri uspnrc.dbnmm mjerenjima), u geodetskim mjerenjima Cesto i pmmu.m vanj-
skih uvjeta. Stoga je nuzno ispitati djelovanje utjecajnih veli¢ina. Sto ¢e biti
moguce usporedbom s varijancom ponovljivosti pomoéu F-testa (formula 17). Ako
je F=F,. postoji signifikantno djelovanje uz odredenu vjerojatnost P na osnovi
koje je izabrana tabli¢na vrijednost F;,. Ako je izmedu nizova bilo nekih promjena
uvjeta ponovljivosti i ako je F< F, one nisu imale signifikantni utjecaj. Utjecajna
veli¢ina moze biti i poznata, kao npr. promjena mjeritelja za svaki novi mjerni
niz. U tom ce slucaju signifikantna razlika varijanci pokazati u prvom redu
nejednaku preciznost mjerenja mjeritelja.

Ukoliko ne postoji djelovanje utjecajnih veli¢ina, tada sve tri varijance:

r
§ = % S5, 187, nepristrano procjenjuju varijancu osnovnoga skupa o°. To zna¢i da
u preciznosti m]crcnjd nema signifikantnih razlika. uz vjerojatnost P.

U slucaju da je znacajno s3> to bi znacilo da je uskladenost srudnjlh
vrijednosti ., bolja no Sto pokazuje disperzija mjernih vrijednosti unutar nizova.
Sto ukazuje na neispravnost mjerenja. U tom slucaju svakako treba provesti
daljnje analize.

Daljnje analize treba provesti i kada je F> F,, ali je ta razlika mala. U tom
slucaju vrlo je riskantno prihvatiti zaklju¢ak na osnovi jedne statisticke analize.
Zato R. Lieberasch kaze: »Matematicko-statisticke hipoteze ne mogu se objasniti
dvostranom logikom. tj. one se ne mogu zakljuciti kao istinite ili lazne, veé¢ samo
vie ili manje vjerojatne« (Lieberasch, 1974). Treba biti vrlo oprezan, kako se ne
bi ucinila pogreska prve vrste.

Prvi korak u nastavku analize je usporedba varijanci 57, i 57, (formula 18).

Pomocu F-testa ustanovit ¢emo. djeluju li utjecajne veli¢ine po redcima kao
statistickim uzorcima. Sto se ne ocekuje. Ako je varijanca izmedu redaka s°,
signifikantno veca. to zna¢i da su unutar mjernih nizova mjerne vrijednosti
neuskladene $to ukazuje na moguce nepravilnosti tijekom mjerenja. Svakako
treba izvrSiti provjeru razdiobe vjerojatnosti slucajne varijable x; jer utjecajne
veli¢ine djeluju izmedu redaka.

Daljnje mogucnosti analize su usporedbe varijanci s7, i 57,. karakteristicnih za
iskaz djelovanja utjecajnih velicina, s hu’ijcmc.om ostatka (formule 19 i 20). U
slucaju njihova djelovanja Uu.ku]emn da s7,, kao i s}, budu signifikantno veée od
Su- Dogodi Ii se obrnuto. znaci da neki od pretpostavljenih uvjeta pri izvodenju
mjerenja nije zadovoljen. a o¢ito ni uvjet nezavisnosti varijable x,.
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Ako je varijanca s, vrlo malena, mogu postojati dva slucaja. MoZe postojati
vrlo znacajno djelovanje utjecajnih veli¢ina izmedu mjernih nizova (ili izmedu
redaka. §to ne o¢ekujemo). U tom je slucaju vv, > vv,. Ekstremni slucaj nastaje,
ako je:

vV F YV, = VY, ti‘ Wost = 0.

bl

a to zna¢i i varijanca s;,=0. Utjecajne veli¢ine u tom slucaju znacajno djeluju i
izmedu mjernih nizova (stupaca) i izmedu redova. Slucajna varijabla x, ne
pokorava se normalnoj razdiobi. Treba ispitati i autokorelaciju izmedu mjernih
vrijednosti visestrukih mjerenja.

Ukoliko nema djelovanja utjecajnih veli¢ina sve procjene varijanci: 5 skt
i s nepristrano procjenjuju varijancu osnovnog skupa ¢’. Mjerenja su jednake
preciznosti uz razinu pouzdanosti (1 — @), odnosno vjerojatnost B

Statisticka je analiza dala uvid u preciznost mjerenja u cjelini visestrukih
mjerenja. Ona ukazuje na mogucénost signifikantnih razlika srednjih vrijednosti
nizova ¥, ali ne i na one srednje vrijednosti koje znacajnije odstupaju. Izravna
komparacija srednjih vrijednosti nizova i njihove kriticne razlike moguce su na
osnovi mjerne ponovljivosti i kompatibilnosti (Ben¢i¢, Dusman. 1995).

3. MJERNA KOMPATIBILNOST I PONOVLIIVOST

Rezultati mjerenja su kompatibilni uz uvjet da apsolutna razlika rezultata
mijerenja istog objekta | £, — &:| bude manja ili jednaka zbroju mjernih nesigurno-
sti umnozenih s koeficijentom kompatibilnosti

|'ff-'f.1l‘5kra{lull + IUJI)‘

uz vjerojatnost P kojom su dane U, i U, procjene mjernih nesigurnosti (Dusman,
1992).

Uz pretpostavku U, = C, i U,= G, kriti¢na razlika kompatibilnosti, uskladena
s kriterijem ponovljivosti (Ben¢i¢. Dusman, 1995) bit ce

C.D (|5, —%|)=0T71 (|G| + |G]) 21)

uz uvjet C,= C,, gdje su nepouzdanosti srednje vrijednosti:

C=1—,
Vn
gdje je s standardno odstupanje mjernog niza s,, racunano prema 12.

Kriti¢ne razlike kompatibilnosti, odnosno ponovljivosti za srednje vrijednosti
mjernih nizova moZzemo racunati u parovima i ustanoviti je li zadovoljen kriterij
kompatibilnosti rezultata, odnosno gdje je razlika veca od kriti¢ne. Na taj nacin
mozemo otkriti razlog zasto je npr. pri analizi varijanci (prema formuli 17)
ustanovljena signifikantna razlika varijanci.

Ako je kriterij mjerne kompatibilnosti zadovoljen. a viSestruka su mjerenja
izvedena u uvjetima ponovljivosti, to potvrduje uskladenost preciznosti mjerenja
izmedu mjernih nizova pa se moze odrediti unutarnja preciznost, kojoj je mjera
varijanca ponovljivosti, odnosno standardno odstupanje ponovljivosti s,.

Unutarnja i vanjska preciznost mjernih nizova

Kriticna razlika ponovljivosti na osnovi promatranja dvaju mjernih nizova
racuna se prema normi ISO 5725-1986 (E):
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CD,(|#-%|)=r|5 LI (22

2n,  2n,

odnosno uz n,=n.=n

C,D,(|.f|-\1|]——~—— (23)
Vn
Ako je mjerna vrijednost ponovljivosti r dani parametar odreden prethodnim
usporedbenim mjerenjima (vidi Benci¢, Dusman, 1995), kriticna ¢e razlika odre-
dena tim parametrom i brojem mjerenja biti mjerilo vanjske preciznosti mjernih
nizova, $to znaci stabilnosti preciznosti u ispitnom razdoblju. Ukoliko je taj kriterij
zadovoljen za sve mjerne nizove, to zakljutujemo (uz vjerojatnost P) da nema
znacajnih promjena preciznosti mjerenja tijekom ispitnog razdoblja. To vrijedi za
ispitivane mjerne uredaje, mjeritelje i uvjete mjerenja.
Kriti¢nu razliku ponovljivosti za dva mjerna niza mozemo izraziti i neposredno
u ovisnosti o standardnom odstupanju ponovljivosti s,. koje je pozitivni korjen
varijance ponovljivosti (formula 12). Prema definiciji za mjernu ponovljivost;

r=f)2s,. (Bencié, Dusman, 1995)

uz f=1za malen broj mjernih vrijednosti, slijedi uz n, =n, = n:

r b . s
——==F= ——V2 §,. pa ¢e prema (23) biti:
n

Vn

C.D; (| %, — %:]) = kos,.. (24)
gdje je ko= L-—Vi konstanta za dani broj mjerenjan.
Tako je npr. Z’:ii
n=>35.ky=175; n=38, k,=1,18;
n=6,k,=148; n=10, k,=1,00; (uz P=95%).
Za mjerne nizove uz n = 10 bit Ce:
CDi (|, — %:]) =5, (25)

Dakle. razlika srednjih vrijednosti mora biti manja od standardnog odstupanja
ponovljivosti odredenog usporedbenim mjerenjima, Sto vrijedi za mjerne nizove s
n =10 mjernih vrijednosti. U tom je slucaju kriterij kontrole vanjske preciznosti
vrlo jednostavan.

Ponovno istaknimo. mjerna vrijednost ponovljivosti » (u formuli 23) i standar-
dno odstupanje ponovljivosti s, (u formuli 24, odnosno 25) dani su parametri za
kriticne razlike pri ispitivanju vanjske preciznosti mjernih nizova.

Ukoliko se mjerna vrijednost » racuna iz ispitivanih mjernih nizova na osnovi
njihovih varijanci. to je kriticna razlika izracunana prema (22) i (23) jednaka onoj
prema 21, tj. Kriti¢noj razlici kompatibilnosti rezultata kao mjerila unutarnje
preciznosti. To slijedi iz suglasja obaju kriterija kada se racunaju na osnovi istih
varijanci, uz uvjet da su one priblizno jednake, $to se vrlo jednostavno vidi iz
formule 23:

+5,)

e

V2=0.71(|C,)| + | C:)).
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uz s, =s,, a to je formula 21, tj. C.D,= C,D,.

Parametrom —= mozZemo, prema tome, ispitati unutarnju preciznost mjernih

n
nizova u cjelini, uzevdi da je kriti¢na razlika:
) r
CI'D(( |-‘.;mrlt =z -"mm! ) Lo e e {26}
Vn
uz uvjet ny,=n,=...=n;, s time da je mjerna vrijednost r= :.s-,VZ odredena iz

mjernih nizova (nije dani parametar). gdje je varijanca ponovljivosti (12)
, Si+si+... .+
=T
Ukoliko je uvjet kriticne razlike prema (26) zadovoljen. sve su srednje vrijednosti
mjernih nizova medusobno kompatibilne (uz danu P).
Uz ispitivanje homogenosti varijanci pomoéu COHRAN testa:

C _ S ks

%
25
i=1

gdje je s, najveca varijanca s7 (kriti¢ne vrijednosti dane su u tablicama na
osnovi razine pouzdanosti, broja mjernih nizova k i mjernih vrijednosti u nizovima
(ny=n,=...=n), taj jednostavan uvjet (26) moze cesto zamijeniti slozenija
statisticka istrazivanja.

Ispitivanje unutarnje preciznosti nizova treba izvrsiti posebno pri usporedbe-
nim medulaboratorijskim mjerenjima, kao i unutar laboratorija-ispitivalista, kada
se odreduju mjerne vrijednosti ponovljivosti i obnovljivosti (r i R) (vidi Bené¢i¢.
Dusman, 1995). Kontrola ispravnosti odredivanja mjerne vrijednosti ponovljivosti,
prema normi ISO 5725-1986 (E), obavlja se provjerom svih razlika rezultata za
odredenu razinu, ukupno n(n —1)/2 po svakom mjernom nizu. Pomocu kriticne
razlike (formula 26) takva je provjera znatno jednostavnija.

Mijerni nizovi mjereni u ve¢im vremenskim razmacima

Ako je mjerna vrijednost ponovljivosti nepoznata, to se mjerni se nizovi
mjereni u ve¢im vremenskim razmacima medusobno usporeduju na osnovi Kriterija

ponovljivosti mjerenja:
CD(|&-&|)=yCi+G (27)
uz uvjet C, =G,

CD(|%-%[)=071 (|G| +]|G]). (28)

Ukoliko je kriterij krititne razlike zadovoljen. mjerenja su ponovljiva. Uz
jednakost varijanci, rezultati su kompatibilni, $to zna¢i da nema signifikantnih
promjena preciznosti mjerenja uz danu vijerojatnost P, iako u duljem vremenskom
razdoblju uvjeti ponovljivosti nisu zadovoljeni. a moguce su promjene mjeritelja,
mjernih instrumenata ili uredaja.

Ukoliko se pri usporedbi dvaju mjernih nizova mjerenih u vremenskom
razmaku njihove varijance signifikantno razlikuju, ne mozemo rezultate usporedi-
vati po kriteriju kompatibilnosti. no prema formuli 27 moze se primijeniti kriterij
ponovljivosti. Ako je taj kriterij zadovoljen, znaci da su takva mjerenja ponovljiva,
premda nisu jednake preciznosti.
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4. AUTOKORELACIIA

Osnovno o autokorelaciji i njezinu ispitivanju ve¢ je bilo pisano u ovome listu
(Benci¢, Dusman, 1995/4). Odredivanjem koeficijenata autokorelacije po redcima,
uzimajuéi parove kao dvostruka mjerenja. dopunit ¢emo statisti¢ka istrazivanja
visestrukih mjerenja.

Dok ispitivanja djelovanja utjecajnih veli¢ina na osnovi analize varijanci daju
opcenitu naznaku njihova djelovanja, istrazivanje mjerne kompatibilnosti. odno-
sno ponovljivosti mjerenja promatranjem Kriticnih razlika rezultata po mjernim
nizovima (stupcima), te autokorelacije. daje mogucnosti lociranja signifikantnih
odstupanja mjernih vrijednosti.

Primjer:

U Laboratoriju za mjerenja i mjernu tehniku Geodetskog fakulteta pri izradi
doktorske disertacije mr. sc. Gorana Novkovi¢ ispitivala je i pogresku stabili-
zacije kompenzatora nivelira. Za tu je svrhu prvo odredivana pogreska
viziranja pri mirnom kompenzatoru koriStenjem posebnog mjernog uredaja s
mikrometarski pomi¢nom vizurnom markom. Instrument i mjerni uredaj
postavljeni su stabilno na betonski stup. Buduci da je trebalo odrediti vrlo
male mjerne veli¢ine (red veli¢ine 07, 1). prema statistickoj je analizi bilo
potrebno izvrditi N = 150 mjerenja. Za izvrienje takvog zadatka trebalo je.
osim stabilnog postava, izabrati odgovarajuci mjerni raspored, metode stati-
stickih analiza djelovanja utjecajnih veli¢ina i osigurati kontrolu stabilnosti
preciznosti u viemenskom razdoblju mjerenja.

Mjerenja su grupirana u k=15 mjernih nizova s po n =10 mjernih
vrijednosti u mjernom nizu. Prvo je izvrseno k& =35 mjernih nizova s ukupno
N =50 mjernih vrijednosti na osnovi kojih je provedena osnovna analiza i
utvrdeni parametri za kontrolu daljnjih mjerenja.”

Kako ti parametri moraju biti vrlo pouzdani. analizi treba pokloniti
posebnu pozornost. $to ukljucuje primjenu vise statistickih testova, to vise $to
svaki statisticki test predvida mogucnost pogresnog zakljucka na osnovi razine
pouzdanosti 1 — a.

U analizi je prvo primijenjen DIXON-ov test i ustanovljeno da nije bilo
pogresnih mjernih vrijednosti (previda).

1. Statisticka analiza metodom analize varijanci.

Na osnovi mjernih vrijednosti izrazenih u wm (viziranje marke pomocu
mikrometarskog uredaja pri mirnom kompenzatoru) izracunane su slijedece
empirijske varijance:

a) varijanca unutar mjernih nizova c) varijanca unutar redaka
(varijanca ponovljivosti) si, = 131.20 wm’ (14)
s2, = 128,79 um’ (11)
s =53= 12879 um* (12) d)  varijanca izmedu redaka
57, =122 .48 um’ (15)
b)  varijanca izmedu stupaca e) varijanca ostatka
57, = 138.68 wm° (13) s, = 13037 wn’ (16)

* Iz brojnih prakticnih ispitivanja Siemes preporuca, da se uz normalnu razdiobu slucajne
varijable u mjernoj seriji izvr$i do 50 mjerenja (Siemes. 1968).
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Analiza varijanci s, i 55, pnmjnnnm F-testa (17) pokazala je da nema
signifikantne razlike. SVL tri varijance 8,085 sk nepristrano procjenjuju
varijancu osnovnog skupa a. de]}ll&.l!j{.l‘l‘u‘) da su ispitivani mjerni nizovi
izvedeni u nepromijenjenim uvjetima ponovljivosti.

Za detaljniju analizu ispitivalo se djelovanje utjecajnih veli¢ina izmedu
redaka kao statisuickih uzoraka (Sto je korisno ako postoje sumnje u njihovo
djelovanje, posebno. ako nije izvrSeno ispitivanje razdiobe slucajne varijable).

Pri usporedbi varijanci 57, i s;, (18). podedlo se da je 55, > Sirs NO buduci
da nema signifikantne razlike. zaklju¢ujemo da je preciznost mjerenja uskla-
dena u svim mjernim nizovima.

Kontrolna analiza uspurcdhom S hlruanwm ostatka (19) i (7{)) dovodi
nas do zakljucka da i varijance S, 81, §., NEpristrano procjenuju varijancu
osnovnog skupa o°.

Opcenito zakljuc¢ujemo da pri mjerenjima nije ustanovljeno signifikantno
djelovanje utjecajnih velicina.

U statistickim analizama pomocu F-testa nije bilo sumnji v ispravnost
testa, budud¢i da su racunane veli¢ine F bile znacajno manje od F,. Kod
primjene F-testa, medutim. pokazalo se da je on zadovoljavajuci $to se tice
pogresaka druge vrste (pogresno prihvacanje hipoteze H,) (Pavli¢, 1977). To
znaci. prije odbacivanja hipoteze treba svakako primijeniti daljnje statisticke
analize. To ¢e biti analiza mjerne kompatibilnosti s analizom unutarnje
preciznosti mjernih nizova. Te analize prikazujemo u daljnjoj obradi primjera.

2. Analiza mjerne kompatabilnosti
Pomoé¢u COHRAN testa ispitana je homogenost varijanci:
S 12,72
5T 674,60
Kako je C < Cy,,. nema divergentnih varijanci.

=“.24 lJZ k-'_—S. n= 10‘ (-‘|l;r|[:0 4

Racun nepouzdanosti srednjih vrijednosti

Na osnovi izracunatih varijanci nizova s;, i=1, ..., k (12)
racunamo standardna odstupanja mjernih nizova s;.

Nepouzdanost srcdnjih vrijednosti racunaju se prema poznatom izrazu:

C=t V— pa uz P=95% dobivamo:

C,=7153, C,=9,099, C,=8,026, C,=8405, C,=7,361 um.
Srednje vrijednosti mjernih nizova jesu:
=692, =678, %H=606 1,=624, I5=67.2 um.

Prema (21) racunamo kriti¢ne razlike C,D,.

Promotrimo li sve kombinacije mjernih nizova uoc¢ujemo da su najvece
razlike srednjih vrijednosti nizova 1 i 3 (|f, —%|)=8.6un te 2 i 3
(| £ —x:|) = 7.2 wm. Najmanja vrijednost kriti¢ne razlike prema (21) iznosi
1030 wm (11 5 niz). Za prvi i te¢i niz kod kojih je najveca razlika srednjih
vrijednosti kriti¢na razlika je 10,78 wn. Prema tome je uvjet kompatabilnosti
za sve ispitivane mjerne nizove zadovoljen, §to smo i o¢ekivali nakon prethod-
nih analiza.
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Unutarnja preciznost mjernih nizova

Primjenom parametra rf’]/n prema (26) mozemo ispitati unutarnju preci-
znost mjernih nizova s time, da je pri racunu: r=ts, ]/2. s, standardno
odstupanje ponovljivosti odredeno iz ovih mjernih nizova prema (12), a iznosi
11.34 um. Slijedi, uz n=10, //)/n=0.71 (P =95%):

C.D, (X s — Xoin) = 11 .34um.
Kako je (| £, — £ |) = 8.6 um. to je uvjet kriticne razlike zadovoljen. Svi
su rezultati medusobno kompatibilni.
3. Racun mjernih vrijednosti ponovljivosti (r) i obnovljivosti (R)

Nakon izvriene analize preciznosti mjernih nizova mozemo racunati
kontrolne parametre preciznosti za racun Kriti¢nih razlika za kontrole daljnjih
mjerenja ili ispitivanja.

Mjerne vrijednosti r i R racunamo prema (19) i (20) (Ben¢i¢, Dusman,
1995/2) pa je r=2.8s, i R=28s; Bududi da se ta ispitivanja izvode u
uvjetima ponovljivosti i nisu predvidena mjerenja uz odstupanja od tih uvjeta.
to ¢e se odrediti samo mjerna vrijednost ponovljivosti r:

r=208s5,=28-11,34=31,73 um.
4. Kontrola stabilnosti preciznosti svih izvedenih mjernih nizova (k =15,
N =150, n=10)

Na osnovi kriterija kriticne razlike ponovljivosti (23) provjeravamo
stabilnost preciznsti mjerenja pri daljnjim ispitivanjima. To je ispitivanje
vanjske preciznosti (uz dani parametar r = 31.73)

CD,(|x—%|)= L{[—?"‘ 10,0 .

Vn Y10

Srednje vrijednosti ostalih mjernih nizova:
X,=72.1; %=724; %=67.1; % =068.7; X,=62,6:um
11 =665; =715, X3=73.5; ¥3,=704;: X5=71.5; um.
Razlike srednjih vrijednosti za nizove
516: (| 85— %) =4.9 wn.
91 10: (| % — %,4])=6.1 um,
14§ 15: (| £y — %y

)= 1.1 um.

Bududi da su sve razlike srednjih vrijednosti manje od kriti¢ne zakljucu-
jemo da je uvjet ponovljivosti mjerenja zadovoljen. Preciznost svih mjernih
nizova je homogena i stabilna.

5. Konacni rezultati ispitivanja

Na osnovi provjerene stabilnosti preciznosti mjerenja raéunamo konacnu
vrijednost varijance ponovljivosti iz svih mjernih nizova (k = 15):

s7=147.5 um’,
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odnosno standardno odstupanje s, = 12,1 wmn, $to ¢e biti jednako ispitivanoj
pogresci viziranja m, pri mirnom kompenzatoru.

Bududi da je pomi¢na vizurna marka bila na udaljenosti 10.00 m od
vertikalne osi nivelira, to ¢e Kutni iznos pogreske viziranja biti:

m’ = 0"25 uz nepouzdanost £0".03 (P=95%).

Na isti su nacin izvriena mjerenja i provjera stabilnosti preciznosti nakon
pobudenog kompenzatora (uz k = 15, N = 150). Izracunana ukupna pogreska
iznosila je:

m;, =0",29.

Pri ispitivanju primjenom F-testa pokazala se signifikantnost razlike m’

m,
Pogreska stabilizacije kompenzatora racuna se prema:
mi=}m? —m\’=0"15, uz nepouzdanost £0",04 (P=95%).
Zahvaljujemo se dr. sc. Gorani Novakovi¢ na svim mjernim i racunskim
podacima.
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ANALYSIS OF MULTIPLE MEASUREMENTS

Multiple measurements applied in testing and researching tasks. in measure-
ments of high accuracies in general, have to be submitted to detailed analysis for
the purpose of testing the activity of influential quantities and defining the
parameters of precision, or making conclusions about testing. The paper presents
the extensive possibilities of applying statistic methods, and especially of applying
the criteria of measuring compatibility and repeatability within the of research
works carried out in the Laboratory for precise distance measurements at the
Faculty of Engineering and Shipbuilding and in the Laboratory for measurements
and measuring techniques at the Faculty of Geodesy, University of Zagreb.
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