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Strucni ¢lanak

DIJELJENJE TRAPEZA PARALELNO S NJEGOVIM
OSNOVICAMA

Miljenko LAPAINE - Zagreb®

SAZETAK. U élanku se razmatra problem dijeljenja trapeza. Pri tome se polazi
od clanka S. Horvata »Dijeljenje trapeza paralelno sa srednjicome«, objavijenim u
Geodetskom listu 1940. i daje jedno objasnjenje Horvatova pristupa te predlaze
nova formula.

1. UVOD

Stjepan Horvat doSao je na zagrebacki Tehnicki fakultet 1926. kao ugovorni
pristav na Katedru za nizu geodeziju, a 1930. poceo je predavati na Geodetskom
odjelu. Predavao je nizu geodeziju, izmjeru gradova, drzavnu izmjeru. teoriju
pogresaka te geodetsko racunanje i crtanje. Godine 1937. postaje izvanredni
profesor i predstojnik Geodetskog zavoda, a 1941. redoviti profesor.

U Geodetskom listu 1940, 3. 97-100. objavljen je njegov ¢lanak pod naslovom
Dijeljenje trapeza paralelno sa srednjicom. Na samome pocetku Horvat kaze da se
taj zadatak pojavljuje ¢esto u praksi. posebice kod komasacija zemljiSta. kada
jednu tablu koja ima oblik trapeza treba podijeliti na viSe dijelova, paralelno sa
srednjicom.

Mi ¢emo radije govoriti o podjeli trapeza paralelno s njegovim osnovicama.
Naime, spominjanje srednjice nije pogresno, ali njezino uvodenje nije potrebno i
moZze zbunjivati jer se ona eksplicitno ne pojavljuje ni pri postavljanju problema,
a niti pri njegovu rjesavanju.

Horvat nadalje kaze: »Zadatak se moze rijesiti na mnogo nacina. Uzimamo
dakako, da se taj zadatak mora rijesiti numericki (istaknuo M. Lapaine). No, neée
svaki nacin biti jednako zgodan, jer ¢e jedno rjesenje traziti veci, a drugo manji
gubitak vremena. Osim toga moramo ic¢i za tim, da zadatak rijeS$imo na najjedno-
stavniji nacin i da pri tom omogucimo jednostavna pomagala racuna.«

Ozna¢imo s a i b osnovice trapeza, s V njegovu visinu i s P povrSinu (slika 1).
Tada je

f’=%(n+b)v. (1)
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Povucimo paralelu s osnovicama na udaljenosti v od osnovice a i ozna¢imo s p
povrsinu novog trapeza kojem su osnovice povucena paralela i stranica a. Sa slike
I lako se zakljucuje da vrijedi:

1
p=av+Zxv, (2)
i
x:v=(b—a):V. (3)
a
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Slika 1. Dijeljenje trapeza paralelno s osnovicama (prema Horvatu, 1940)
Prema tome moZze se napisati
s lb—a |,
p=a E v | (4)

Ako bismo iz zadanih a, b, Vi p trebali izracunati visinu v, radilo bi se o rjesavanju
kvadratne jednadzbe

lb—a , . - _
3V v-+av—p=0, (5)
koja opcenito ima dva rjesenja
, b—a
~ctiV¢:“+2p v
R b—a (6)
l/

Uocimo da negativno rjesenje ne dolazi u obzir te pomnozimo brojnik i nazivnik
s V kako bismo se rijeSili dvostrukog razlomka. Dobit ¢emo

_ —aV+)a*Vi+2p(b—a)V
b—a '

Time bi problem bio rijeSen. Medutim, Horvat uoc¢ava da posljednja formula
ima dva nedostatka. Prvo. u duba raCunanja s pomocu logaritamskih tablica

(7
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trebalo je izbjegavati nezgodne operacije, kao $to je primjerice vadenje drugoga
korijena. I drugo, formula (7) zakazuje ako su osnovice a i b iste duljine (dijeljenje
paralelograma), odnosno postaje nestabilnom ako se osnovice malo razlikuju. U
to se moZzemo lako uvjeriti, jer stavimo li u formulu (7) a=5, dobit ¢emo
neodredeni izraz 0/0.

2. RJESENJE PROF. HORVATA

Horvat je u svojemu radu dao rjeSenje kojim je zaobiSao oba spomenuta
nedostatka. U nastavku ¢emo objasniti kako je, vjerojatno, Horvat dosao do svoje
metode.

Relacijom (4) prikazana je povrsina p kao kvadratna funkcija argumenta v:

p=plv). (8)

Razvijemo li tu funkciju u Tavlorov red u okolini v,, imamo

P=potp,Av,+ %p:ﬁ Av;. (9)
Pritom je
P,,—(e‘lr‘,,+% h;ﬂ' I."i, (10)
dok su derivacije:
p;=ﬂ+b;“r,_ (11)
,_b—a
°T v

Formulu (9) mozemo napisati u ekvivalentnom obliku

Av = % . (12)
Pt 3 po Av
koji sugerira iterativnu formulu
Auq=~£{£Lw. i=012.... (13)
Pot > Po Avi
Za pocetnu vrijednost Horvat predlaze
Ay, =0, (14)
dok konstante p,, p,, pi racuna po formulama (10) i (11) uz pribliznu vrijednost
J = ‘—'—‘—I? 5
= b—a (15)
a+

T
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Za ilustraciju Horvat daje dva numeric¢ka primjera. Zadane velicine i konacne
vrijednosti za visinu v dajemo pregledno u tablici 1.

Tablica 1. Dva numericka primjera

a b Vv P p v
100 m 200 m 200 m 30 000 m* 10 000 m? 82.85m
100 m 200 m 200 m 30 000 m? 20 000 m* 146,41 m

Znakovito je da u navedenim primjerima postupak vrlo brzo konvergira: za
centimetarsku to¢nost dovoljne su bile samo dvije iteracije. Primjenom egzaktne
formule (7) prva vrijednost za visinu je za | cm manja i iznosi 82,84 m, a druga
je potpuno jednaka navedenoj u tablici 1.

3. NOVA FORMULA

U danasnje vrijeme vadenje drugoga korijena ne ¢ini nam poteskoce i zbog
toga ne bismo trebali izbjegavati matematicke izraze kao $to je primjerice formula
(7). Medutim, njezina numeri¢ka nestabilnost, o kojoj je bilo rijec¢i u uvodu,
svakako je znacajan nedostatak.

Pokazat ¢emo kako se taj nedostatak moze izbjec¢i. Posluzimo se postupkom
koji se u matematici zove racionalizacija i primijenimo ga na brojnik razlomka (7).
Drugim rije¢ima, pomnozimo brojnik i nazivnik razlomka u formuli (7) sa

Va*V? +2p(b—a)V + aV. (16)
Nakon kracenja s b —a, dobit ¢emo konac¢nu formulu u obliku
|4
- (17)

V= -
aV + a*V? + 2p(b — a)V
ili jos malo jednostavnije

s ﬂjgi (18)
a+Va3+7p(b—a)

Moze se pokazati da je izraz ispod korijena u posljednjoj formuli dujina nove
paralelne stranice, tj.

a+x=Va2+3§(b—a). (19)

U specijalnom slucaju @ = b, formula (18) nece zakazati, ve¢ Ce dati ispravnu
vrijednost

]:E
V ol (20)
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Vise zadataka o podjeli trokuta, ¢etverokuta i poligona moze se naci zajedno
s rjeSenjima u poznatom priruc¢niku i udzbeniku Hartnera i Dolezala (1910). Medu
njima je i zadatak koji se razmatra u ovome radu. Numericko rjesenje je u toj
knjizi dano formulom koja uz odgovaraju¢u promjenu oznaka prelazi u izraz u
ovome radu oznacen sa (7). Rjesenje koje se vrlo malo razlikuje od predloZzenog
u 3. poglavlju ovoga rada objavio je Filatov 1942. Nadalje. slican je zadatak na
slican nacin postavio i rijeSio Wittke (1957).

U Medi¢evim skriptama (1978) spominju se tri metode za dijeljenje table
trapeznog oblika: analiticka, graficka i mehanicka. Da bi se mogla primijeniti
analiticka metoda, potrebno je poznavati kutove na osnovici trapeza i njihove
trigonometrijske funkcije. No i sam Medi¢ navodi da je u nekim slucajevima
to¢nost takvog racunanja mala, a kako se vidi iz gornjih razmatranja, problem se
moze rijesiti i bez pomoéi trigonometrije.
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TRAPEZIUM SUBDIVISION BY USING A LINE PARALLEL TO ITS
BASES

The paper deals with the problem of trapezium subdivision. Starting from the
paper »Trapezium subdivision by using a line parallel to its median line« by S.
Horvat and published in Geodetski list in 1940, the present paper gives the
explanation of Horvat's approach, and suggests a new formula.
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