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Strucni ¢lanak

PROBLEM ELIMINACIJE I METODA NAJMANJIH
KVADRATA

Miljenko LAPAINE i Damjan JOVICIC — Zagreb*

SAZETAK. Teorijski je razjaSnjen problem eliminacije koji se sastoji u
odredivanju vr:_:ednost: linearne forme cx, + cX, + ...+ ¢, x, gdje su c,,
Cy...,C, dani brojevi i x,, x,,..., x, rjelenja regufamog sustava linearnih
jednadzb: Primjena metode elimmacz}e osobito je pogodna pri izjednace-
njima po metodi najmanjih kvadrata uz pomoc¢ raéunala. Naime, kako je
u ovome radu pokazano, jedna jedina programska naredba u trostrukoj
petlji omogucuje formiranje normalnih jednadZbi, odredivanje nepoznatih
parametara i popravaka, kao i njihovih disperzijskih matrica (do na faktor
varijance).

1. UVOD

U proslosti, kad nisu postojala elektroni¢ka racunala, izjednafenje veéih
geodetskih mreZa bio je veliki problem. Najve¢i dio posla odnosio se na
rjeSavanje normalnih jednadzbi koje je obi¢no rjeSavala jedna osoba. Zato
je taj posao trajao veoma dugo.

Najbrzim rjeSavanjem u proslom stoljeéu smatra se izjednacenje pru-
skog primorja $to ga je obavio Zacharias Dase 1849. godine, koji je tom
prigodom rijeSio 86 jednadZbi za tri i pol mjeseca. Danas se isti broj jed-
nadZbi moZe rijeSiti za nekoliko minuta ili nekoliko sekundi, ovisno o
tome kakvim racunalom raspolazemo.

Numeric¢ko rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi bio je uvijek stanoviti
izazov. I autori ovog rada objavili su do sada nekoliko radova o toj temi
(Jovici¢ i dr., 1981., a. 1981., b, 1983., 1984., 1985.). Medutim, razvoj raunala
je u silnom zamahu pa ono $to nam je ne tako davno izgledalo te$ko do-
stupno ili ¢ak teSko zamislivo danas je stvarnost. Stoga se ponovno vra¢amo
problematici vezanoj rjeSavanju sustava linearnih jednadZbi u geodeziji i u
ovome radu predlazemo jedan univerzalan i vrlo jednostavan algoritam
s pomoc¢u kojeg se pri izjednacenju posrednih opaZanja, odnosno parame-
tarskom izjednacenju obavlja formiranje i rjeSavanje normalnih jednadzbi,
te racunanje popravaka i odgovarajucih disperzijskih matrica.

* Mr. Miljenko Lapaine, mr. Damjan Jovi¢i¢, Geodetski fakultet Sveuéilista
u Zagrebu, Kaciceva 26, 41000 Zagreb
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2. PROBLEM ELIMINACIJE

Taj se problem, u najjednostavnijem slu¢aju, sastoji od racunanja vri-
jednosti linearne forme

CiX; +CaXa Fuwi Gz, 2.1

gdje su ¢y, c,..., ¢, dani brojevi, a X, X, ..., X, rjeSenja regularnog
sustava

45, X; +852X; + o+ 21,X, = Dby
@3 Xy + 822X, + .. 82X =D,

(2.2)

An1 Xy T 8p2 X3 + oo+ Bpp X = bn

Prirodni postupak rje$avanja tog problema bio bi u odredivanju bro-
jeva X, X,,..., X, u eksplicitnom obliku i njihovom uvritavanju u izraz
(2.1). Medutim, to se mozZe izbjeci.

Sastavimo tablicu koeficijenata sustava (2.2), pripi$imo s desne strane
stupac slobodnih ¢lanova i s donje strane redak sastavljen od koeficijenata
linearne forme. Predznaci tih koeficijenata neka su promijenjeni. U desni
donji kut stavimo nulu. Imat ¢emo sljedecu shemu:

Qp; A2 e gy b,
437 432 - 43zq b;
(2.3)
a'nl an: ) al‘ll‘l bn
—Cy —C3 . —Cpq 0
ili, u skradenim oznakama
Al b i 52
= ‘;T (2.3)
Neka vy, ys, -+ . 7, 0Znacuju rjeSenje sustava jednadzbi
Ay Yy Fa2%2 s A0 =Cy
;Y +az2y2 + - +a2nYu=C2. (2.4)

.........................................................

An1 Y1 + @52 ¥2 + «oe + 8pg Yo = Cq
Tada se lako pokaZe da je
by yr +bays+ . +baya=cyX; +C3 X5 + oo + Cy Xpe

Dakle, ratunanje forme c;x, + c,X, + ...+ ¢ X, moZe se zamijeniti racu-
nanjem forme b,y,+byy,+...+by,. Olevidno je da ako prvi redak u
tablici (2.3) pomnozimo s v,, drugi s y,,..., n-ti s v, i dodamo posljednjem
retku, dobit ¢emo redak c¢iji su elementi smjesteni ispod dvostruke linije
jednaki nuli; element u donjem desnom kutu olevidno je jednak traZenom
broju: vrijednosti linearne forme. Obrnuto, ako na neki nacin izaberemo
linearnu kombinaciju od n redaka tako da njenim dodavanjem posljednjem
retku dobijemo nul redak (do linije), koeficijenti te kombinacije bit ce
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rjeSenje sustava (2.4), i prema tome element u donjem desnom kutu bit
¢e jednak traZenom broju. To slijedi iz jedinstvenosti rjeSenja sustava (2.4).
Dakle, nema potrebe za trazenjem brojeva v, ..., y,. Nuzno je samo »anu-
lirati posljednji redak« dodavanjem odgovarajuée linearne kombinacije
prvih n redaka. To se moZe napraviti obi¢nim postupkom unaprijed u
Gaufovoj metodi primijenjenoj na shemu (2.3).

Takav isti plan moZe se, oCevidno, primijeniti na ratunanje nehomo-
gene linearne forme c¢;x; + c.X, + ...+ ¢ X, + d. Razlika je samo u tomu
da u donjem desnom kutu ne treba staviti nulu, nego konstantu d, tako
da polazna shema ima oblik

A b 530

— | q (237

RjeSenje sustava (2.2) moze se takoder naé¢i tom metodom bez prim-
jene postupka unatrag. Zaista, izrazi x;, X,, ...., X, su specijalni slucajevi
linearne forme (2.1) s koeficijentima (1, 0, ..., 0), (0, 1, ..., 0), ...., (0, O,
..., 1). Njihovo odredivanje moZe se izvesti simultano uvodenjem u donji
lijevi kut redaka (—1, 0, ...., 0), (0, —1, ..., 0), ...., —1), koji zajedno

¢ine matricu —I. U donjem desnom kutu umjesto znamenke nula, stavimo
stupac nula.
Polazna shema za rjeSavanje sustava ima dakle oblik
A I b
U |
Kada dodavanjem odgovaraju¢ih linearnih kombinacija prvih n redaka
dobijemo u donjem lijevom kutu nul matricu, u donjem desnom kutu
imat ¢emo stupac s vrijednostima nepoznanica.
Invertiranje matrice je ekvivalentno rjeSavanju n sustava posebnog
oblika, ¢iji slobodni ¢lanovi ¢&ine jediniénu matricu. Raunanje inverzne
matrice moze se izvesti uz pomoé¢ sheme

Al I
—, (2.6)

—I| 0

(2.5)

gdje I, kao i prije, oznac¢uje jedini¢nu matricu, a u donjem desnom kutu
je smjeStena nul matrica n-tog reda. Nakon anuliranja svih redaka u do-
njem lijevom kutu, dodavanjem odgovarajucih linearnih kombinacija prvih
n redaka, dobit ¢emo inverznu matricu A~ u donjem desnom kutu.
Rezultat eliminacije moZe se skicirati u matri¢nom obliku. To omo-

gucava dobivanje nekih poopcenja. Naime, rjeSenje sustava Xx;, X,, ..., X,
moZe se napisati u matri¢cnom obliku kao stupac
x=A-1b,

forme c;x; + ¢;x, + ...+ ¢, x, kao broj
cTx=cFTA-'b.

Takav prikaz ukazuje na nacin racunanja sloZenijeg izraza CA™ B, gdje
su C i B stanovite pravokutne matrice, takve da je broj stupaca matrice
C jednak n i broj redaka matrice B jednak n, dok broj redaka matrice C
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i broj stupaca matrice B moZe biti bilo koji. Racunanje elemenata matrice
CA™t B moze biti provedeno metodom eliminacije primijenjenom na shemu

A | B
<=l s

Nakon anuliranja elemenata smjeStenih u donjem lijevom kutu, doda-
vanjem linearnih kombinacija prvih n redaka, dobit ¢emo u desnom do-
njem kutu matricu CA™1B.

Stavljajuéi C = I, dolazimo do sheme

_B_
= Q-8

-1

za raCunanje produkta A™1B.
Transponiranjem sheme moZe se dobiti modifikacija metode eliminacije,
naime: ako je D = CA™1 B, tada je DT = BT(AT)"ICT; i odatle slijedi da DT
(i prema tome takoder i D) moZe biti izratunano postupkom unaprijed
primijenjenim na shemu
AT cr

—BT| 0

Posebno, za rafunanje vrijednosti linearne forme cx; + c,x, + ...+ ¢ X,
moze se takoder koristiti shema

(29

AT et
—bT 0

gdje je AT transponirana matrica matrice koeficijenata sustava, cT stupac
sastavljen od koeficijenta linearne forme koju treba izrafunati, a bT redak
slobodnih ¢lanova. Valjanost te konstrukcije moZe se izravno dokazati, bez
pozivanja na prethodne rezultate. Ako pomnozZimo prvih n redaka sheme
(29) s x,, X5, ..., X, i dodamo posljednjem, dobit ¢emo nulu u donjem
lijevom kutu i ¢;x; + ¢;x, + ...+ ¢;x, u donjem desnom kutu.

Analogno, za rjeSavanje sustava Ax = b moZemo koristiti shemu

AT I 5
—oT|| 0 ° (2:10)
ZapaZanje. Pri rjeSavanju sustava metodom eliminacije broj operacija po-
nesto premasuje onaj u GauBovoj metodi. Ipak, uniformnost postupka, i
posebno odsutnost hoda unatrag, ¢esto ¢ini ovu metodu pogodnijom.

Za invertiranje matrice moZe se koristiti shema
% l . 2.11
=0 2l
Nakon zavrSetka postupka, u donjem desnom kutu dobit ¢emo matricu
transponiranu matrici A1,
Dakle, za svaki analizirani problem postoje dvije sheme, definirane ili
matricom A ili njenom transponiranom. UoCava se da je ucinkovitija ona
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shema koja sadrzi manji broj redaka u donjem lijevom kutu. Dakle, pri
rjeSavanju linearnog sustava bez hoda unatrag djelotvornije je koristiti
shemu s transponiranom matricom; pri ra¢unanju produkta A—t B — shemu
s transponiranom matricom u slu¢aju da je broj stupaca u B manji od n;
treba koristiti danu matricu ako je broj stupaca u B vedi od n.

3. PROBLEM ELIMINACIJE I METODA NAJMANJIH KVADRATA

Neka je A zadana matrica tipa (m, n), rang(A) = n, x vektor nepoznatih
parametara, y sluajni vektor mjerenja, D (y) =021 disperzijska (kovarija-
cijska) matrica vektora y i} >0 nepoznati faktor varijance koji treba proci-
jeniti. Tada se sustav

Ax=E(y), D(y)=0cI (3.1)

naziva GauB-Markovljevim modelom s potpunim rangom (Koch, 1980).

Oznatimo s X vektor procijenjenih parametara, s ¥ vektor procijenje-
nih pogre$aka mjerenja i s § = y + ¥ vektor popravljenih ili prilagodenih
mjerenja. Primjena metode najmanjih kvadrata daje (Lapaine, 1989.):

X =(ATA)"'ATy

E(X) =x

D (X) = a3 (AT A)~!

v=ARX —y

E(®) =0

D(V)=0c2(I —A(ATA) ! AT (3.2)
y=y+ V=A%

E(y) =E(y)

D (§) =o?A (ATA)-! AT

. 079 .
U":m—-n’ E(o‘n)=0°-

U ratunu izjednaCenja spomenuto se procjenjivanje naje$ce naziva
izjedna¢enjem posrednih mjerenja ili parametarskim izjedna¢enjem. Pri
prakti¢nom racunanju takvog izjednacenja obi¢no se razlikuju pojedine
faze rada kao $to su npr.: formiranje normalnih jednadZbi, rje$avanje nor-
malnih jednadZzbi, te ocjena tocnosti koja ukljucuje racunanje procjene
faktora varijance i srednjih pogreSaka ili disperzijskih matrica parametara,
popravaka i popravljenih mjerenja. Za pojedine korake u ra¢unanju postoje
i odgovarajuce kontrole (Feil, 1989.; Rozi¢, 1993.).

Primjena metode eliminacije omogucuje da se i formiranje i rjeSava-
nje normalnih jednadZbi i racunanje popravaka i disperzijskih matrica
napravi jednim jedinim i nadasve jednostavnim algoritmom. To je Gaufova
metoda eliminacije po stupcima ili hod unaprijed primijenjen na shemu
oblika:
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~1 A vy I 00
AT 0 0 01O
yT 0 o0 0 0 1
i | 0 0 000 (3-3)
0 —I o0 0 00
0 0! =i 000

Pomnozimo li prvi redak tablice (3.3) redom s AT, yT, -I i dodamo drugom,
trecem, odnosno c¢etvrtom retku, dobit ¢emo tablicu

—I A y I 0 0
0 ATA ATA AT 1 0
T T T
_0 yfA yly y 0 1 (3.4)
0 —A -—y —I 00
0 I 0 0 0 0
0 0 -1 || O 00

u kojoj moZemo prepoznati matricu normalnih jednadzbi ATA i desnu stranu
normalnih jednadzbi ATy, Pomnozimo li sada drugi redak tablice (3.4) redom
s —yTA(ATA)!, A(ATA)™1, (ATA)t te dodamo tredem, Cetvrtom, odnosno
petom retku, dobit ¢emo tablicu u kojoj moZemo procitati vrijednosti

I A ¥ I 0 0
0 ATA ATy AT I 0
0 0 7 —vT —X7 1

= Sy e (3.5)
0 0 v —D (¥)/s2  A(ATA)"' 0
0 0 % (ATA)'AT D (R)c> 0
0 0 —1 0 0 0

procijenjenih parametara X, procijenjenih popravaka ¢ i zbroj njihovih
kvadrata ¥7¥ s pomocu kojeg dolazimo dijeljenjem s odgovarajué¢im bro-
jem stupnjeva slobode do procjene faktora varijance .. Nadalje, u tab-
lici (3.5) postoji takoder, do na faktor varijance, disperzijska matrica ne-
poznanica D( %) i disperzijska matrica popravaka D (V). Disperzijska matrica
prilagodenih mjerenja lako se dobije kao razlika

D (§) =D(y) — D (¥). (3-6)

Time je postupak izjednacenja doveden do kraja. Medutim, pomnoZimo
li jo§ redom treéi redak tablica (3.5) s —¥/9¥7¥, —%/¥7V, 1/¥Tv te dodamo
Cetvrtom, petom, odnosno Sestom retku, dobit ¢emo u desnom donjem kutu
inverznu matricu polazne matrice iz gornjega lijevoga kuta polazne tablice
(3.3). Taj posljednji korak eliminacije moZe posluziti kao definitivna (i
jedina) numericka provjera ¢itavog postupka. Provjere pojedinih meduko-
raka nisu potrebne ako pretpostavimo da ¢e racunanje obavljati racunalo
uz pomo¢ odgovarajuceg programa.

U slucaju GauB-Markovljevog modela oblika
Ax=E(y), D(y) =gq;P" (3.7
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gdje je P (pa prema tome i P!) pozitivno definitivna matrica, moZe se na
poznati nacin prije¢i na model oblika (3.1) ili izravno primijeniti metodu
eliminacije, s tom razlikom S$to sada umjesto polazne tablice (3.3) treba

staviti

—P PA Py I 00
AP 0 0 g L0
y™P 0 0 0 0 1
—I 0 0 o000 (3:8)
0 -I 0 0 00
0 0o -1 0 00
Nakon provedenih m + n koraka eliminacije dobiva se tablica
—=P PA Py I 0 0
0 ATPA APy AT I 0
0 0 VPV —vT —&T 1
—_— (3.9)
0 0 \ —D(V¥)/s; A(ATPA)"' 0
0 0 X (ATPA)-'AT D(R)s2 O
0 0 —1 0 0 0

koja odgovara tablici (3.5) za slucaj jednako to¢nih opaZanja (P=I).

4, PRAKTICNA PRIMJENA METODE ELIMINACIJE

U danasnje bi se vrijeme numericki dio rjeSavanja geodetskih prob-
lema trebao redovito obavljati s pomocu ra¢unala i odgovarajucih pro-
grama. Primjena metode eliminacije koja se predlaze u ovome radu mogla
bi pritom biti iskoriStena zbog svoje upravo zapanjujuce jednostavnosti
za programiranje. Zaista, pretpostavimo li da cijela polazna tablica (3.8)
predstavlja jednu matricu, odnosno dvodimenzionalno polje koje smo na-
zvali M. Tada je za dobivanje tablice (3.9) koja sadrzi:

normalne jednadzbe: ATPA, ATPy

rjeSenje normalnih jednadzbi: X

procijenjene popravke: ¥

zbroj kvadrata popravaka, odnosno: VPV

disperzijsku matricu nepoznanica podijeljenu faktorom varijance:

D (R)/o} i

disperzijsku matricu popravaka podijeljenu faktorom varijance,

D (9)/o3
potrebno u BASICU isprogramirati samo sljede¢ih sedam programskih li-
nija:

fori=1tom-+n

forj=i+11t 2¥(m +n+1)
fork=i+11t 2¥(m +n +1)

M(, k) = M (j, k) — M (i, k) * M (j, i)/ M (i,i)
next k

next j

next i
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Nakon toga preostaje samo ispis rezultata. Na temelju izloZenih teo-
rijskih postavki sastavljen je odgovaraju¢i program za osobno ra¢unalo
s pomoc¢u kojeg je rijeSen jedan numericki primjer.

Primjer
4.0 7
3.5 -
3.0 -
2.5

2.0

1.5 4

1.0 T T T T T T T 1
-2.0 -1.0 0.0 1.0 20 3.0 40 50 6.0
Slika 1. Prilagodavanje parabole skupu toaka

Zadano je sedam tocaka
x[—=1 0 1 2 3 4 5

y|38 25 1.6 1.6 1.7 2.6 3.8

Trazi se funkcionalna zavisnost oblika y = a-+bx+cx? koja ¢e se u smislu
metode najmanjih kvadrata, a uz pretpostavku o bespogresnim apscisama
i jednakim teZinama ordinata (P=I), najbolje prilagoditi zadanim poda-
cima (sl. 1.).

Primjena metode eliminacije daje:

Procijenjeni parametri:

4 =24929 b= —10226 & =0.2583
Procijenjene popravke:
¥, = —0.0262
Vv, = —0.0071
95 = 0.1286
¥5 = — 0.1190
Vs = 0.0500
Ve = — 0.0643
9, = 0.0381

VTPV =0.0395 &2 =0.0099 &, = 0.0994
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Disperzijske matrice:
02857 —0.0714  0.0000
D(st;)a;=[ 0.2262 —0.0475]
0.0119
. 0.0028 —0.0007  0.0000
D (%) =[ 0.0022 —0.0005]
0.0001
0.2381 —0.3571 —0.0714 0.0952 0.1429 0.0714 —0.1190 |
0.7143 —0.2143 —0.1429 —0.0714 0.0000 0.0714
0.7143 —0.2857 —0.2143 —0.0714  0.1429
D (8)/62 = 0.6667 —0.2857 —0.1429  0.0952
0.7143 —0.2143 —0.0714
0.7143 —0.3571
i 0.2381
0.0024 —0.0035 —0.0007  0.0009 0.0014 0.0007 —0.0012"
0.0071 —0.0021 —0.0014 —0.0007 0.0000  0.0007
. 0.0071 —0.0028 —0.0021 —0.0007 0.0014
D)= 0.0066 —0.0028 —0.0014  0.0009
0.0071 —0.0021 —0.0007
0.0071 —0.0035
h 0.0024_
0.0075 —0.0035 —0.0007 0.0009 0.0014  0.0007 —0.0012"|
0.0028 —0.0021 —0.0014 —0.0007  0.0000  0.0007
0.0028 —0.0028 —0.0021 —0.0007  0.0014
D) = 0.0033 —0.0028 —0.0014  0.0009
0.0028 —0.0021 —0.0007
0.0028 —0.0035
o 0.0075
Procijenjene standardne devijacije (srednje pogreSke) prilagodenih mjerenja:

ZAKLJUCAK

Oy1
Gy
Oya
Gya
Oys
Oye
Oy7

= 0.0868
= 0.0531
= 0.0531
= 0.0574
= 0.0531
= 0.0531
= 0.0868

U ovome radu najprije je teorijski razjasnjen problem eliminacije koji se
sastoji u odredivanju vrijednosti linearne forme c,x, + c,X, + ... + ¢, x, gdje

su ¢, Cy, ..., C, dani brojevi i x;, x,, ..

., X, rjeSenja regularnog sustava

linearnih jednadZbi. Zatim je pokazano kako se metoda eliminacije moze
primijeniti pri rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi i pri racunanju in-

verzne matrice.
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Primjena metode eliminacije osobito je pogodna pri izjedna¢enjima
po metodi najmanjih kvadrata uz pomo¢ racunala. Naime, kako je u ovome
radu pokazano, jedna jedina programska naredba u trostrukoj petlji omo-
gucuje odredivanje ne samo nepoznatih parametara i popravaka, nego i
njihovih disperzijskih matrica (do na faktor varijance).

Medutim, predloZzena metoda ipak nije bez mana i toga moramo biti
svjesni. Osnovni nedostaci izravne primjene metode eliminacije, prema
opisu u ovome radu, jesu zahtjevi za memorijom i veéi broj racunskih
operacija od onoga neophodnog. Ukratko, neposredna primjena metode
eliminacije nije najucinkovitije sredstvo za sva moguda izjednalenja. Me-
dutim, glede djelotvornosti za stadardne probleme moZe biti potpuno zado-
voljavajuca.

Spretniji ili iskusniji korisnici uocit ¢e viSe mogucnosti za pobolj$anje
djelotvornosti predloZzene metode. Moguée su ustede i u memoriji, i u sma-
njenju broja racunskih operacija.

U ovome radu objasnjena je primjena metode eliminacije na izjedna-
¢enje posrednih mjerenja. Odgovaraju¢im poopcenjima moguce je metodom
eliminacije obuhvatiti i druge oblike izjednacenja (Kampmann i Wiillner,
1987.).
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PROBLEM OF ELIMINATION AND THE METHOD OF LEAST SQUARES
SQUARES

The problem of elimination consists of computation of the values of
a linear form c¢;x, + c,x, + ... + ¢,x, where ¢, ¢;, ..., ¢, are given numbers
and x,, X;,..., X, is the solution of a linear sistem of eqations. The paper
explaines the problem of elimination from the theoretical point of view.
The application of the method of elimination is especially suitable in com-
puter-aided least squares adjustements. The paper shows that only one
program command in a triple loop enabls not only the estimation of un-
known parameters and errors of observations, but also their covariance
matrices (up to the variance factor).
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