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Matematicki model problema Skolskog
rasporeda

Maja Andrijevi¢; Ivana Kuzmanovié Ivigi¢t

Sazetak

Problem skolskog rasporeda vrlo je zastupljen problem koji s vre-
menom postaje sve sloZeniji jer je pri izradi rasporeda sve vise uvijeta i
ogranicenja koji moraju biti zadovoljeni. U ovom radu prikazan je ma-
tematicki model osnovnog problema rasporeda sati. Ve¢ u tom sasvim
jednostavnom slucaju vidljivo je da se radi o vrlo slozenom problemu
koji svakim dodatnim uvjetom postaje sve sloZeniji sa sve manjim bro-
jem rjeSenja. Danas je dostupno mnogo aplikacija koje pomazu pri
izradi rasporeda, a sve se baziraju na nekoj matematic¢koj metodi za
pronalaZenje optimalnog rjeSenja.
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Abstract

The problem of school timetabling is a very common problem that
becomes more complex over time as more and more conditions and
restrictions must be met. This paper presents a mathematical model
of the basic problem of scheduling. Already in that simple case it is
evident that this is quite a complex problem which, with each addi-
tional condition, becomes more and more complex and having fewer
solutions. Today there are numerous applications available that help
with scheduling, and all are based on some mathematical method for
finding optimal solutions.

Keywords: school timetable, mathematical model, network flow problem,
graph coloring, bipartitive multigraphs

1 Uvod u problem

Pocetkom $kolske godine svaka Skola susrece se s problemom izrade ras-
poreda sati. Cilj je izraditi raspored prihvatljiv svim sudionicima, odnosno
i ucenicima i nastavnicima, a koji ¢e zadovoljiti sva pedagoska i organi-
zacijska ogranicenja. U praksi, problem izrade rasporeda vrlo je sloZen i
dugotrajan posao. Opcenito, problem rasporeda ubraja se medu sloZenije
matematicke probleme. SloZenost se krije u velikom broju mogucih kombi-
nacija medu kojima je potrebno naci onu najprihvatljiviju koja zadovoljava
sve unaprijed odredene uvjete.

Promotrimo vrlo pojednostavljeni primjer rasporeda u kojem imamo ce-
tiri predmeta koja predaju Cetiri razli¢ita nastavnika {1y, 1, n3, ny}, Cetiri
razreda {ry,7, 73,74} te u tablici[l|ukupan broj skolskih sati koji ukljucuju
nastavnika n; i razred r;, i,j € {1,...,4}.

r rp | 3 | T4
m |1 |1 |1 ]2
|2 |1 |1 |1
s |0 |2 |1 |2
Ny 0 1 2 0

Tablica 1. Broj 8kolskih sati koji uklju¢uju nastavnika 7; i razred r;

Vidimo da je ukupni broj kombinacija velik te da stoga nije jednostavno
odrediti neko rjeSenje. Jedan od mogudih rasporeda dan je u tablici 2. Unu-
tar pet skolskih sati rasporedili smo nastavnike i razrede, na nac¢in da u
svakom od 5 gkolskih sati pridruzujemo uredeni par (1}, ;) nastavnika i
razreda.
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1 2 3 4 5
(n1,r1) | (ny,r3) | (n,re) | (n,re) | (n1,72)
(n2,12) | (na,r1) | (no,m1) | (n2,73) | (n2,14)
(n3,rq) | (n3,r2) | (n3,1r2) | (ng,r2) | (n3,73)
(1’14, 1’3) (714, 1’4) (714, 7’3)

1 2 3 4 5
(n1,r1) | (ny,r1) | (ng,11) - -
(na,12) | (n3,r2) | (n3,r2) | (ng,r2) | (1,72)
(ng,73) | (n1,73) | (n4,713) | (n2,73) | (n3,73)
(n3,r4) | (ng,ra) | (n1,ra) | (n1,74) | (n2,74)

Tablica 2. Raspored (gornji po nastavnicima, donji po razredima) za jedan
dan od pet skolskih sati

Uo¢imo kako smo u navedenom primjeru promatrali samo 4 razreda i
4 nastavnika, dok su stvarni primjeri puno sloZeniji. Treba uzeti u obzir
sve razrede koje Skola moZe imati, sve predmete koje pojedini razred slusa,
kao i kapacitete i opremljenost u¢ionica za potrebe izvedbe pojedinih pred-
meta. Takoder, u stvarnoj situaciji mogu se javiti i preferencije kao na pri-
mjer kojim satima nastavnik viSe preferira raditi, koji predmet je bolje sta-
viti na pocetak ili kraj nastave i slicno. No, i u prethodnom vrlo pojednos-
tavljenom primjeru ve¢ uvidamo veliku sloZenost naizgled jednostavnog
problema skolskog rasporeda.

2 Formalni zapis problema rasporeda

Zapisimo sada matematicki model promatranog problema. Krenimo od
najjednostavnijeg problema dnevnog rasporeda: razred - nastavnik. Unu-
tar ovog problema ne uklju¢ujemo nikakva dodatna ogranicenja s kojima
se susreemo u stvarnom Zivotu, baziramo se samo na razrede i nastav-
nike. Jedan razred oznacavat ¢e skup ucenika koji pohadaju isti program,
a skup razreda oznacavat ¢emo s {ry, ..., 7, }. Skup nastavnika ozna¢imo
s {n1,...,n,}. Nadalje, pretpostavimo da na raspolaganju imamo p $kol-
skih sati, i definirajmo matricu U € R™" s elementima ujj, i=1,...m,
j =1,...,n, gdje u;; oznacava broj skolskih sati koji uklju¢uju nastavnika
n;irazred r;. Sada je problem rasporedivanja nastavnika i razreda u danih
p skolskih sati, uz uvjet da niti jedan nastavnik i niti jedan razred nemaju
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rasporedeno viSe od jednog Skolskog sata u isto vrijeme, dan s:

]

Odrediti xj, i=1,...,m, j=1...,n, k=1...,p, (1)
uz uvjete
4
Yoxjg=wy, i=1,...,m j=1,.,n (2)
k=1
n
M]kgl,l:llrmlk:l/rp (3>

1

M

Il
—_

xijkﬁ1,j:11-'-/”1,k:11""p <4>
xt]ke {011}/ l:1//ml]:111nl kzl”p (5>

gdje je x;jx = 1 ako razredu r; predaje nastavnik n; u terminu k, a 0 inace.

Izraz ([2)) osigurava da svaki nastavnik odrZi to¢no onoliko kolskih sati ko-
liko je predvideno, izraz osigurava da niti jedan nastavnik nema nas-
tavu s viSe razreda istovremeno, dok izraz @]) osigurava da svaki razred u
svakom Skolskom satu ima najvise jedan predmet.

Postavlja se pitanje uz koje uvjete prethodni problem ima rjeSenje. MoZe se
pokazati da vrijedi sljedeca tvrdnja koja govori kako postoji raspored u p
Skolskih sati ako i samo ako niti jedan razred i niti jedan nastavnik nemaju
zadano viSe od p skolskih sati koje moraju odraditi.

Propozicija 2.1. Problem ([I))—(5) ima rjesenje ako i samo ako vrijedi

m
Zui]-gp,jzl,...,n (6)
i=1
n
Youj<p i=1,..,m (7)
=1

Navedeni uvjeti (6) i (7)) osiguravaju da je ukupan broj skolskih sati koje
svaki nastavnik mora odrZati u danu, odnosno svaki razred pohadati, ma-
nji ili jednak od ukupnog broja dostupnih $kolskih sati. U tom slucaju,
prema prethodnoj propoziciji, sigurno postoji barem jedan raspored koji
zadovoljava sva ogranicenja ([2)-(5).

Promotrimo sada problem rasporeda sati unutar jednog tjedna. Za taj
problem, neka je svakom razredu r;, i = 1, ..., m, pridruzen pozitivan cijeli
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broj a; koji predstavlja maksimalan broj Skolskih sati koji razred r; moZze
imati tijekom svakog dana u tjednu. Nadalje, za svakog nastavnika n;,
j=1,...,n,nekaje b; pozitivan cijeli broj koji predstavlja maksimalan broj
8kolskih sati koji nastavnik 7; moze odrZati tijekom svakog dana u tjednu.
Sada promatrani problem moZemo zapisati na sljede¢i nacin:

Odrediti x;, i=1...,m, j=1...,n, k=1...,p, (8)
uz uvjete
4
injk:ul‘]‘,i:1,...,m,j:1/~--/n (9)
k=1
n
Yoxig<a,i=1..,mk=1..p (10)
j=1
m
Yoxp<by,j=1..,mk=1,..,p (11)
i=1
X >0,i=1,...,m j=1,.,n k=1,.,p. (12)

U ovom modelu x;j je broj skolskih sati koje izvodi nastavnik n; u raz-
redu r; u danu k. Stoga sada x;j; ne mora biti 0 ili 1, nego bilo koji nenega-
tivan cijeli broj. O nuznim i dovoljnim uvjetima rjesivosti ovog problema
govori sljedeca propozicija.

Propozicija 2.2. Rjesenje problema (8)—(12)) postoji ako i samo ako je

m
ujj < pbi, j=1,...,n
i=1

1

n
Y uij<paj,i=1,...,m
j=1

Vratimo se sada na dnevni raspored i uvedimo dodatni uvjet raspolo-
zivosti razreda i nastavnika. Naime, mogu postojati termini nastave koji
su unaprijed zadani prije same izrade rasporeda. Cilj nam je za razred r;
i nastavnika 7; pronadi termin k u kojem su i razred i nastavnik slobodni,
odnosno u kojem nisu unaprijed zauzeti. U tu svrhu s Pijk 0znacimo novu
varijablu koja se odnosi na razred r;, nastavnika 7; i termin k te se realizira s
0 ako razred r; i nastavnik n; nisu unaprijed predodredeni za neki termin k,
a u suprotnom s 1. Unaprijed rasporedena predavanja moZemo formalno
zapisati na sljede¢i nacin:

xijkz;oijk, i:l,...,m,j:l,...,n, kIl,...,p.
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Prethodne nejednakosti osiguravaju da ukoliko je razredu r; u terminu k
unaprijed dodijeljen nastavnik 7; da ¢e x;j biti 1, dok u suprotnom x;j
moZe biti 0ili 1.

Sada promatrani problem s navedenim dodatnim ogranic¢enjem poprima
oblik:

Odreditixi]-k, i=1....m j=1...,n,k=1...,p, (13)
uz uvjete
P
Yoxijg =Ty, i=1,...,m j=1,.,n (14)
k=1
n
Yoxigp <Cu, i=1,..,mk=1,..,p (15)
j=1
m —
injkgtjk,jzl,...,n,k:l,...,p (16)
i=1

Xjjk € {0,1},i=1,...m,j=1,...n, k=1,...,p (17)

gdje su:

Ujj = Ujj — Z Pijks

s = { 1, ako razred r; nije unaprijed predodreden u terminu k
k=1 0, inace

. — { 1, ako nastavnik 7; nije unaprijed predodreden u terminu k
=) 0, inace

Uoc¢imo kako izrazi i zamjenjuju izraze () i (@) iz pocetnog
problema jer osiguravaju da niti jedan nastavnik, odnosno niti jedan razred
ne budu rasporedeni u terminima u kojima nisu raspoloZivi.

Sada smo vidjeli kako izgleda op¢i model problema rasporeda za neko-
liko inacica problema. Kao $to smo ve¢ u samom pocetku mogli uoditi, po-
rastom broja ograni¢enja znacajno se otezava promatrani problem. Moze
se pokazati da problem rasporeda sati pripada skupini NP-potpunih pro-
blema. Za neke vrlo specijalne slucajeve postoje i jednostavniji algoritmi za
njihovo rjeSavanje:

Propozicija 2.3. Ako je u problemu (13)—(17)) svaki nastavnik dostupan tijekom
najoise dva skolska sata, onda postoji algoritam koji ée u O(n?) vremena pronaéi
raspored.

Dokaz. Dokaz pogledati u [[1I]. O
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Rjesavajuci problem rasporeda, zelimo pronaci bilo koje rjeSenje x;j, i =
1,....mj=1,...,n,k=1,...,p, koje zadovoljava sve postavljene uvjete
(T4)-([T7), odnosno od rasporeda se o¢ekuje da zadovoljava zadana line-
arna ogranicenja. Ukoliko modelu dodamo jo$ primjerice i teZinske prefe-
rencije tj. ukoliko broj¢ano s t;j izrazimo za koju varijablu viSe Zelimo da
bude 1, onda problem postaje optimizacijski problem s funkcijom cilja

)3

m n
L.
i=1j=1

p
Y tiikXijk (18)
k=1

i ogranicenjima (14)—-({17). U tom slucaju trazimo rjeenje koje zadovoljava
sva ogranicenja (dopustivo rjeSenje), a za koje je vrijednost funkcije cilja
minimalna ili maksimalna (optimalno rjeSenje). U funkciju cilja mo-
Zemo dodati razlicite organizacijske, didakticke ili pedagoske preferencije
i zahtjeve. Funkcija cilja koja u obzir uzima vise faktora mozda u primjeni
daje bolji raspored, no takav je problem puno teZi za rijesiti.

3 Neke metode za rjeSavanje problema rasporeda

Vratimo se sada na pojednostavljeni problem izrade rasporeda sati. Za rje-
$avanje tog problema postoji vise metoda. Neki od pristupa za rjesavanje
baziraju se na primjeni

e algoritma za rjeSavanje problema mreZnog protoka,
e bipartitivnog multigrafa,
e algoritma za bojanje grafova.

Kod problema mreZnog protoka stvaramo mreZu, odnosno graf za svaki
gkolski sat tako da tok u mrezi predstavlja predavanja odrzana unutar tog
Skolskog sata. Na sli¢an nacin u [[II] moZzemo pronaci analogni pristup za
razrede, tj. izgraduje se mreZa za svaki razred r;, a konstrukcija rasporeda
sastoji se od svih predavanja u koja je ukljucen razred r;. Preciznije re¢eno,
za dani razred r; radimo sljedece:

1. neka vrhovi grafa predstavljaju $kolske sate k =1, .. ., p, i nastavnike
n,j=1,...,n,
]

2. bridom spojimo $kolski sat k i nastavnika 7; ako je nastavnik 7; dos-
tupan i nije ranije odreden za drugi razred (graf) u terminu k,

125



Maja ANDRJEVIC, Ivana KuzmaNovi¢ Ivici¢

3. u graf dodamo nova dva vrha, takozvane vrhove ,izvor” i ,ponor”,
oznacimo ih sa s it redom te s spojimo sa svim vrhovimak =1,...,p,
a t spojimo bridovima sa svim vrhovima nj,j=1...,n,

4. postavimo kapacitete bridova (n i t),j=1,...,nna ujj,azasve ostale
bridove kapacitete stavimo ili 0 ili 1.

RjeSenje mreZnog protoka daje raspored svih predavanja za dani razred.
Konstruiranjem mreZe za svaki razred dolazimo do potpunog rasporeda,
ali nemamo osiguranje da ova metoda uvijek nade prihvatljivo rjeSenje. Na
slici[T[moZemo vidjeti jednostavan primjer u kojem smo konstruirali mrezu
za neki razred r;.

Slika 1. Primjer mreZnog protoka za razred r;

Nadalje, jedna od metoda kojom se promatrani problem moZe rijesiti
za fiksni k je upotrebom bipartitivnog multigrafa, gdje razredi i nastavnici
predstavljaju vrhove grafa, a bridovi odgovaraju predavanjima. Pri tome,
svaki razred r; i nastavnik 1; povezani su s onoliko bridova koliko je zadano
da mora biti predavanja koja ih uklju¢uju. Metoda se sastoji u pronalaze-
nju nizova skupova bridova koji nemaju zajednickih vrhova, na taj nacin
trazimo najvedi broj predavanja koji se mogu odrzavati u isto vrijeme. Pro-
nalaskom najveceg niza dolazimo do rasporeda, a kako na raspolaganju
imamo p termina potrebno je pronadi p takvih skupova. Primjer bipartitiv-
nog multigrafa moZemo vidjeti na slici
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Slika 2. Primjer bipartitivnog multigrafa

Naposljetku, zadnja navedena metoda je metoda bojanja grafova. Po-
novno vrhovi predstavljaju nastavnike i razrede, a bridovi predavanja. Na
raspolaganju moramo imati p boja, gdje svaka boja predstavlja jedan ter-
min. Za dva brida kazemo da su susjedna ako imaju zajednicki vrh. Bri-
dove grafa bojamo na nacin da niti jedan susjedan brid nije obojan istom
bojom, a bridovi obojani istom bojom oznacavaju da se ta predavanja mogu
odrZavati u isto vrijeme.

Na kraju, vratimo se primjeru s pocetka i rije§imo ga metodom bojanja
grafova. RjeSenje je dano na slici[3] gdje smo i3li redom po bridovima i bo-
jali ih s pet razli¢itih boja na nacin da niti jedan par susjednih bridova nije
obojan jednakom bojom. RjeSenje se moZe procitati i zapisati u obliku ta-
blice 2, a ona predstavlja raspored za jedan radni dan u tjednu. Ako bismo
algoritam ponovili pet puta, dobili bismo potpun raspored za cijeli tjedan
i onda bismo mogli razdvojiti raspored za svaki razred zasebno.
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Slika 3. Obojani graf

Vidimo da niti jednom od promatranih metoda nije lako do¢i do ras-
poreda i to ¢ak niti u vrlo pojednostavljenom slu¢aju. Stovise, navedene
metode su heuristike, to znaci da niti ne moZzemo sa sigurnoséu tvrditi
da ¢e dodi do rjeSenja. Danas postoje brojne aplikacije koje Skole koriste
za izradu gotovih rasporeda, kao primjerice aSc rasporedi, RAS Timetable,
EMS Classroom Scheduling te brojne druge koje se baziraju na nekoj od
matematickih metoda za rjeSavanje problema rasporeda.
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