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Sazetak
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PETAR ZUGEC

1 Zavrzlama

Ludi nuklearac - lud k’o $iba — vratio se s novim, jo$ ludim pokusom nego
prije (vidi [[1]] za prvu nuklearéevu vragoliju)! U svojoj opsesiji periodi¢-
nim mjerenjima nuklearac se do¢epao izvora neutrona i poceo periodicki
izlagati uzorak stabilnih atomskih jezgara neutronskome snopu. Apsorp-
cijom neutrona na prvotno stabilnim jezgrama nastaju nove, nestabilne jez-
gre — bilo samo za neutron bogatije jezgre, bilo jezgre nekog sasvim dru-
gog elementa ako je u primarnoj neutronskoj reakciji iz pocetne jezgre izbi-
jena neka Cestica protonskog sadrzaja, poput samog protona ili, na primjer,
x-Cestice. Nove nestabilne jezgre B-radioaktivne su s prosjecnim vreme-
nom Zivota T te se raspadaju s vremenskom zadr$kom u odnosu na po-
¢etnu neutronsku reakciju koja ih je proizvela. Nuklearac izlaze uzorak
neutronskome snopu tijekom vremenskog intervala T, te ga zatim uklanja
izsnopa u vremenskom trajanju Ty i taj postupak periodicki ponavlja, $to ga
neopisivo usre¢uje. Sve to vrijeme nuklearac mjeri S-aktivnost uzorka (broj
B-raspada u jedinici viemena) detektorima koje je postavio u blizinu uzorka.
Dok je izloZen neutronskome snopu, u uzorku se apsorbira # neutrona u
jedinici vremena (npr. 100 neutrona u sekundi). Ako se novonastale atom-
ske jezgre (na koje je utjecaj neutronskog snopa zanemariv) raspadaju u
stabilne jezgre koje su razli¢ite od pocetnih jezgara uzorka, izmedu kojih
vrijednosti oscilira f-aktivnost uzorka nakon dovoljno dugog vremena?

2 Neka igre pocnu!

Neka je n(t) broj proizvedenih B-radioaktivnih jezgara prisutnih u uzorku
u trenutku ¢. Tijekom ¢itavog ra¢una n ¢e biti funkcija vremena, no radi jed-
nostavnosti u veéini éemo izraza izostavljati eksplicitnu oznaku vremenske
ovisnosti. Vremenska evolucija koli¢ine tih jezgara sastoji se od dviju odvo-
jenih faza koje ludi nuklearac naizmjeni¢no ponavlja: faze ozracivanja ne-
utronskih snopom (trajanja T, ) koju ¢emo zvati fazom aktivacije uzorka, te
faze bez ozracivanja snopom (trajanja Tg) koju ¢emo zvati fazom relaksacije
uzorka. Tijekom aktivacije B-radioaktivne jezgre se stvaraju — a neke od
ve¢ stvorenih i raspadaju — dok se tijekom relaksacije samo raspadaju. Ak-
tivnost A(t) uzorka definirana je brojem raspada u jedinici vremena, $to
e ocito ovisiti o trenutnoj koli¢ini radioaktivnih jezgara u uzorku. Kas-
nije ¢emo vidjeti da je (i za$to je) taj izraz jednak upravo: A(t) =n(t)/,
odakle je jos otitija potreba izra¢unavanja trenutnog broja jezgara n(t). Iako
je potrebna pocetna aktivacija uzorka da bismo uopée pokrenuli relaksa-
ciju, prvo ¢emo obraditi fazu relaksacije jer je matematicki jednostavnija i
bitna za uspostavu vaznih konceptualnih pojmova.
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2.1 Relaksacija

Tijekom faze neometanog raspada radioaktivnih jezgara — bez njihova do-
datnog stvaranja ili pojacanog uniStavanja vanjskim utjecajima — broj tih
jezgara u uzorku opisan je poznatim Zakonorrﬂ radioaktivnog raspada:
n(t) = nge /7, uz ny kao broj jezgara u pocetnom trenutku. Iako se taj
zakon Cesto zapisuje u bazi 2 (uz koriStenje vremena poluzivota t;/, kao:
n(t) = np2~/"1/2), sami éemo uskoro vidjeti da je u svakom ozbiljnijem ra-
¢unu prirodnije koristiti bazu e prirodnog logaritma i prosjecno vrijeme Zi-
vota T koje se pod njom pojavljuje jer ¢ ,prirodno iskace” u diferencijalnim
rac¢unima“| No kako mozemo tvrditi da je taj T — pridruZen bazi e — upravo
prosjecno vrijeme Zivota, i to jos svake pojedine radioaktivne jezgre? Sad
éemo to pokazati.

Izvod vremenske ovisnosti broja radioaktivnih jezgara pri nesmetanom
raspadu pocinje od diferencijalne jednadzbe koja opisuje promjenu broja
tih jezgara u vremenu:

dn

T —An. (1)
OvajednadZba odraZava ¢injenicu da je raspad nestabilnih jezgara potpuno
slucajan proces, za pojedinu jezgru neovisan i o povijesti te same jezgre i o
tome $to se dogada s ostalim jezgrama. U jednadzbi ([I]) to se manifestira
kroz ocekivanje da koli¢ina raspalih jezgara u jedinici vremena, odnosno
promjena broja preZzivjelih jezgara, ovisi samo o trenutnom broju jezgara na
raspolaganju: dn/dt o< —n. Pri tome se minus pojavljuje jer se raspadom
broj jezgara smanjuje, odnosno promjena dn je negativna. Faktor propor-
cionalnosti A — koji se obi¢no naziva konstantom raspada i, primijetimo,
mora imati dimenziju recipro¢nog vremena — regulira brzinu raspada, tj.
vjerojatnost raspada pojedinih jezgara u jedinici vremena, kao odraz sloZze-
nih procesa unutar jezgara. JednadZba (1)) rjeSava se dovodenjem u oblik
spreman za integraciju, uz implementaciju prikladnih pocetnih uvijeta:

n(t) / t
dn _ At = / d—rf = —A/ dr’. (2)
n no n 0

Valja naglasiti da taj nesretno nazvani ,,zakon nije nikakav temeljni zakon, ve¢ samo vrlo
specifi¢no rjeSenje u vrlo specifiénim okolnostima kad imamo neometani raspad nesta-
bilnih jezgara, u odsustvu dodatnih utjecaja koji utje¢u na njihovo stvaranje ili unistava-
nje. Radioaktivni raspadi nisu , gotove formule”, ve¢ diferencijalne jednadzbe! Opcéenito, te
jednadZzbe je potrebno svaki put iznova postaviti i ispocetka rijesiti, ovisno o nizu nuk-
learnih procesa koje opisuju. Tipi¢an primjer sloma valjanosti izraza n(t) = npe~*/7 jest
lanac radioaktivnih raspada. Upravo ¢emo se u ovome ¢lanku susresti sa slu¢ajevima kada
n(t) = nge~t/7 vide nije primjereno rjesenje.

2To je zato jer je eksponencijalna funkcija ¥ jedina funkcija koja je jednaka svojoj derivaciji:
de*/dx = e*, a prema tome i (jednoj) svojoj primitivnoj funkciji (malo manje formalno ali
»popularno” redeno i zapisano, svojem integralu: [ e*dx = e*).
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Crtica nad podintegralnim veli¢inama samo oznacava da su podintegralne
varijable formalno razli¢ite od onih iz granica integracije. UvrStavanjem
granica integracije u primitivne funkcije:

" = ar) = m™ = (3)
0 no

te zavrSnim sredivanjem ostaje poznati zakon radioaktivnhog raspada:

n(t) = npe~™M. Sasvim je jasno da je famozni ,, zakon” koji smo dobili samo

specifi¢no rjeSenje specifi¢nih okolnosti raspada obuhvacenih specificnom

polaznom jednadzbom (]), koju éemo uskoro izmijeniti tijekom opisa ak-

tivacijske faze.

Kona¢ni izraz za n(t) opisuje broj prezivjelih jezgara do trenutka t uz
uvjet da ih je u pocetnom trenutku bilo ng. No kako interpretirati ovaj re-
zultat ako smo u pocetku imali samo jednu jezgru: ny = 1? Tada izraz
e~M vige ne moZe predstavljati ukupan broj preZivjelih jezgara jer se od-
nosi samo na jednu jedinu jezgru i kontinuirano se mijenja izmedu 1i0. U
tom slucaju P(t) = e~ predstavlja vjerojatnost prezivljavanja pojedine jez-
gre do trenutka t! Medutim, dok je P(t) vjerojatnost da jezgra prezivi (4.
ne raspadne se) barem do t, korisnija bi nam bila informacija o vjerojatnosti
da prezivi tocno do t. Nju mozemo odrediti preko vjerojatnosti raspada, i to
bas u t. Kumulativna vjerojatnost R(t) za raspad u bilo kojem trenutku do ¢
komplementarna je vjerojatnosti prezivljavanja: R(t) =1 — P(t). Odavde
vjerojatnost raspada dR(t) tijekom beskona¢no kratkog vremenskog inter-
vala dt oko trenutka ¢ (tj. ,ba$ u” t) nalazimo jednostavnim diferencira-
njem: dR(t) = —dP(t) = Ae *dt. Sada je lako izratunati ocekivanu vri-
jednost bilo koje vremenske veli¢ine vezane uz Zivot pojedine jezgre. Nas
zanima prosje¢no vrijeme Zivota T, koje ra¢unamo uprosjec¢ivanjem moguc-
nosti za raspad u bilo kojem trenutku — tj. za preZivljavanje jezgre do kojeg
god trenutka — uzimajuéi u obzir vjerojatnosnu tezinu pojedinih ishoda:

(¢] e}
t= [ tdR(t) = A/ te~Mdt = 1/A. (4)
t=0 0

Ovime smo pokazali da je konstanta raspada A u izravnoj vezi s prosjec-
nim vremenom Zivota pojedinih atomskih jezgara: A = 1/7, tj. otkrili smo
njezinu fizikalnu interpretaciju. Nakon s$to smo to jednom za svagda usta-
novili, mozemo se vratiti sve do pocetne diferencijalne jednadzbe i svaku
pojavu konstante raspada A zamijeniti prosjenim vremenom Zzivota T:

dn  n _ iy
T = n(t) =nge (5)

te slobodno mozemo nastaviti koristiti tu spoznaju u svim kasnijim tretma-
nima nuklearnih procesa.
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2.2 Aktivacija

Tijekom aktivacije, tj. ozracivanja neutronskim snopom, vremenska evolu-
cija dn/dt broja radioaktivnih jezgara i dalje ima doprinos —n/T njihova
spontanog raspada — nikakve fizikalne okolnosti na Zemljﬂ ne mogu to
promijeniti. Medutim, sada imamo i dodatan doprinos stvaranja tih jez-
gara, koji je prema uvjetu zadatka konstantan u vremenu i svodi se na
stvaranje # novih jezgara u jedinici vremena. Koriste¢i raniju spoznaju o
mjestu koje u matematickom opisu zauzima prosje¢no vrijeme Zivota, od-
mah moZemo napisati diferencijalnu jednadZbu za evoluciju broja radioak-
tivnih jezgara tijekom aktivacijske faze:

dn n
T it (6)

Kao i ranije, ovu jednadzbu pripremamo za integraciju svodenjem svih va-
rijabli istoga tipa na zasebnu stranu jednakosti:

dn dt n(t)  dn’ tdt
nT—n T - / nt—n Jo T’ @)
ng NT—n 0T

da bismo integriranjem dobili:

n(t)

Y Lt 10 8)

—In(yT —1n') . i T

no T

Ponovno koristimo oznaku # za broj radioaktivnih jezgara u nekome po-
cetnome trenutku, koji e se mijenjati izmedu uzastopnih faza aktivacije i
relaksacije te razlikovati od onoga iz (5)). Zavr$nim sredivanjem preostaje
vremenska ovisnost broja radioaktivnih jezgara:

n(t) = yt(1—e 7Y 4 nge /7 9)

koja je tijekom aktivacijske faze ocito razli¢ita od tipi¢nog ,zakona” radi-
oaktivnog raspada. Ovajnovi ,zakon” odraz je njihova istovremenog stva-
ranja i raspadanja. Primijetimo da kad bismo aktivaciju mogli odrzavati
dovoljno dugo, doslo bi do zasiéenja koli¢ine ovih jezgara: n(t > 1) ~ 17,
koje nastupa kad se brzina raspadanja jezgara izjednaci s brzinom njihova
stvaranja (koliko ih se stvori, toliko ih se i raspadne u jedinici vremena).

3Za razliku od uvijeta na Zemlji, u svemiru zaista postoje toliko ekstremni uvjeti da mogu
utjecati na spontane nuklearne procese, utjecudi tako i na stabilnost atomskih jezgara.
Takve uvjete nalazimo u neutronskim zvijezdama.
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2.3 Nuklearac u akciji

Sad se napokon moZemo pridruziti nuklearcu u njegovoj opsesiji (zabava
nikad ne prestaje kad si malo lud i ima§ izvor neutrona). Aktivnost A(t)
uzorka koju on mjeri definirana je brojem raspada u jedinici vremena:

Alt) = ‘d’;gt)

Pri tome je drugi ¢lan u jednakosti samo simbolicki zapis doprinosa ras-
pada ukupnoj vremenskoj promjeni broja radioaktivnih jezgara, a za koji
ve¢ znamo da je u svim slucajevima —i u (5) i u () — opisan ¢lanom /7.
Drugim rije¢ima, taj simbolicki zapis doprinosa ukupnoj derivaciji ne smi-
jemo shvatiti kao uputu za naivno deriviranje ¢itavih rjesenja iz i@
jer bismo tim postupkom aktivnosti uzorka — izazvanoj samo raspadom
jezgara — pripisali i doprinos njihova stvaranja iz (9)). Stoga vidimo da se u
daljnjoj analizi mozemo zadrZzati na promatranju broja jezgara n(t) jer nas
od traZene aktivnosti dijeli samo faktor proporcionalnosti 1/7.

Iako nam nece biti sasvim nuzno, zapisimo punu vremensku ovisnost
broja radioaktivnih jezgara, koja na pravilan nacin odrazava izmjenu akti-
vacijske i relaksacijske faze, tj. nuklearcevo ukljucivanje i isklju¢ivanje ne-
utronskoga snopa. Prisjetimo se: trajanje svake aktivacijske faze iznosi T,
a svake relaksacijske Tg. Definiramo period izmjene faza, koji o¢ito obuhvaca
obje faze te iznosi Tn + Tp. Mjereci vrijeme t od pocetka nuklearceve ekshi-
bicije, vrlo lako odredujemo redni broj k aktivnhog perioda kao:

t
k= {MTJ (11)

uz [x] kao poznatu strop-funkciju koja vra¢a najmanji cijeli broj veéi od ili
jednak x. Za potrebe koristenja rjesenja (B]) i (9) potrebno nam je vrijeme t
proteklo od pocetka danog perioda, koje jednostavno odredujemo kao:

t=t—(k—1)(Tn+ Tp). (12)

= @ 10
raspad T ( )

U kontekstu nuklearéeva problema pocetni broj nng radioaktivnih jezgara iz
i (9) odnosi se pocetak svake pripadne faze. To znaci da vrijeme t koje
stoji u tim dvjema relacijama opcenito nije jednako vremenu od pocetka
nuklearceve ludorije, ve¢ se u sklopu tih relacija redefinira kao t = 0 s pocet-
kom svake nove faze. Da bismo odredili pocetne vrijednosti 19 s pocetka
pojedinih faza, definiramo sljedece dvije klju¢ne veli¢ine:

Nj: broj jezgara po zavrsetku k-te relaksacije,

Nj: broj jezgara po zavretku k-te aktivacije.
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Ocito, zavrsni broj jezgara N na kraju k-te aktivacije sluzi kao pocetni broj
jezgara za sljedecu relaksaciju (unutar istog, k-tog perioda). S duge strane,
zavr$ni broj jezgara Ny nakon k-te relaksacije sluzi kao pocetni broj jezgara
za nadolazec¢u aktivaciju (unutar sljedeceg, (k + 1)-tog perioda). Stoga iz
(B i (9) punu vremensku ovisnost broja jezgara mozemo konstruirati kao:
T(1—e YT+ Ny_1e VT ako t<T,

n(t) :{ 7\/k(e(tTn>/r) ako t> T, (13)

gdje se, ovako zapisana, oba dijela ovisnosti odnose na isti, k-ti period, a
ovisnost o vremenu ¢ mjerenom od pocetka nuklearceva nestasluka skriva
se unutar ¢lanova k i t. Pri tome se za pocetni trenutak dane aktivacije
podrazumijeva t = 0, a za pocetni trenutak dane relaksacije t = Tp,.
Egzaktne izraze za Nj i Ny tek ¢emo odrediti. U meduvremenu, slika []]
prikazuje punu ovisnost iz (13)) za izabrani slu¢aj T, = Ty = /10, kako
bismo s nuklearcem podijelili ideju koja ga opsjeda od samog pocetka.

Xk 3k

Da bismo odredili skup vrijednosti N i N, koristimo ranije prepoz-
natu ¢injenicu da broj jezgara na kraju jedne faze (aktivacije ili relaksacije)
sluzi kao pocetni broj jezgara za drugu fazu, $to spajanjem dijelova rjeSenja
iz na prijelazu faza vodi na sljedeci par vezanih rekurzivnih relacija:

Ni=nt(l—e ™/T) 4 Np_qe /T, (14)
Ni = Nye T8/7, (15)
1.0
o T, =Tz =1/10
2067 Nao/nT
B GO . W, AV AAN N
\504 Noo/nT
0.2
0.0 T T ; .
0 1 2 3 4 5
t/T

Slika 1. Vremenska evolucija broja radioaktivnih jezgara iz (13| za izabran
odnos vremenskih parametara, uz naznacene (kasnije odredene)

asimptotske granice N i Noo iz (20)) i (21)).
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Kako bismo si olak3ali zapis te razotkrili jednostavnost ovih rekurzija, pri-
vremeno uvodimo sljedece pokrate:

a=nt(l—e /T
b= Z—]QD/T ) = { Nk =a-+ ka—l ) (16)
c=e /T Nie = Ny

Pomak indeksa u posljednjem ¢lanu, tako da Ny_1 = cNj_1, omogucava
nam supstituirati Ny _; ¢lan u izrazu za N, ¢éime dobivamo razvezanu re-
kurziju po samo jednome od dvaju ¢lanova (po NV, bez N):

Ny =a+bcNi_1. (17)

Za potrebe rjeSavanja svake rekurzije potrebni su nam pocetni uvjeti. Kako
prema definiciji rednog broja perioda iz prvu fazu nuklearceve nepo-
dopstine brojimo od k = 1, a ona pocinje aktivacijom, tada broj jezgara Ny
na kraju ,prethodne” (fiktivne) relaksacije sluzi kao pocetni broj jezgara
za prvu aktivaciju. A upravo za tu pocetnu vrijednost znamo da odgovara
pocetnom broju B-radioaktivnih jezgara 1n(0) sa samog pocetka nuklear-
Ceva eksperimenta: Ny = 1n(0). Kako nuklearac tek pocinje stvarati te jez-
gre igrajudi se neutronskim snopom, iz njihova pocetnog odsustva n(0) = 0
izravno zaklju¢ujemo: Ny = 0. Iz relacije ([15)), koja vrijedi za svaki k, na-
pokon imamo i Ny = 0, to je pocetna vrijednost potrebna za rjesavanje ra-
zvezane rekurzije ([I7)). Tako postoje razne formalne metode za rjeSavanje
rekurzija ovog tipa [2]], vjerojatno najjednostavnija svodi se na ispis prvih
nekoliko ¢lanova uz pokus$aj uoc¢avanja pravilnosti i induktivnog poopce-
nja rjedenja: Ny =0, N1 =a, Ao = a(1+bc), N3 = a[l + bc + (bc)?], itd.
Sada slutnju rjeSenja lako moZemo formalizirati kao:

k—
Ni=a Zl(bc)i. (18)
i=0

Matematickom indukcijom ovu slutnju i strogo bismo dokazali, $to ostav-
liamo za vjezbu ¢itatelju. U (I8)) prepoznajemo sumu prvih ¢lanova ge-
ometrijskog reda, ¢ije je rjeSenje dobro poznato:

1— (bc)k 1— e_k(Tn+Tﬁ)/T

Ne=a 1—"bc

=11 —e /T (19)

1— e*(Tn+TIS)/T ’

Ovime smo u potpunosti odredili rjeSenje rekurzije ([17]), a posredstvom ([15])
irjeSenje za Ny.
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Sada napokon imamo sve $to nam treba za odgovoriti na pocetno pita-
nje: izmedu kojih vrijednosti oscilira B-aktivnost uzorka nakon dovoljno
dugo vremena? Iz ve¢ znamo da je aktivnost u izravnoj vezi s brojem
radioaktivnih jezgara, stoga samo moramo izrac¢unati limeseﬁ

1 —e-Tn/T sinh(T,/27) Ty /2
= 1 - = ﬁ T
Noo= lim Ne = 1T — 557 = 1" ginb (T + /2" =
| ) inh(Ta/27)
o 1 = T,B/T 0 = sin n Tﬁ/ZT 21

te zakljuciti da nakon dovoljno dugo vremena aktivnost oscilira izmedu

Noo/TiNw/T.

3 Komentar rjeSenja

Sto u kontekstu nuklearéeva problema uopée znaéi ,,dovoljno dugo”? Treba
li doista ¢ekati ,,gotovo beskona¢no dugo”, prema receptu koji smo koris-
tili pri izra¢unu limesa, da bi napokon nastupilo zasic¢enje broja radioaktiv-
nih jezgara? Ovo pitanje ekvivalentno je sljede¢em: nakon kojeg vremena
eksponencijalna ovisnost dovoljno utrne za prakti¢ne potrebe? Ve¢ i puna
vremenska ovisnost n(t) sa slike |1} na kojoj su asimptotske vrijednosti Neo
i No prikazane isprekidanim linijama, jasno pokazuje da se asimptotski
rezim uspostavlja u razumnom vremenu. Od velike je prakti¢ne vaznosti
¢injenica da se eksponencijalna ovisnost e~/ za veéinu prakti¢nih potreba
,ugasi” nakon 57 (opcenitije iskazano, za argument eksponencijale e™*
veciod 5). Iz (I9) vidimo da vremensku evoluciju prema asimptotskoj vri-
jednosti nosi &lan s k: Ny = Nu(1 — e ¥TnT6)/T)  Prema tome, nuklearac
se nada vidjeti ujednacene oscilacije aktivnosti uzorka nakon onog broja
ponavljanja uzastopnih aktivacija i relaksacija — koji ¢emo oznaciti s ks — za
koji vrijedi k5(Tn + Tg) /T = 5. Drugim rije¢ima, aktivnost uzorka ulazi u
asimptotski rezim nakon izmjene ks aktivacijsko-relaksacijskih perioda, do
Cega treba proci svega t = k5(Tn + Tg) = 5T vremena, 3to se takoder lijepo
vidi sa slike[l} Sada vidimo da je nuklearceva vlastita odgovornost izabrati
takav uzorak da je prosjecno vrijeme Zivota T stvorenih radioaktivnih jez-
gara dovoljno kratko da mu igra s neutronskim snopom ne dosadi prije
uspostave Zeljenog asimptotskog ishoda.

4 Asimptotsko rjesenje Ve, uz pretpostavku da doista postoji, takoder se moze odrediti iz-

ravno iz rekurzije:

Neow =a+bcNy = Nw:L/
1—1bc

bez potrebe za nalazenjem eksplicitnog rjesenja za N iz (T9).
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Osvrnimo se jo$ na pretpostavku konstante brzine apsorpcije neutrona
(1), tj. konstantne brzine troSenja pocetnih jezgara uzorka. Da je ovaj mo-
del nacelno aproksimativan jasno je iz ¢injenice da ¢e, izlazemo li uzorak
neutronskome snopu dovoljno dugo, prije ili kasnije sve jezgre uzorka tran-
smutirati. Nakon toga vi$e nece biti jezgara potrebnih za odrzavanje reak-
cije pa stoga njezina brzina ne moZze vje¢no ostati konstantna. Medutim,
koliko je ta aproksimacija opravdana? Je li manje vrijedna samim time $to
nacelno jest aproksimacija? Procijenimo to na realisticnom primjeru jed-
nog od najintenzivnijih izvora neutrona na svijetu: n_TOF (eng. neutron
time of flight) postrojenja u CERN-u [[3]]. Postrojenje ima dvije eksperimen-
talne prostorije, priklju¢ene na isti izvor neutrona. Ove dvije prostorije raz-
likuju se, medu ostalim radnim znacajkama, i prema prosje¢nom intenzi-
tetu neutronskog snopa koji dolazi do njih. Prosjecan tok neutrona u onoj
prostoriji do koje dolazi intenzivniji snop iznosi otprilike 107 neutrona po
sekundi. Pretpostavimo da smo u taj snop postavili makroskopski uzorak
koji se sastoji od Avogadrovog broja (6 x 102®) poéetnih jezgara. Od 107
dolaznih neutrona u sekundi samo se manji dio njih apsorbira u uzorku.
Budimo velikodusni pa pretpostavimo da ih se svake sekunde apsorbira
milijun (10°). Kad bismo godinu dana neprekidno ozracivali uzorak tim
snoporqéj ovolikom brzinom apsorpcije potroili bismo 3 x 10'3 pocetnih
jezgara. Impresivno, zar ne? Medutim, koliki je to udio pocetnog broja
jezgara? Tek 5 x 107111 Drugim rije¢ima, u godinu dana ozracivanja jed-
nim od najintenzivnijih izvora neutrona na svijetu ,naceli” bismo samo
0.000 000 000 05-ti dio uzorka. Sto znaéi da bismo istom brzinom apsorpcije
uzorak morali trositi 20 milijardi godina. Ovo je dulje od starosti svemira,
koji je star tek nekih 13.8 milijardi godina. Ostavljamo citatelju da samos-
talno izvuce zakljucke o valjanosti koristene aproksimacije.

Medutim, kad bismo iz vlastitog zadovoljstva htjeli na nacelno ispra-
van nacin uzeti u obzir i troSenje poc¢etnog uzorka, kako bismo to napra-
vili? U tome nam pomaZe jednostavna ¢injenica da je apsorpcija neutrona
inducirana reakcija te spoznaja da inducirane reakcije prate iste statisticke
zakonitosti kao i spontane reakcije. To znaci da unutar svojih diferencijal-
nih jednadZbi apsorpciju neutrona mozemo tretirati na potpuno isti na¢in
kao i spontani raspad jezgara, uvedemo li prosje¢no vrijeme 1, potrebno
za apsorpciju neutrona na pojedinoj jezgri. Sada osim broja n(t) stvore-
nih jezgara moramo aktivno pratiti i evoluciju broja pocetnih jezgara, koji
¢emo oznaciti s 77(t). Dok je uzorak izlozen neutronskome snopu, tj. tijekom
aktivacije troSenje njegovih jezgara opisujemo diferencijalnom jednadzbom
sinduciranih raspada”: dn/dt = —7/T,, u potpunoj analogiji s tretmanom
spontanih raspada iz (5)). RjeSenje te jednadzbe takoder je potpuno ana-

5Usputna zanimljivost: u godini je priblizno 7 x 107 sekundi.
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logno: 7i(t) = fige~"/™ uz 7ip kao podetni broj jezgara uzorka. Sada u jed-
nadzbi (6]) za evoluciju broja p-radioaktivnih jezgara samo moramo zamije-
niti ranije pretpostavljenu konstantnu brzinu stvaranja nacelno ispravnom
brzinom koja je jednaka brzini troSenja pocetnih jezgara: # — 7/ 1,. Kako
se sad pojavilo dodatno prosjecno vrijeme 1, za apsorpciju neutrona, ra-
nije prosjecno vrijeme za f-raspad nadalje ¢emo oznacavati kao 7. Sada
tijekom aktivacije imamo:

dn n

= (22)
dn n n
a ?n - ?ﬂl (23)

gdje smo naveli diferencijalne jednadzbe za obje vrste jezgara radi pre-
glednosti tijekom nadolazeceg postupka. Uvrstimo li ve¢ poznato rjeSenje
za 11(t) u (23)), ostaje nam diferencijalna jednadzba:

dn _ Mot/ _ 11 (24)
dt Tn T,B

Sada viSe ne moZemo jednostavnim manipulacijama svesti svu ovisnost o
trazenoj funkciji 7(¢) na jednu stanu jednadZzbe, a svu ovisnost o vremenu ¢
na drugu stranu, ¢&ime bismo je pripremili za izravnu integraciju kao u (2)) i
(7). Stoga je moramo rjesavati drugacijim metodama. Najjednostavnija od
njih je pretpostavka oblika rjesenja [&]: n(t) = ae~/™ 4 be ™"/, pri demu
bismo nepoznate konstante a i b u nekoliko jednostavnih koraka odredili
iz pocetnih uvjeta. No ta metoda zahtijeva izrazit intuitivan uvid ili ranije
iskustvo u rjeSavanju diferencijalnih jednadzbi, stoga pocetnicima u ovome
podrudju moze ostaviti dojam neuvijerljivosti. Zato je ne¢emo ovdje koris-
titi. Od ,,8ablonskih” metoda za rjeSavanje tzv. nehomogenih linearnih di-
ferencijalnih jednadzbi poput isti¢e se metoda varijacije parametara [55]].
Medutim, ona zahtijeva ponesto teorijskog uvoda te je pretjerano komplici-
rana za jednostavan problem poput nasega. Stoga ¢emo koristiti jednostav-
niji postupak koji spaja najbolje iz obaju svjetova: konceptualnu jednostav-
nost i primjenjivost bez potrebe za poznavanjem oblika rjeSenja unaprijed.
U tu svrhu pokusavamo konstruirati neku linearnu kombinaciju funkcija
n(t) in(t) za koju bi se diferencijalna jednadzba ([23) ,razvezala” od ([22).
Drugim rije¢ima, trazimo takvu linearnu kombinaciju N:

N = aii + bn (25)

za koju moZemo napisati homogenu diferencijalnu jednadzbu u kojoj se
viSe ne pojavljuje ikakva druga funkcija pored N, $to iskljucuje i bilo kakvu
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eksplicitnu ovisnost o vremenu t. Nepoznate koeficijente a i b odredit ¢emo
iz upravo opisanog zahtjeva. S time na umu prvo deriviramo (25 kako
bismo posredstvom ([22)) i (23]) odredili diferencijalnu jednadzbu za sam N:

dN dn dn b—a_. b
ﬁ—aa‘kba— - n_%n. (26)

Sada bismo Zzeljeli osigurati proporcionalnost dN/dt « N jer jednadzbu
takvog tipa znamo rijesiti. To moZemo postici kad su koeficijenti uz 7 i n
iz ([26]) u istome odnosu kao i pripadni koeficijenti iz (25):

(b;”> a= (-fﬁ) b, (27)

Sto je uvjet kojim ¢emo odrediti a i b. Njegovim sredivanjem nalazimo:

b T

i
Sto znaci da jednozna¢no moZemo naci omjer koeficijenata, dok jedan od
njih moZemo slobodno birati. Sasvim ocekivano, jer je Zeljena ovisnost
dN/dt o< N neosjetljiva na skaliranje trazenog N bilo kojim konstantnim
faktorom. Radi jednostavnosti biramo a = 1, $to jasno definira b, odakle:

N—ﬁ+<1—Tn>n. (29)

i

Ovime smo odredili traZzenu linearnu kombinaciju. Sada ¢lanove ai b samo

treba uvrstiti u (26]) te povezati izraz s (29)):

dt Tn ) \™ T Tp

RjeSenje ovakve jednadZbe — kakvoj smo se upravo nadali — ve¢ nam je
poznato iz , stoga ga odmah moZemo zapisati kao: N(t) = Noe /.
Pocetna vrijednost Ny odredena je pocetnim vrijednostima 7 i ng uvrste-
nima u (29). Uz podsjetnik da 7 i ng iznova definiramo na pocetku svake
aktivacijske faze, napokon moZemo zapisati konac¢no rjesenje:

iy + (1 - T“) nO] e/, (31)
8

N(t) =
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Bududi da sve vrijeme trazimo vremensku ovisnost n(t) p-radioaktivnih
jezgara stvorenih neutronskim snopom, samo moramo invertirati (29)):

__'B =
) = P N ) (32)
Oba potrebna ¢lana su nam poznata: N(t) iz (31]), dok za 7i(t) jo$ otprije
znamo: 7(t) = fige~!/™. Nakon sredivanja imamo:

— noT, -
n(t) = nge ™% 4 L (7% _e~t/m), (33)
Tﬁ — Tn
Sto je konacno rjeSenje za evoluciju broja radioaktivnih jezgara tijekom ak-
tivacijske faze koja krece s pocetnim vrijednostima 71 i 1.

X X 3k

Rjesenje formalno je ispravnija inacica rjeSenja () u koje je usa-
dena pretpostavka da se broj pocetnih jezgara uzorka ne mijenja pa je br-
zina njihova troSenja konstantna (d#/dt = —#). Primjena ove pretpos-
tavke opravdana je sve dok je koli¢ina jezgara transmutiranih neutronskim
snopom zanemariva spram njihova pocetnog broja, $to je okolnost koju
smo ve¢ komentirali na realisti¢cnom primjeru s n_TOF postrojenja.

Kako bismo sa zaludenim nuklearcem jo$ malo dijelili njegovo opsesivno,
ali neupitno zabavno videnje svijeta — jer ludost je lakSa udvoje — pono-
vit éemo postupak rekurzivnog nalaZenja koli¢ine Ny i Ny radioaktivnih
jezgara po zavrSetku k-te aktivacije ili relaksacije. Medutim, za nalaZenje
odgovora od prakti¢ne vaznosti tijekom nuklearceva eksperimenta sada
uopde ne bismo mogli iskoristiti jednostavno promatranje granicne vrijed-
nosti k — oo kao u (20)) i . Zasto? Upravo zato jer tretman iz
i pravilno uzima u obzir troSenje pocetnih jezgara, $to znaci da ¢e
se nakon dovoljno dugog izlaganja neutronskome snopu uzorak u potpu-
nosti potrositi, a sve stvorene B-radioaktivne jezgre raspasti! Stoga unutar
ovakvog modela, ¢ak i bez nalazenja N i Nk, unaprijed znamo da vrijedi:
limy_, o Ny = limy_,o, Ny = 0. Prema tome, sasvim je jasno da su u stvar-
nim eksperimentalnim okolnostima odredene aproksimacije ne samo prak-
ti¢ne ve¢ i nuzne!

U svakome slucaju, pridruzimo se nuklearcu u nastavku njegova otpora
zdravoj pameti. Opsesija ne ¢eka ni na koga! Analogno oznakama N i Ny
za broj B-radioaktivnih jezgara, sada uvodimo i oznake Ny i Ni za broj po-
Cetnih jezgara uzorka po zavrSetku k-te aktivacije ili relaksacije. Prisjetimo
se da rjeSenje opisuje evoluciju broja B-radioaktivnih jezgara tijekom
aktivacije. Tijekom relaksacije samo se raspadaju, tipicnom vremenskom
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evolucijom n(t) = nge ™" .S druge strane, inace stabilne pocetne jezgre
uzorka induciranim raspadima troge se tijekom aktivacije: 71(t) = rige /™,
dok u vrijeme ugasenog neutronskog snopa — tj. tijekom relaksacije stvo-
renih nestabilnih jezgara — samo stagniraju: 7(t) = const. Spajanjem ovih
rjeSenja na prijelazima aktivacijskih i relaksacijskih faza, ba3 kao u (14)) i
(15)), dolazimo do sljedeéih rekurzivnih relacija:

f\v]k,lTﬁ

Ni = Ni_qe” /% + %~ (e T/ — e~ Tn/m), (34)
Ni = Ne_ge ™/, (35)
Ni = Nye T8/, (36)
Ne = N, (37)

koje ponovno moramo razvezati. UvrStavanjem u odmah na-
lazimo prvu razvezanu relaciju Ny = Ni_je~ /™, ¢ija je rjeSenja jednos-
tavno prepoznati kao ¢lanove geometrijskog niza. Pri tome za pocetni ¢lan
tog niza uvodimo posebnu oznaku Ny koja predstavlja ukupan broj jezgara
uzorka na samome pocetku nuklearéeva podviga: Ny = Ng. Posredstvom
takoder smo odredili i rjeSenje za Ne:

Ni = Ni = Noe ¥Tn/™, (38)
Sto je po potrebi jednostavno dokazati matemati¢ckom indukcijom. Uvr-
Stavanjem relacije (36]) — indeksa pomaknutog za jedno mjesto unatrag — i
eksplicitnog rjeéen u (34), dolazimo do sredidnje razvezane relacije:

N = Nkilef(rnﬁﬁ)/rﬁ n No7p (ean/rﬁ _ ean/Tn)ef(kfl)Tn/Tn_ (39)
T/g — Tn
U svrhu olaksanog uvida u jednostavnost relacije uvodimo pokrate:

a=e¢ (TntTp)/Tp
NoT)
b= &(E*Tn/’fﬁ _ e*Tn/Tn) = Nk = aNk—l + bCk_l. (40)
T/g — Tn
c= e—Tr\/Tn

Ponovno ¢emo pokusati naslutiti oblik opceg rjeSenja promatranjem prvih
¢lanova. Pocetnim ozrac¢ivanjem nuklearac je tek poceo stvarati nestabilne
jezgre, kojih u pocetnome trenutku ¢itavog nuklearcevog pothvata nije bilo
u uzorku: Ny = 0. Odavde, u kombinaciji s (36]), za potrebnu pocetnu vri-
jednost izravno imamo: Ny = 0. Uzastopnom primjenom kompaktnog iz-
raza lako izgradujemo prvih nekoliko ¢lanova: N7 = b, N, = b(a +¢),
N3 = b(a? + ac + c?), Ny = b(a® + a’c + ac® + ).
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Nije teSko uociti pravilnost koja se pojavljuje. Sumacijskom oznakom zapi-
sujemo nasluceni oblik te postavljenu sumu odmah rjeSavamo prepozna-
judi u njoj ¢lanove geometrijskog niza:

k—1 k—1 k k k
)i _ ; 11— (c/a) at—¢
— (k=1)—i i _ 3,.k—1 i k-1 _
Ny bizioa ¢ =ba i:EO(c/a) ba T—c/a b pa—
(41)

Sasvim pitomo rje3enje ispocetka zastradujuceg niza relacija (34)-(B7). Kao
$to smo i ocekivali, u limesu k — oo broja aktivacijsko-relaksacijskih peri-
oda vrijedi limy_,, Ny = 0 jer su relevantni ¢lanovi 4 i ¢ prema definiciji
iz manji od jedinice. Preko (36) isti rezultat slijedi i za Ny. Bududi da
smo unaprijed znali za ovaj rezultat, ¢itav postupak moZzda i jest ispao po-
malo uzaludan. No barem smo udovoljili svojoj i nuklearcevoj potrebi za
rjeSavanjem rekurzija. Malo zadovoljstvo za kojim nam se ne pruza Cesto
prilika.
* %k %k
Konacno, kako uspostaviti vezu izmedu aproksimativnog tretmana —
gdje se u limesu uspostavi netrivijalna vrijednost B-aktivnosti — i nac¢elno
egzaktnog tretmana u kojem je asimptotska aktivnost 0, no daleko od tog
»pravog” asimptotskog reZima postoje dugotrajni vremenski intervali unu-
tar kojih se ona mijenja sasvim zanemarivo za prakti¢ne potrebe? Uspored-
bom diferencijalnih jednadzbi! Aproksimacija ,netaknutog” uzorka vrijedi
sve dok je promjena broja pocetnih jezgara zanemariva s obzirom na po-
&etnu vrijednost Ny iz (B8)), koja i kasnije tijekom eksperimenta odgovara
ukupnom broju svih jezgara u uzorku, ako neutronskim reakcijama samo
transmutiramo postojece, bez proizvodnje dodatnih jezgara (npr. fisijom ili
emisijom lakih jezgara poput a-Cestica). Uvrstavanjem 7(t) ~ No u i
usporedbom sa ([f)) imamo korespondenciju parametara iz dvaju tretmana:
No
=z (42)
koja, naravno, vrijedi sve dok su uvjeti aproksimacije opravdani. Ova rela-
cija nije samo od marginalnog znacaja, vec je od velike prakti¢ne vaznosti
jer omogucava mjerenje prosjecnog vremena T, za uhvat neutrona, a time
i vjerojatnost te reakcije (koja je u fizici u izravnoj vezi s tzv. udarnim pre-
sjekom reakcije). Naime, izlozimo li kontinuirano uzorak neutronskome
snopu, definicija aktivacije iz (I0)) preko (9)) nam daje asimptotsku vrijed-
nost Aew = 7 jer, sjetimo se, aktivnost se ujednaci kad se u jedinici vremena
toliko radioaktivnih jezgara raspada koliko ih se i stvori. A kako se aktiv-
nost razmjerno lako mjeri, prosje¢no vrijeme za neutronsku reakciju na po-
jedinoj jezgri posredstvom lako moZzemo izracunati kao 7, = No/ Aw
jer se i pocetni broj Ny jezgara u uzorku lako odreduje iz njegove mase.
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4 Za samostalnu vjezbu

Do sada smo pretpostavljali niz reakcija A — B — C u kojem se B-radio-
aktivne jezgre B raspadaju ujezgre C razli¢ite od pocetnih jezgara A. Upravo
zbog toga pocetne jezgre uzorka nepovratno su se trosile. Medutim, mo-
guce su i reakcije tipa A = B u kojima se novonastale jezgre B raspadaju
u pocetne jezgre A, ¢ime se pocetni uzorak ,reciklira”. Na primjer, jedna
od takvih neutronski induciranih reakcija na jezgrama ugljika-12 jest ne-
elasti¢ni izboj protona: n + 12C — 12B + p, za kojim ostaju B-radioaktivne
jezgre bora-12 koje se raspadaju natrag u pocetne jezgre ugljika: 12B — 12C.
U stvarnosti, naravno, na danoj vrsti jezgara redovito se pokre¢u i druge re-
akcije kojima pocetne jezgre (ovdje '2C) prelaze u neke druge jezgre koje
se viSe ne vracaju u pocetne. Neutronski snop takoder utjece i na same no-
vonastale jezgre (ovdje 1?B), ¢ime se i one tro$e dodatnim reakcijama za
kojima tipi¢no ne ostaju pocetne jezgre. Stoga se u stvarnom eksperimentu
uvijek moZe ocekivati nepovratno troSenje pocetnog uzorka, koje tek moze
biti vie ili manje usporeno djelomi¢nim recikliranjem. Medutim, nukle-
ar¢eve ambicije ne poznaju granice! Cim je naslutio da postoji moguénost
kvalitativno novog toka reakcija A == B, njegova opsesija viSe se ne moze
oduprijeti iskuSenju za ponavljanjem ra¢una u sklopu tog svjeZeg scenarija.
Prilika je jednostavno predobra da je se propusti!

Otkrij Sto te usrecuje i pusti da te to ubije.
(Nuklear¢eva mudrost.)

Citatelju koji takoder ne moZe odoljeti nuklearéevim porivima ovaj pro-
blem ostavljamo za samostalnu vjezbu, uz nekoliko uputa za rjeSavanje i
par kontrolnih to¢aka u ra¢unu. Pretpostavit éemo da imamo slucaj potpu-
nog recikliranja uzorka, tj. samo dvije reakcije kojima se izmjenjuju dvije
vrste jezgara: A = B. Kao i ranije, neutronski induciranom reakcijom pro-
sje¢nog vremena T, jezgre A prelaze u B, a B-raspadom prosje¢nog vre-
mena Tg jezgre B vracaju se u A. Ponovno nas zanima izmedu kojih vri-
jednosti oscilira B-aktivnost uzorka nakon dovoljno dugog vremena. Pri-
mijetimo da nam u ovom slucaju nisu potrebne aproksimacije. U limesu
t — oo egzaktnog rjeSenja ocekujemo netrivijalnu aktivnost, s obzirom da
se pocetni uzorak sve vrijeme ucinkovito obnavlja, tj. njegove jezgre se ne
troSe nepovratnim ,bijegom” u druge vrste jezgara. Upravo u ovome lezi
matematicka zanimljivost problema koja svojom primamljivos¢u izluduje
nuklearca. U nastavku navodimo nekoliko kontrolnih tocaka u ra¢unu, za
slu¢aj da postupak ,,zapne” u kojem klju¢nom koraku.

k k& ok
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Aktivno moramo pratiti vremensku evoluciju broja obiju vrsta jezgara,
stoga trebamo pazljivo postaviti diferencijalne jednadZzbe i za A i za B:

dn non
E__?n+?ﬁ’ (43)
dn:_£+£’ (44)

a Tﬁ Th

koje vrijede samo tijekom aktivacijske faze (relaksacijska faza jednostavna
je kao i ranije). Mozemo detaljnim postupkom traziti zamjenske veli¢ine u
kojima se one razvezuju. No moZemo i odmah primijetiti da bi supstitucije
Y =n+niA =1 —n mogle biti od koristi (pokusajte zbrojiti ili oduzeti
diferencijalne jednadzbe). Clanovi £ i A sada se odreduju ,izravnim na-
padom”, uz Ny kao ukupan broj jezgara u uzorku te 1y i 19 kao pocetne
brojeve danih jezgara na pocetku dane aktivacijske faze. Pri rjeSavanju se
pojavljuje novo relevantno prosje¢no vrijeme 7,5, definirano kao:

111 )
TnlB Th Tﬁ

Konacna su aktivacijska rjeSenja za #(t) i n(t), dobivena inverzijom ¢lanova
YiA:
) NoTn + (70T — no*fn)e_t/T“%3
n =
Tn + T‘B
Notg — (7igTs — 1o Tn)e
n(t) = 0% (floTg — 10 Tn)
Tn + T8

, (46)

7t/Tnﬁ

(47)

Sada paZljivo postavljamo rekurzivne relacije koje veZu brojeve jezgara Ne
i Ny na kraju aktivacijske faze s brojevima jezgara Nj i Nj na kraju relaksa-
cijske faze:

_ NOTﬂ — (Nkflrﬁ — Nk,lTn)eiT“/Tnﬁ

N, , 48
k Th + T8 ( )
—  NoTn + (Ne_175 — Ni—1Tn)e /%8
Ny = , (49)
Tn + T3
Ni = Nye T8/, (50)
Ni = Nic+ (M — No)- (51)

159




PETAR ZUGEC

Relevantni podetni uvjeti su Ny = Ng i Ny = 0. Strpljivom manipulacijom
gornjih izraza (uz uvijek uputno uvodenje pomoénih pokrata za sloZene
¢lanove kako bi ra¢un bio jednostavniji), trazimo razvezanu rekurziju za N
jer je aktivnost uzorka uzrokovana samo B-radioaktivnim jezgrama. Uvo-
denjem sljede¢ih pokrata traZena rekurzija poprima oblik:

— TABNO (1 _ e_Tn/Tnﬁ)
T+ T = Ny=a+bN_q, (52)
b= (In/TptTp/7)

s kakvim smo se ve¢ susreli. Ponovnim nasluéivanjem rjeSenja iz prvih
nekoliko ¢lanova ili izravnim koristenjem ranijeg rezultata nalazimo:

kfli 1—bk
Nk:ai;ob:al—b (53)

Kona¢no, ulimesu k — coimamo No = a/(1 —b) te Noo = Nooe T8/ to
se nakon raspisa svodi na:

= N Sn(Tn/26s) gy 2n, (54)
Tn + Tg sinh[(Tn/Tnp + Tp/15) /2]
Ny = B0 Sh(Tn/2Top) -1y, (55)

o Ty + T3 Sinh[(Tn/Tn/g + Tﬁ/Tﬁ)/Z]

Zaklju¢ujemo da aktivnost uzorka nakon dovoljno dugo vremena oscilira
izmedu Neo/ 751 N / . Iz analize ¢lana b* vidimo da se ovaj put asimptot-
ski rezim uspostavlja nakon ks =5/(Tn/Tng+ Tp/1p) aktivacijsko-
relaksacijskih perioda, odnosno nakon proteklog vremena t = ks(Tn + Tp).

Ludi nuklearac emocionalno je ispraznjen. No dokle ¢e to potrajati?
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