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Sazetak

U ovom ¢lanku nakon kratkog pregleda prvih pojava Pitagorinog
poucka u starim civilizacijama dajemo detaljan opis osam povijesnih
dokaza Pitagorinog poucka: Euklidov i Ptolemejev dokaz, tri dokaza
Tabita ibn Kure, navodni dokaz Leonarda da Vincija, dokaz americkog
predsjednika James A. Garfielda te dokaza kojeg je kao djecak otkrio
Albert Einstein.
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1 Uvod

Pitagorin poucak je vjerojatno Sirem pucanstvu najpoznatiji matematicki
teorem, bar po nazivu. Dok sam naziv sugerira da ga je otkrio i dokazao
znameniti Pitagora iz Samosa (6. st. pr. Kr.), istina je donekle drugacija,
a svakako kompliciranija. Pitagora zasigurno nije bio prvi koji je pozna-
vao sadrzaj tog poucka. Dok su stari Egip¢ani u doba tzv. srednjeg carstva,
pocetkom drugog tisucljeca pr. Kr., poznavali samo specijalni sluc¢aj Pita-
gorinog poucka, za trokute ¢ije su stranice u omjeru 3 : 4 : 5, Babilonci su
u otprilike isto doba poznavali i op¢i slucaj te se ¢ini da je starobabilonsko
carstvo iz doba otprilike 1900.-1600. pr. Kr. najstarija civilizacija koja je poz-
navala iskaz Pitagorinog poucka, tj. da za pravokutne trokute vrijedi da je
zbroj kvadrata kracih stranica (kateta) jednak kvadratu najdulje stranice
(hipotenuze) [22,/8]. Neovisno o ,,zapadnim” znanjima, u tzv. doba sulva-
sutri (otprilike 8.-5. st. pr. Kr.) iskaz Pitagorinog poucka bio je poznat i u
Indiji, a oko prijelaza era iskaz je bio poznat i u Kini, kako smo opisali u
prethodnom broju [H4]].

Sdruge strane, prili¢no je pouzdano da prvi dokaz ovog poucka moZemo
povezati s Pitagorom. Doduse, ne mozemo sa sigurnoséu reéi da ga je bas
on dokazao. Pitagora je naime osnovao zajednicu, $kolu, pitagorejaca koja
je unjegovo doba svoje rezultate ¢uvala tajnim, a pripisivala ih njemu. No,
sigurno je da je od nekog pitagorejca, bio to Pitagora osobno ili ne, potekao
prvi od danas viSe stotina poznatih dokaza ovog teorema. Izvorni dokaz
nije sa¢uvan, no nagada se da je koristio sli¢nost trokuta. S druge strane,
bududi da se sadrzaj prve knjige Euklidovih Elemenata uglavnom pripisuje
pitagorejcima, moguce je i da je Euklidov dokaz 47. propozicije u I. knjizi
Elemenata zapravo izvorni pitagorejski [[1,2]]. U ovom ¢lanku ¢emo uz taj
najstariji poznati dokaz Pitagorinog poucka predstaviti i jo$ sedam drugih
povijesnih dokaza istog poucka.

2 Euklid i Ptolemej

Krenimo od najstarijeg sacuvanog dokaza Pitagorinog poucka, kojeg je oko
300. pr. Kr. zapisao Euklid Aleksandrijski. Dokaz je dan u stilu starogrcke
geometrijske algebre: identitete koje danas interpretiramo (i dokazujemo)
algebarski, anti¢ki Grci gledali su i dokazivali ¢isto geometrijski, kao jedna-
kosti duljina, povrsina ili volumena. Kad se u geometrijskoj algebri govori
o jednakosti, kao npr. ovdje o jednakosti jednog kvadrata sa zbrojem druga
dva, misli se na jednakost mjere (ovdje povrsine), a ne na sukladnost. Tako
Euklid u 47. propoziciji I. knjige Elemenata Pitagorin poucak iskazuje i do-
kazuje na sljedeéi nacin [5]]:
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U pravokutnim trokutima kvadrat nad stranicom nasuprot pravog kuta
jednak je zbroju kvadrata nad stranicama koje zatvaraju pravi kut.

Euklidov dokaz, minimalno moderniziran, je sljede¢i. Neka je dan pravo-
kutni trokut ABC s pravim kutom pri vrhu C (slika[T]). Nad sve tri stranice
konstruirani su i kvadrati ACFG, BCHI i ABDE.

J

H

Slika 1. Euklidov dokaz Pitagorinog poucka.

Nadalje, ucrtana je i okomica CJ na hipotenuzu, od vrha C do nasuprotne
stranice kvadrata nad hipotenuzom. Ta visina dijeli kvadrat nad hipote-
nuzom na dva pravokutnika AKJE i BKJD. Dokazujemo da je jedan od
njih, recimo AK]JE, jednak (po povrsini) kvadratu nad jednom katetom (u
odabranom slucaju to je ACFG). Zatim se analogno dokaze da je drugi
jednak kvadratu nad drugom katetom, iz ¢ega slijedi tvrdnja. Ucrtajmo
trokute ACE i ABG. Ta dva trokuta imaju dvije stranice jednakih duljina
(|JAB| = |AE| i |AC| = |AG]), a i kutovi medu tim dvjema stranicama
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su jednaki (ZEAC je pravi kut uveéan za kut ZBAC, a takav je i ZGAB).
Po SKS-teoremLEI ta dva trokuta su ne samo u smislu geometrijske algebre
jednaka, nego i sukladna. Budué¢i da AACE ima jednaku jednu stranicu i
visinu na nju kao pravokutnik AKJE (stranica AE je zajednicka, a visina je
KA), slijedi da je taj trokut (po povrsini) jednak pola pravokutnika AKJE
S druge strane A AGB ima s kvadratom ACFG zajednicku stranicu AG i vi-
sinu AC, dakle je taj trokut (po povrsini) jednak pola tog kvadrata. Buduéi
da su trokuti jednaki (sukladni), slijedi da je kvadrat ACFG (po povrsini)
jednak pravokutniku AKJE, $to je i trebalo dokazati.

Jedan od prvih novih dokaza Pitagorinog poucka nakon Euklida pripi-
suje se znamenitom postklasi¢nom helenisti¢kom astronomu i matemati-
¢aru Kladiju Ptolemeju (2. st. n. e.). Ptolemej je poznat po svom teoremu
o tetivnim cetverokutima, kojeg je dokazao u svom najznamenitijem djelu
Muabnpatixy’ To'vtagil (,Matematike sintaksis”), poznatijem pod arap-

skim nazivom <> latiniziranim kao Almagest, jer je to djelo u srednjem
vijeku Europljanima ponovno postalo poznato preko arapskog prijevoda.
Svoj teorem Ptolemej je naveo u stilu starogrcke geometrijske algebre, in-
terpretiraju¢i umnoske duljina kao povrsine odgovarajucih pravokutnika,
a mi ga danas iskazujemo ovako: U tetivnom Cetverokutu je umnoZzak du-
ljina dijagonala jednak zbroju umnoZzaka dvaju parova nasuprotnih stra-
nica [[3]. S obzirom na to da ako je tetivni ¢etverokut pravokutnik sa stra-
nicama duljina a i b te dijagonalom duljine ¢, Ptolemejev teorem poprima
oblik ¢ = a-a +b - b, tj. Pitagorin poudak je specijalni slucaj Ptolemejevog
teorema [TI].

3 Tabit ibn Kura

gore, naravno) vezan za nasu temu je jedan od najve¢ih matematicara i
opcenito znanstvenika tzv. zlatnog doba arapske matematike: Tabit ibn
Kura (826./836.-901.). Tabit je najpoznatiji po svojim doprinosima teoriji
prijateljskih brojeva (o kojima viSe u sljede¢em broju). Roden je u mezo-
potamskom gradu Harranu (slike[2)) u danasnjoj Turskoj (blizu granice sa
Sirjjom), gradu u kojem je postojalo prvo sveudiliste (osnovano 717., ak-
tivno do 12. stoljeca) i koji je u Tabitovo doba uz Bagdad bio najznacajniji
znanstveni centar ne samo arapskog kalifata. Tabit je dao ¢ak tri nova do-
kaza Pitagorinog poucka [[10, [11]].

1 Ako je Euklidov dokaz pitagorejski, to znaéi da su pitagorejci znali i SKS-teorem. Buduéi
da se i on moZe naci u I. knjizi Elemenata (kao 4. propozicija), to je lako moguce.
2To je Euklid dokazao u 41. propoziciji I. knjige Elemenata.
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Slika 2. Tabitov rodni Harran danas (slike ©FMB2022)

Prvi od Tabitovih dokaza Pitagorinog poucka spada u grupu tzv. disek-
cijskih dokaza u kojima se geometrijski likovi razrezuju i preslaguju. Ovaj
dokaz naden je u jednom rukopisu koji se ¢uva u knjiznici Aje Sofije u Is-
tanbulu i koji sadrzi vise Tabitovih tekstova, a nalazi se i pripisan Tabitu
u komentarima Euklidovih Elemenata koje je napisao Tabitov suvremenik
Al-Nairizi, te se moZe s visokom pouzdanosc¢u reéi da je sigurno Tabitov

(0],

Slika 3. Tabitov ,,disekcijski” dokaz Pitagorinog poucka

Za dani pravokutni trokut ABC prvo se konstruira kvadrat ACGF (slika
. Na pravcu BC odredi se tocka H takva da je [GH| = |BC|. Nad GH se
takoder konstruira kvadrat GHDE. Duzina FI se produlji do tocke E takve
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daje |GI| = |FE|. Sad se jos E spojis Ai D te D s B, ¢ime je dijagram sa
slike [3| gotov. Na njemu uocavamo Cetiri trokuta: AABC, ABDH, ADEI
i AAEF. Za njih po konstrukciji vrijedi |AC| = |BH| = |EI| = |AF|i
|BC| = |DH| = |ID| = |EF|. Takoder, po konstrukciji su sva ¢etiri kuta
ZLACB, ZBHD, ZEID i ZAFE prava. Po SKS-teoremu o sukladnosti tro-
kuta slijedi da su trokuti AABC, ABDH, ADEI i AAEF sukladni pravo-
kutni trokuti, iz ¢ega slijedi da je ABDE kvadrat. Ako na dijagramu [3]iz-
rezemo trokute AABC i ABDH, mozZemo ih poklopiti s trokutima ADEI
i AAEF, dakle je povrsina oba kvadrata nad katetama (crtani punom lini-
jom) jednaka povrsini kvadrata nad hipotenuzom (nacrtan crtkano), od-
nosno vrijedi Pitagorin poucak.

Drugi Tabitu pripisani dokaz Pitagorinog poucka temelji se na dijagramu
sa sliked

A

J

Slika 4. Drugi Tabitov dokaz Pitagorinog poucka

Nad stranicama pravokutnog trokuta ABC nacrtani su kvadrati ACFG,
BCHIi ABDE. Pravci FG i HI sijeku se u to¢ki J. Pravokutni trokuti ACJF
i AJCH su o¢ito sukladni. No, njihove katete su o¢igledno jednako duge
kao i kod polaznog trokuta AABC kao i AED], pa su i oni njima suk-
ladni. Naposljetku uo¢imo da su iz istog razloga tim Cetirima trokutima
sukladni i ADBI te AAEG. Pogledajmo sad cjelokupni peterokut ABI]G.
Njegova povrsina je s jedne strane jednaka zbroju povrsina kvadrata nad
katetama trokuta ABC te povrsina triju sukladnih trokuta (AABC, ACJF
i AJCH), a s druge strane povrsini kvadrata nad hipotenuzom trokuta
ABC te zbroju povrsina drugih triju (prethodnim trima) sukladnih tro-
kuta (ADBI, AED] i AAEG). Stoga je zbroj povrsina kvadrata nad kate-
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tama jednak povrsini kvadrata nad hipotenuzom, tj. vrijedi Pitagorin po-
ucak [[10].

Treéi Tabitov dokaz vezan je za njegov rad na generalizaciji Pitagorinog
poucka na opée trokute koju opisuje u jednom pismu prijatelju [[I1}, [10]].
Tabit tu daje dijagram kao na slici 5} Neka je dan proizvoljni AABC. Na
stranici (pravcu) AB odrede se toc¢ke D i E takve da je ZACB = ZCDE =
ZCED.

A

Slika 5. Tabitova generalizacija Pitagorinog poucka

Zatim Tabit bez dokaza kaZe: Zbroj kvadrata nad stranicama AC i BC
jednak je pravokutniku sa stranicama AB i AE + DB. Tu naravno, u staro-
grckoj tradiciji, Tabit poistovjecuje stranice s njihovim duljinama, a likove
s njihovim povrsinama. Iako nije naveo dokaz svoje tvrdnje, Tabit kaze da
se dokaz moZze lako dobiti iz Euklidovih Elemenata te analizira razne spe-
cijalne slucajeve, ukljucivo slucaj kad je ZACB pravi kut pa ovaj teorem
poprima oblik Pitagorinog poucka. S obzirom na referencu na Elemente
i ¢injenicu da je ondje Euklid kao propozicije 12 i 13 u IL. knjizi dao re-
zultate koje danas interpretiramo kao kosinusov poucak za tupokutne i
Siljastokutne trokute i iz kojih se moze izvesti Tabitova generalizacija, vje-
rojatno je da je Tabit mislio upravo na koriStenje tih propozicija. Moderni
autori [9] 10} 11]] rekonstruirali su takav dokaz kako slijedi (pri tom ko-
ristimo modernu notaciju). Ozna¢imo: a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB],
v = /ACB = /CDE = /DEC. Neka je CE visina nadeg trokuta. Zelimo
dokazati da vrijedi

a*> +b* = c- (JAE| + |DB|).

Euklidove spomenute propozicije u modernoj notaciji imaju oblik ¢? =
a? +b* +2a |AE| (+ ako je 7y tup, a — ako je 7 iljast). Pritom je |AE| =
Fb cos 7y, ako koristimo modernu trigonometriju, pa Euklidove propozicije
danas imaju oblik ¢? = a? + b? — 2ab cos 7. Stoga je

a* +b* = 2 4 2abcosy = ¢ + ab(cos ZCDE + cos Z/CED) =
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|DF| \EF| |DF|
= b 2ab—— 1
=+ (cm e ) =€ e M

gdje posljednja jednakost vrijedijerje ADEC jednakokracan. Po KK-poucku,
AABC i AACE su sli¢ni pa je

|CE|:a=0b:c,
$to mozemo uvrstiti u formulu i tako dobijemo

c|DF| _

a? 4+ b? = c? 4 2ap———! o2

c(c+2|DF|) =

= c((|AF| +[FB) + (IDF| + |FE[)) = c(|AE| + [DB]),

Stojeitrebalo dokazati. Naravno, ako je 7y pravi kut, ondaje |AE| + |DB| =
¢, pa imamo Pitagorin poucak.

4 Leonardo, Garfield i Einstein

Jedan poznati dokaz Pitagorinog poucka koristi dijagram na slici[6} Nad
stranicama pravokutnog trokuta A BC konstruirani su kvadrati ACFG, BCHI
i ABDE. Dodatno, nad duzinom ED konstruiran je pravokutni trokut ED]
sukladan trokutu ABC, ali njemu centralno simetri¢an s obzirom na sredi-
Ste O kvadrata ABDE. Bududéi da je AABC pravokutan, O leZi na njemu
opisanoj kruznici (isprekidano oznacena na slicife]). Njeno srediste S je po-
loviste hipotenuze AB pa je ZACO obodni kut kojem odgovara sredisnji
pravi kut ZASQO, iz ¢ega slijedi da je ZACO = 45°. Zbog centralne sime-
trije je i ZDJO = 45° pa slijedi da su cetverokuti ACJE i DJCB sukladni.
Ocito su i ¢etverokuti AGIB i FGIH medusobno sukladni, no oni su suk-
ladni i ¢etverokutima ACJE i DJCB jer s njima imaju jednako duge stranice,
dijagonalu i kut 45° dijagonale prema stranicama. Posljedi¢no je zbroj po-
vrsina ¢etverokuta ACJE i DJCB jednak zbroju povrsina ¢etverokuta AGIB
i FGIH. Svaki od tih dvaju zbrojeva sadrzi po dvije povrSine pravokutnog
trokuta ABC te ako njih oduzmemo iz zbrojeva, od prvog zbroja preos-
taje povrsina kvadrata ABDE, a od druge zbroj povrsina kvadrata ACFG i
BCHI, dakle je dokazan Pitagorin poucak.
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NG --------3

Slika 6. ,,Leonardov” dokaz Pitagorinog poucka

Ovaj dokaz mnogi izvori pripisuju znamenitom renesansnom umjetniku,
znanstveniku i inZenjeru Leonardu da Vinciju (1452.-1519.). Ipak, to ni-
posto nije sigurno. Stovige, ¢ini se da je tradicija navodenja Leonarda kao
autora ovog dokaza pocela tek 1906. godine, kad je dokaz kao Leonardov
spomenuo njemacki ucitelj i povjesni¢ar matematike Maximilian Simon
(1844.-1918.). Prema [7], ¢ini se da je prvi put ovaj dokaz 1772. zapisao
njemacki fizi¢ar Johann Tobias Mayer (1752.-1830.), poznat kao sin zna-
menitog astronoma Tobiasa Mayera (posebno poznat po proucavanju Mje-
seca) te po svojim udZbenicima matematike i prirodnih znanosti.
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Iako od politi¢ara uglavnom ne o¢ekujemo znatnije ,umne”, ponajma-
nje matematicke, doprinose, povijest nam nudi i nekoliko iznimki. Medu
njima je za nasu temu bitan dvadeseti predsjednik SAD-a, James Abram
Garfield (1831.-1881.). On je 1876., kad je bio ¢lan Kongresa SAD, ot-
krio vlastiti, novi dokaz Pitagorinog poucka i objavio ga u ¢asopisu New-
England Journal of Education [l6]]. Njegov dokaz je posebno jednostavan i
elegantan: Nad hipotenuzom pravokutnog trokuta ABC nacrta de pola
kvadrata, tj. jednakokraéni pravokutni trokut ABC (slika[7)). Dodatno se
ucrta visina DE na stranicu (pravac) BC. Trokuti AABC i ABED su sad
sukladni. Uoc¢imo trapez CEDA. Njegova povrsina je s jedne strane jed-
naka
|AC| + |DE| 1

2 2
uza = |BC| = |DE|ib = |AC| = |DE|. S druge strane, ista ta povrsina
jednaka je zbroju povrsina tri trokuta, koja je jednaka

|CE| - (a—i—b)z:%az—i-ab—i-%bz,

ab  c? 1,
27+E—ﬂb+ic,

uzc = |AB|. Stogajeab + 1c* = 1a®> + ab+ 1b?, odnosno ? = a% + b2

D

C

Slika 7. Garfieldov dokaz Pitagorinog poucka

Za kraj ovog malog pregleda povijesnih dokaza Pitagorinog poucka oda-
brali smo dokaz Alberta Einsteina (1879.-1955.). On je 1949. objavio esej
u kojem je opisao da je kao djecak ,,uz puno truda” dokazao Pitagorin po-
ucak , koristeci slicnost trokuta”. Nazalost, nije ostavio zapis svog dokaza,
no biografi se ve¢inom slazu da je mali Einstein samostalno otkrio jedan od

180



NEKOLIKO POVIJESNIH DOKAZA PITAGORINOG POUCKA

standardnijih dokaza Pitagorinog poucka (kako smo rekli ranije, moguce
je da je sadrzajno isti bio ¢ak i izvorni pitagorejski dokaz): U pravokutnom
trokutu ABC povuce se visina CD na hipotenuzu (slika [8)). Ogito je sad
povrsina AABC jednaka zbroju povrsina AACD i ABCD:

P(AACD) + P(ABCD) = P(AABC). (2)

Takoder, zbog jednakosti kutova, ta tri (pravokutna) trokuta su medusobno
sli¢cna. Zbog toga je omjer povrsine svakog od tra tri trokuta prema povr-
$ini kvadrata nad njegovom hipotenuzom: isti:

P(AACD) : |AC|?> = P(ABCD) : |BC|> = P(AABC) : |AB]2.  (3)

Kombinacija formula, tj. ¢injenica, [2)i | rezultira Pitagorinim pou¢kom.

A D

C

Slika 8. , Einsteinov” dokaz Pitagorinog poucka

5 Zakljucak

Kao $to dobro znamo, ne samo da je Pitagorin poucak jedan od temelj-
nih teorema euklidske geometrije, nego vrijedi i njegov obrat: Ako je zbroj
kvadrata kra¢ih stranica jednak kvadratu najdulje stranice, trokut je pravo-
kutan. Da obrat vrijedi, znao je najkasnije Euklid.

U Elementima se kao 48. propozicija I. knjige nalazi sljedec¢i dokaz obrata
[5]]: Neka je u trokutu ABC kvadrat nad stranicom AB jednak zbroju kva-
drata nad stranicama AC i W Tvrdimo da je kut ZACB pravi. Neka je
CD okomica na AC, pri demu je |[CD| = |CB|, vidi sliku[9] Spojimo D i
A. Buduéi da je |CD| = |CB|, kvadrat nad CD jednak je kvadratu nad BC.
Dodamo li tim kvadratima, svakom zasebno, kvadrat nad AC, dobit éemo
jednake zbrojeve kvadrata. Budud¢i da je AADC pravokutan, kvadrat nad
AD jednak je tim zbrojevima, a takav je po pretpostavci i kvadrat nad AB.

3Podsjecamo da se kao i ranije, odnosno opéenito u starogrékoj geometrijskoj algebri, ovdje
kvadrati poistovjecuju s njihovim povr$inama.
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Dakle, kvadrati nad AD i AB su jednaki, pa su i te stranice jednake (jed-
nako duge). S druge strane, u trokutima AABC i AADC stranica AC je
zajednicka, a stranice BC i CD su iste duljine. Po SSS-pouék slijedi da su
AABC i AADC sukladni pa je ZACB = ZACD, $to je pravi kut, dakle je

AABC pravokutan.

D

A B

Slika 9. Euklidov dokaz obrata Pitagorinog poucka

Stigosmo tako do kraja ovog izleta u bogatu povijest Pitagorinog poucka.
Naravno, izostavili smo veéinu od danas poznatih navodno 371 dokaza [|§]],
ali 118 od njih moZete lako naéi na stranici [[1]]. Moglo bi se tu jo$ pri¢atiio
mnogo toga drugoga, primjerice o povijesti pitagorejskih trojki koja seZze u
doba Egipta i Babilona, a koje su sustavni prou¢ili i opisali pitagorejci i Euk-
lid. Pitagorejske trojke su pak tipi¢na tema teorije brojeva, s kojom ¢emo
se susresti u sljede¢em broju, kad ¢emo viSe reci o prijateljskim brojevima,
¢ijoj ranoj povijesti su najvise doprinijeli glavni protagonisti ovog ¢lanka,
pitagorejci i Tabit ibn Kura.
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