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OSVRT NA AFINU TRANSFORMACIJU

Miljenko LAPAINE i Nedjeljko FRANCULA — Zagreb*

SAZETAK. U novije vrijeme raste zanimanje geodeta koji rade u praksi za
afinu transformaciju. Pri tome nailaze na poteikoée u svezi s izborom odgo-
varajucih formula i s nedostatkom kvalitetnih numerickih primjera s pomo-
¢u kojih bi mogli testirati vlastite kompjutorske programe. Stoga je cilj ovo-
ga rada davanje kratkog pegleda osnovnih algoritama popralenih numerié-
kim primjerima.

1. UVOD

Jedna od najjednostavnijih i najce$¢e primjenjivanih transformacija u
geodeziji i kartografiji je afina transformacija ravnine na ravninu. Ta se
transformacija moZe dozivjeti i kao aproksimacija proizvoljne funkcije, a
bit ¢e to bolja $to je obuhvaceno podrudje za transformaciju manje.

Primjenjuje se primjerice pri uklapanju lokalnih mreza (Mihailovié 1981),
gradskih trigonometrijskih mreZa, osi prometnica, mostova, tunela i sl. u
drzavni koordinatni sustav, kao i pri transformaciji nivelmanskih mreza
(Mihailovi¢ 1985). Takoder, mozZe posluZiti pri analizi stabilnosti geodetske
osnove s koje se vrie opazanja u cilju utvrdivanja prostornog ponasanja ob-
jekata, kao 3to su npr. brane, tornjevi itd. Afinom se transformacijom svaka
serija opaZanja moZe svesti na nultu ili poéetnu seriju.

Nadalje, treba li uspostaviti vezu 1zmedu koordinatnog sustava fotogra-
metrijskih instrumenata i sustava u kojem se izraduju planovi ili karte, moze
se primijeniti afina transformacija (Braum 1965, 1991). Osim toga, u foto-
grametriji se afinom transformacijom mozZemo posluziti za korekciju defor-
macije filma ili plo¢e (Moffit, Mikhail 1980).

U kartografiji moZemo primijeniti afinu transformaciju za odredivanje
i eliminiranje deformacija (usuha) karata, pri transformaciji starih koordi-
natnih sustava u sustave GauB-Kriigerove projekcije (Bor¢i¢, Franc¢ula 1969)
te za transformaciju digitaliziranih podataka (Stefanovié¢ 1981).

Vec iz navedenog, zasigurno nepotpunog pregleda, vidi se vaznost afine
transformacije u geodeziji i kartografiji. Unatoé tome, kod nas se o afinoj
transformaciji malo pisalo i objavljivalo. Primjerice, u Geodetskom listu su
u razdoblju od 1947. do 1993. objavljena samo dva rada posvecena afinoj
transformaciji (Berenov 1952, Brukner 1962). U novije vrijeme raste zanima-
nje geodeta koji rade u praksi za afinu transformaciju kojom se Zele sluZiti
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najcedce pri transformiranju digitaliziranih to¢aka. Kod toga nailaze na po-
teSkoce u svezi s izborom odgovarajué¢ih formula. Nadalje, uofen je nedo-
statak kvalitetnih numeric¢kih primjera s pomoc¢u kojih bi testirali vlastite
kompjutorske programe. Stoga je cilj ovoga rada davanje kratkog pregleda
osnovnih algoritama s odgovaraju¢im numeric¢kim primjerima. Detaljnije
razmatranje osnovnih svojstava te raspodjela deformacija afine transforma-
cije moze se naci, na primjer, u radovima Barkovi¢a (1987, 1988a, 1988b),
Lapainea i Francule (1990, 1993).

2. AFINA TRANSFORMACIJA ZADANA S TRI PARA PRIDRUZENIH
TOCAKA

Jednadzbe afine transformacije mogu se napisati u obliku:

y=ay+b;x+c¢,
(2.1
X' =a,y+b,x4c,

gdje su (x, y) i (x', ¥) koordinate to¢ke i njene slike u dva koordinatna su-
stava, a a,, by, ¢,, a,, b,, ¢, parametri transformacije. Pretpostavimo li da su
zadana samo tri para pridruzenih todaka:

xyi)s  (x5¥)s i=12,3, (2.2
tada na temelju (2.1) moZemo napisati $est linearnih jednadzbi:

Yi=a,y1+b;x,+¢
(23)
X{ =ay;+byx,+¢c;

sa Sest nepoznatih parametara a,, b,, ¢, a,, b,, c,. Ako je P, razli¢ito od nule,
tada je rjedenje sustava (2.3)jedinstveno i moZe se napisati u obliku:

2P, 2P, 2P, 2P,

) 2P, 3z=ﬁ): by = 55~

by = 2P,

(2.4
’ ’
Ci=Yo—a1¥Yo— b Xy €3 =x%x;—a,¥,—b,Xp

gdje su uvedene sljedece oznake:
2P =(y; — ¥2) (X3 — X3) — (V2 — ¥3) (x; — X,)
2P, =(y, —¥,) (x2 — x3) — (¥, — ¥;) (X — X3)
2P; = (Y1 —¥2) (Y, = ¥3) — (¥2 — ¥3) (¥{ — ¥2) (2.5)
2P = (x; — x;) (X, — X3) — (X; — X)) (X; — X;)
2Py =(¥y1 —¥2) (x; — X;) — (Y2 — ¥3) (x] — X))
_ Y1 +Ya2+Y;s _ X+ X3 +X;
Lt e
(2.6)

y;=zl+};+y3_ x‘;___xl4—:‘::;-{-::1,.
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Faktor 2 u brojnicima i nazivnicima u izrazima (2.4) nije potreban, a
uveden je vjerojatno zbog toga $to se pojedinim veli¢inama P; moZe dati ge-
ometrijsko tumacdenje, one naime predstavljaju povrSine izvjesnih trokuta.
Uvjet P,##0 ima geometrijsko tumacenje, a to je zahtjev da tri toc¢ke (x,, y,),
i=1, 2, 3, ne pripadaju jednom te istom pravcu.

O jednoj primjeni afine transformacije na trokutnim poljima pisao je
nedavno Jenko (1993), a o utjecaju pogreike jedne od zadanih tocaka Lapa-
ine i Franc¢ula (1993). S obzirom da ne postoje prekobrojni podaci, pri afinoj
transformaciji zadanoj s tri para pridruzenih to¢aka nema moguénosti za
procjenjivanje dobrote transformacije i, eventualne, grube greske ostaju
sakrivene.

Primjer 1. Afina transformacija zadana s tri para pridruZenih totaka

ZADANE TOCKE
Ime y x y x'
tocke
1 -7117.74 19198.04 308349.19 934806.24
2 -2749.10 18090.87 402701.38 933635.66
3 -3778.81 15540.10 401634.66 931100.14
NAKON AFINE TRANSFORMACIHE
Ime y x' » v,
tocke
1 398349.19000 934806,24000- 0.00000 0.00000
2 402701.38000 | 933635.66000 | 0.00000 0.00000
3 401634.66000 | 931100.14000 | 0.00000 0.00000
a, b, a, b,
0.9999 19908 0.0145 41676 -0.0145 42211 0.9998 91899
Yo *o Yo' Xo'
-4548.55000 17609.67000 400895.07667 933180.68000
é c;
405187.18825 915506.76764
Yu? e
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3. AFINA TRANSFORMACIJA ZADANA S CETIRI PARA AFINO
PRIBLIZNO PRIDRUZENIH TOCAKA

Pretpostavimo sada da su zadana Cetiri para afino pridruzenih tocaka:
X ¥1)s  (X{>Y¥0)s i=12,34. (3.1)

Tada se za tri para tih toaka mozZe primijeniti postupak opisan u prethod-
nom poglavlju, a Cetvrti par to¢aka morao bi zadovoljavati relacije (2.1).

Medutim, u praksi je to vrlo rijedak slu¢aj. Naj¢eS¢e imamo cCetiri para
tocaka koje nisu u savr$enoj afinoj srodnosti, ali su pribliZzno ili gotovo afino
pridruzene. Drugim rije¢ima, ako bismo odredili afinu transformaciju na
temelju tri para toc¢aka, tada Cetvrti par toaka u opéem slu¢aju samo pri-
blizno zadovoljava relacije (2.1). No sad se postavlja pitanje: koja tri para
tocaka, od ukupno cetiri, izabrati za definiranje afiniteta? Da bi se izbjeglo
traZzenje odgovora na postavljeno pitanje, predlozen je algoritam koji sva
Cetiri para tocaka tretira ravnopravno (Berenov 1952).

Cetverokute odredene zadanim toCkama podijelimo na po dva pridruzena
trokuta. Za svaki par pridruZenih trokuta odredimo parametre q,, by, a,, b,
na nacin kako je to opisano u prethodnom poglavlju kada su poznata tri
para pridruzenih to¢aka. Neka su tako odredeni parametri a’, b,’, a,’, by, a,”,
b”, a,”, b,”. Parametar a, odreduje se kao opca aritmeticka sredina para-
metara a,” i a,”, uzev$i pritom za teZine povrSine odgovarajucih trokutova.
Analogno se odreduju parametri b,, a,, b,. Kona¢ne formule za parametre
a,, b,, a,, b, glase:

__ 2P, 2P, 2P, 2P,
31—2—]:,03 1—ms a2_2_P¢,’ bz—z—P";: 3.2)
gdje su:
2Py =(y1 — ¥3) (X2 — Xg) — (V2 — Yao) (X; — X3)
2P, = (y! — ¥)) (X2 — Xa) — (¥} — ) (X1 — %s)
W= =)V —¥) — (2 — Y — Y (3.3
2P; = (%] — x;) (X2 — Xg) — (x; — X)) (X, — X3)
2P, = (¥, — ¥3) (x; — x) — (V2 — ¥a) (x; — X;).

Treba uociti da samo s parametrima a,, b,, a,, b, afina transformacija jos
nije odredena, nego da su potrebni jo$ i parametri ¢, i ¢,. Oni se definiraju
izrazima:

C;=Ys—2;Yo—biXe, €3 =X, —a,¥5—b1Xo, (3.4

gdje su (x,, ¥,) koordinate tzv. pomocne tocke koje mogu biti potpuno pro-
izvoljne, a obi¢no se uzimaju kako bi se izbjeglo ra¢unanje s velikim broje-
vima, kao najmanje po apsolutnoj vrijednosti izmedu koordinata zadanih
to¢aka i jo$ zaokruzene na 1000.

S pomodu (2.1) i (3.4) moze se napisati:

Yo=Y —2a,(y —Yo) — b, (x —Xo)
(3.9)
x‘; =x"—a,(y — ¥o) — b2 (x — Xo)
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Koordinate slike (x,’, ¥,) totke (x,, ¥,) mogu se izratunati po formulama
(3.5) tako da se za (x, ) i (x, ¥) uzimaju redom cetiri para zadanih tocaka.
Pri tome ¢e se svaki put dobiti drugacije koordinate tocke (x,, ¥,"), nazovimo
ih redom (x,;, ), i =1,2,3,4. Definitivna vrijednost koordinata tocke (x,,
¥,’) definira se relacijom:

y; = Y;. b Y:,, ':)'.;, -+ }'.;..’ x; = x:n -+ x;z —:x:u + xl;-" (3_5)

Sada kona¢no raspolazemo sa svim neophodnim parametrima, te moZe-
mo pristupiti afinoj transformaciji niza to¢aka po formulama:

Y =2,y —Yo) + by (x —%o) + ¥,
(3.7
x' =2a,(y — Yo) + ba(x — Xo) + X
ili (2.1) uz (3.4).

Za primjenu odredivanja koeficijenata afine transformacije na temelju
Cetiri para tofaka postoji trigonometrijski obrazac br. 32a gdje su u zaglavlju
otisnute kona¢ne formule za racunanje. Nakon $to su odredeni parametri
afine transformacije pristupa se transformaciji pojedinih tofaka, a tome
sluzi trigonometrijski obrazac 24a. Spomenuti formulari imaju svoje povije-
sno znacenje, posebno za doba ru¢nog racunanja. Zbog toga su Pravilnikom
za drzavni premer (1958) propisane odredene kontrole s pomocu kojih se
provjerava samo racunanje i procjenjuje dobrota transformacije.

Za razliku od afine transformacije zadane s tri para pridruZenih tocaka,
sada postoje prekobrojni podaci, tako da pri afinoj transformaciji zadanoj s
Cetiri para to¢aka postoji mogucnost procjenjivanja dobrote transformacije.
U tu svrhu najjednostavnije je nakon odredivanja parametara transformirati
zadane toCke iz sustava x, y u sustav x’, y’. Prirodno je oekivati da odstupa-
nja budu mala, a znaenje rije¢i »mala« ovisit ¢e o konkretnoj primjeni.

U dana3nje vrijeme je pitanje ima li uopée smisla primjenjivati opisani
nadin afine transformacije. Naime, ukoliko su poznate koordinate za viSe od
tri para afino pribliZzno pridruZenih tocaka, tada je moguca primjena metode
najmanjih kvadrata, §to znaci da se tada mogu izvesti ne samo odgovarajuce
formule za procjenu to¢nosti parametara, nego i za procjenu tocnosti tran-
sformiranih koordinata. Predmet jednog bududeg istraZivanja mogla bi biti
usporedba svojstava afinih transformacija odredenih na oba spomenuta na-
¢ina.

Napomena 1. Primjeri rac¢unanja po trigonometrijskim obrascima 32a i 24a
mogu se naci u literaturi (Berenov 1952, Pravilnik za drzavni premer 19538,
Bor¢i¢ i Fran¢ula 1969, Mihailovi¢ 1981). Tu treba pripaziti i uociti da se kod
Berenova (1952) i u tekstu rada i u formularu vrsi transformacija iz sustava
oznacenog s X, y u sustav x’, . U Pravilniku za drZzavni premer (1958) i u
tekstu i u formularu vr$i se transformacija iz sustava oznacenog s x’, ¥ u
sustav x, y. Kod Mihailovi¢a (1981) je pomijeSano, pa se u tekstu u knjizi
objasnjava transformacija iz sustava x, y u sustav X', ¥', dok u numerickom
primjeru danom u obliku trigonometrijskog obrasca 32a stoji transformacija
iz sustava x’, ¥ u sustav x, y.

Kod Bor¢i¢a i Francule (1969) se i u tekstu rada i u formularu vrsi tran-
sformacija iz sustava oznaenog s x, ¥y u sustav x’, y. Medutim, treba uoditi
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da se kod njih transformacija pojedinih tofaka u trigonom. obrascu 24a
ne vrsi uz pomo¢ parametara odredenih u trigonom. obrascu 32a, nego odre-
denih primjenom metode namanjih kvadrata. Ostaje nejasno za$to je uopce
koristen obrazac 32a.

Napomena 2. U numeri¢kom primjeru koji daje Mihailovié¢ (1981) uocena je
pogreSka u polaznim podacima. Naime, ne moze biti istodobno

x; = 19090.87,, x; = 15535.255, x; —x, = 2555.62,.

Primjer 2. Afina transformacija zadana s Cetiri para priblizno pridruZenih
tocaka bez primjene metode najmanjih kvadrata

ZADANE TOCKE
Ime y X y x'
tocke
1 711774 | 19198.04 | 398349.19 | 934806.24
2 2749.10 | 18090.87 | 402701.38 | 933635.66
3 377881 | 1554010 | 401634.66 | 931100.14
4 -8051.19 | 1553525 | 39736255 | 931157.39
NAKON AFINE TRANSFORMACUE
Ime ¥ x iy v,
tocke
1 398349.18964 | 93480623332 | -0.00036 | -0.00668
2 402701.38036 | 933635.66668 | 0.00036 0.00668
3 401634.65964 | 931100.13332 | -0.00036 | -0.00668
4 397362.55036 | 931157.39668 |  0.00036 0.00668
a, b, a, b,
0.9999 20125 0.0145 41874 -0.0145 38233 0.9998 95531
Yo Xy Yo' Xo'
-2000.00000 15000.00000 403405.47349 930534.22899
€ Cy
405187.18563 915506.71956

yv? = 0.000179
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O¢ito je da se radi o gruboj pogresci od 1000 metara. Pitanje je samo treba
li apscisu x,” smanjiti za taj iznos ili mozda x," povecati za isti iznos. I jedno
i drugo bi bilo jednako moguce kad ne bismo imali otisnute deveti¢ne ostatke.
Iako ih mnogi danas ne vole i izbjegavaju, u ovome slu¢aju omogucuju nam
da rijeSimo postavljenu zagonetku. Naime, u naSem slu¢aju apscisu x,” treba
smanjiti za 1000 metara pa ¢e sva daljnja racunanja biti ispravna do na za-
okruzivanje posljednje znamenke.

Drugi nacin za otkrivanje pogreske je usporedba s numerickim podacima
u otisnutom trigonometrijskom obrascu 32a u Pravilniku za drZavni premer
(1958) odakle je Mihailovi¢ preuzeo primjer za svoju knjigu. Ocito je do
spomenute grube pogreSke doslo pri prepisivanju.

4. METODA NAJMANJIH KVADRATA

U jednadzbama afine transformacije pojavljuje se Sest parametara q,
b,, ¢,, a, by, ¢,. Ti se parametri mogu jednoznac¢no odrediti na nacin opisan
u 2. poglavlju ako su poznata tri para pridruzenih toc¢aka. Ukoliko su pozna-
te koordinate za viSe od tri para afino pribliZzno pridruzenih toc¢aka, tada se
parametri transformacije najcei¢e odreduje primjenom metode najmanjih
kvadrata. U tom sluc¢aju se mogu primijeniti i odgovarajuce formule za pro-
cjenu tocnosti samih parametara, ali i za procjenu to¢nosti transformiranih
koordinata.

Pretpostavimo da je zadano n parova tocaka:

xiy)s (X ¥i)s == Ly il 4.1
Oznacimo:
1 n ] n
Yo _‘E‘i? Yis — ‘H ?
(4.2)
ik f Pl 5 x!
yo_ n ‘_lYl’ u_‘a'

zatimza i=1,...,n

(4.3)
Vi =Yi — Yo X =X —X,

n n n 2
p-$wix-(3ww) (@.4)
im] i= 1=
Primjenom metode najmanjih kvadrata (Lapaine, Francula 1990) dolazi se

do parametara koji se mogu napisati u obliku:

(;: x] % Vi¥i — E Vi Xi E len)l'D

i1 i=1 i=1

L= (gl VLRV — % m._il m;)fD

i=1] jm=1
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8z = (i X i YiXi — i Yi E"‘i X; ii,)!D

im=] i=1 i=1

b= (25 % 5% - Ewntnx)m

i=1 =]

—_— r —
Cy =Y¥,—2;Yo—by1Xp, ¢ =X, —2a,y0—b;X,.

(4.5)

(4.6)

Primjer 3. Afina transformacija zadana s &etiri para priblizno pridruzenih
toaka uz primjenu metode najmanjih kvadrata

ZADANE TOCKE
Ime y x y x'
toke
i -7117.74 | 19198.04 398349.19 934806.24
2 -2749.10 | 18090.87 402701.38 933635.66
3 -3778.81 15540.10 401634.66 931100.14
4 -8051.19 15535.25 397362.55 931157.39
NAKON AFINE TRANSFORMACIE
Ime y x vy Vv,
totke
1 398349.18972 | 934806.23495 -0.00028 -0.00505
2 402701.38040 | 933635.66726 0.00040 0.00726
3 401634.65957 | 931100.13210 -0.00043 -0.00790
4 397362.55031 | 931157.39570 0.00031 0.00570
a, b, a, b,
0.9999 20122 0.0145 41914 -0.0145 38289 0.9998 96258
Yo %o Yo' Xy
-5424.21000 17091.06500 400011.94500 932674.85750
A [
405187.18493 915506.70682

Yv? = 0.000174
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MoiZe se pokazati da je D jednako nuli samo onda ako su sve tocke (x;, y,),
i=1,...,n kolinearne (na istom pravcu) i tada se parametri ne mogu odre-
diti na temelju relacija (4.5).

Transformacija pojedinih tofaka moze se izvesti s pomocu formula:

y =a,(y —Yo) + by (x —Xo) + y,
(3.7)
- x' =a,(y — ¥o) + b, (x — xo) + x;
ili
y=a,y4+b;x+4c,
2.1)
X'=a,ybax ¥ ¢y

Pri afinoj transformaciji zadanoj s n parova afino priblizno pridruzenih
toCaka postoji mogucénost procjenjivanja dobrote transformacije. U tu svrhu
najjednostavnije je nakon odredivanja parametara transformirati zadanih n
totaka iz polaznog sustava x, y u sustav x’, ¥'. Prirodno je oéekivati da od-
stupanja budu mala, a znacenje rije¢i »mala« ovisit ¢e pritom o konkretnoj
primjeni.

Primjena metode najmanjih kvadrata omogucava jo$ i procjenu toénosti
parametara kao i procjenu to¢nosti transformiranih koordinata. Lapaine i
Francula (1990) pokazali su da postoji zakonitost raspodjele srednjih kva-
dratnih pogreSaka koordinata nakon provedene afine transformacije. Najma-
nju srednju pogresku ima teZiSte skupa toCaka koji definira transformaciju,
a sve toCke s jednakim srednjim pogre$kama leZe na koncentri¢nim elipsama
sa srediStem u teziStu.

LITERATURA

Barkovi¢, D. (1987): Afina transformacija ravnine na ravninu u geodeziji. Nagra-
deni studentski rad, Geodetski fakultet Sveucéilista u Zagrebu,

Barkovi¢, D. (1988): Afina transformacija za podru¢je Istre izmedu GauB-Kriige-
rovog i Krimskog koordinatnog sustava, Nagradeni studentski rad, Geodetski
fakultet Sveucilista u Zagrebu.

Barkovi¢, D. (1988): Afina transformacija izmedu Krimskog koordinatnog sustava
na podruc¢ju Istre i sustava GauB-Kriigerove projekcije. Diplomski rad, Geo-
detski fakultet Sveucilista u Zagrebu.

Berenov, S. (1952): Afina transformacija. Geodetski list 1952, 4—9, 113—131.

Braum, F. (1965): Helmertova transformacija koordinatnih sistema za malene
razlike u njihovoj azimutalnoj orijentaciji i mjerilu. Zbornik radova br. 1,
Geodetski fakultet Sveucilista u Zagrebu.

Braum, F. (1991): Mogucnosti afine transformacije s obzirom na smjer afiniteta
— s posebnim osvrtom na stereoaerofotogrametriju. JAZU, Rasprave razreda
za matematicke, fizicke, kemijske i tehni¢ke znanosti, svezak III, broj 2.

Bor¢i¢, B., Francula, N. (1969): Stari koordinatni sustavi na podruéju SR Hrvat-
ske i njihova transformacija u sustave GauBR-Kriigerove projekcije. Zavod
za kartografiju Geodetskog fakulteta SveudiliSta u Zagrebu.

Brukner, A. (1962): Grafi¢ka afina transformacija. Geodetski list 1962, 1—3, 3—37.

Jenko, M. (1993): Saniranje obstoje¢ih topografskih in katastrskih izmer. Geo-
detski vestnik 1993, 1, 20—26.

Lapaine, M. i Fran¢ula, N. (1990): Prilog ocjeni to¢nosti pri afinoj transformaciji.
fgbﬂ%ik radova Savjetovanja »Katastar nepokretnosti«, IlidZa—Sarajevo,



168 Lapaine, M., Fran¢ula, N.: Afina transformacija, Geod. list 1994, 2, 159—168

Lapaine, M. i Franéula, N. (1993): Utjecaj pogreSke jedne totke na to¢nost afine
transformacije. Referat na 26. geodetskom danu Saveza geodeta Slovenije.
Objavljeno na slovenskom jeziku pod naslovom »Vpliv pogre$ka ene tolke
na natanénost afine transformacije« u Geodetskom vestniku 1993, 3, 193—197.

Mihailovié, K. (1981): Geodezija II, I deo. Gradevinska knjiga, Beogr ad

Mihailovié, K., Vracarié¢, K. (1985): Geodezija III. Gradevinski fakultet i Nau¢na
kn]lga. Beograd

Moffit, F. H., Mikhail, E. M. (1980): Photogrammetry. Harper & Row Publishers,
New York.

Pravilnik za drzavni premer II i III deo (1958): Savezna geodetska uprava, Beo-

rad.
Stefanc‘mé P. (1981} Digitalno kartiranje. Zbornik Instituta za geodeziju, Beo-
grad, 20, 1—

COMMENTARY ON AFFINE TRANSFORMATION

Recently the geodesists show growing interest in the affine transforma-
tion. However, they come across the difficulties regarding the choice of the
appropriate formulas as well as the lack of high-quality numerical examples
by means of which they would be able to test their own computer programs.
Therefore, the goal of this paper is to give a short review of basic algorithms
accompained by numerical examples.
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