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OSNOVNI GEODETSKI ZADACI UZDUZ MERIDIJANA I
UZDUZ PARALELE NA ROTACIJSKOM ELIPSOIDU

Miljenko LAPAINE — Zagreb*

SAZETAK. Navedeni su svi moguéi osnovni geodetski zadaci uzduZ meridija-
na i uzdu? paralele, te dani algoritmi za njihovo prakti¢no rjeSavanje.
1. UVOD

U geodetskoj literaturi se mogu naéi neki osnovni geodetski zadaci uzduz
meridijana i uzduZ paralele, te klasi¢ne metode za njihovo rje3avanje. U ovo-
me radu istraZeni su svi moguéi takvi zadaci, te se pokazuje kako postoje tri
osnovna geodetska zadatka uzduZ meridijana i Cetiri osnovna geodetska za-
datka uzduZ paralele.

Osnovni zadaci uzduz meridijana rjeSavaju se primjenom Kklasi¢nih ra-
zvoja u redove, ali sada transformiranih u pogodniji djelotvorniji oblik.

Svi osnovni zadaci uzduZ paralela mogu se rijesiti egzaktno.

2. GEOGRAFSKA PARAMETRIZACIJA ROTACIJSKOG ELIPSOIDA

Rotacijski elipsoid u IR* s poluosima a i b sa srediStem u ishodiStu pra-
vokutnog koordinatnog sustava je skup

Xz Y2 . Z=

Neka je Q = (— ff, -g-) x (—m, w) i preslikavanje R: Q »¢&, R(p,2) = (X,

Y,Z) zadano formulama:
2
X = Ncos¢cosh, Y = N cosgsina, Z= :—stin P, (2.2)
gdje je N polumjer zakrivljenosti presjeka po prvom vertikalu:

a2
J/a? cos? ¢ 4 b?sing

N =N(p) = (2.3)
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geografska parametrizacija rotacijskog elipsoida &. Za tu je parametrizaciju
prva diferencijalna forma:

dS? = M2 dp? 4 N2 cos? p dA?, (2.9
gdje je M polumjer zakrivljenosti meridijana:
2 K2
M= N g s . 2.5)

V (a? cos® ¢ + b2 sin? cpr)“—.

Iz (2.4) se moZe izravno zakljuditi da je diferencijal duljine luka meri-
dijana

ds,, = Md o, (2.6)
dok je diferencijal duljine luka paralele
ds, = N cos ¢ d). (2.7)

3. OSNOVNI ZADACI UZDUZ MERIDIJANA

Uo¢imo na meridijanu dvije tocke: T, s geografskom Sirinom ¢, i T, s
geografskom Sirinom @, (slika 1). Ozna¢imo duljinu luka meridijana izmedu
tocaka T, i T, sa s, . Moguca su slijedeca tri zadatka:

1° zadano ¢, i @,, traZi se s,;
2° zadano @; i S,, traZi se ¢,;

3° zadano @, i s,, traZi se g,.

Slika 1. Luk meridijana
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3.1. Zadano je ¢, i qs.

Integriranjem izraza (2.6) dobijemo:
P2
Sm = Sm(P1592) = [ Md 9 = 5, (92) — S (1) (3.1)
P1
gdje je:

@
Sm(¢) = [Md o, (3.2)

1]

i to je duljina luka meridijana od ekvatora do totke s geografskom S$irinom g.
Integral (3.2) je elipti¢ki integral koji nije moguée neposredno integrirati,
nego se za njegovo izratunavanje moZe, na primjer, primijeniti razvoj u red.
Jedan od prvih radova, u kojem se ispituje uéinkovitost razli¢itih razvoja u
red, je ¢lanak Lamberta (1772) »Rektifikacija elipti¢kog luka s pomoc¢u besko-
na¢nih redova«. Kasnije su se tim problemom bavili mnogi znanstvenici, a
mi ¢emo izabrati slijede¢i razvoj prema Helmertu (1880), Kriigeru (1912), te
Konigu i Weiseu (1951):

Sm(9) =A(p + b, sin2¢ + b, sin4p 4 besin 6p + bgsin 8¢ + b, sin 109 + ...),
(3.3)

gdje je konstanta A polumjer rektificirajuée sfere, tj. sfere ¢iji su meridijani
jednake duljine kao meridijani na elipsoidu (Helmert 1880):

9 225
. _ i e okl
A=a(l—m( n)(l - z +- 7 +)
U izrazu (3.4) n je treca spljostenost koja se definira s pomoc¢u poluosi a i b
rotacijskog elipsoida na poznati nacin:

(3.4)

a—>b
s (3:5)

Konstante b; dane su izrazima (Konig i Weise 1951):

bz=—%n -{——19311’ -—%n’ N .

b= %n’ —%;-n“ +

bg = —%na - ;%ssn’ + .. 3.6)
by = %gn‘ + .

b= —%%n’

Primjena linearne kombinacije sinusa viSestrukih kutova, kao $to je npr.
izraz (3.3), imala je nekada prednost pred drugacijim zapisima. Pri primjeni
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raunala za raCunanje izraza (3.3), treba primijeniti metodu Clenshawa
(Tscherning i Poder 1982) ili, ako se ratunanja vr§e na jednom te istom elip-
soidu, treba postupiti prema Lapaineu (1991), tj. primijeniti identitet:

b, sin 29 + b, sin4p -+ bgsin 6 -+ bgsin 8¢ + b, ;sin 109 =
=s8in 29 (¢, + (¢, + (¢3 + (Cs + C5 c0s 29) cos 2¢) cos 29) cos 29),  (3.7)

gdje su:
c,=b3—b5+bm=—%n +;—1n3 —%n’
¢, =2b, — 4byg = lgs—n’ —ggn‘
¢y =4bg — 12b,, = — % n? + 6—2-[1-)115 (3.8)
c, = 8bg = %—in‘
cs = 16b,, = —Eg—';n’.

U formulama (3.8) nisu napisani ¢lanovi s potencijama ve¢im od n®. Napome-
nimo da su sljedece formule (3.9) i (3.10):

Sm(9) = Ap +b,sin2p + b, sin4e 4 bgsin 69 4 bgsin 8¢ + b, 4sin 10p] (3.9)
S (@) = A [9 + sin 2 (¢, + (¢, + (¢35 + (cq + c5 cOs 29) cos 29) cos 2¢9) cos 29)]
(3.10)

potpuno iste to¢nosti. Kako je n®=2 1077, to uvodenje daljnih ¢lanova nema
smisla u aritmetici sa 16 znamenaka. S druge strane, pitanje je mozemo li i
s manjim brojem ¢lanova dobiti zadovoljavajucu to¢nost, te kako to¢nost ge-
ografske $irine ¢ utjete na to¢nost izratunate duljine luka meridijana. Odgo-
vori na ova pitanja mogu se naci u radu Lapainea (1990). S obzirom na ucin-
kovitost, bolje je koristiti formulu (3.10) u kojoj je izbjegnuto peterostruko
pozivanje trigonometrijske funkcije sinus, ¢ime je ubrzano izvodenje, odnosno
ratunanje.

Odredivanje numeri¢kih vrijednosti s velikim brojem znamenaka para-
metara Besselova elipsoida zadanog s:

loga = 6.80464 34637
logb= 6.80318 92839

opisano je u radu (Lapaine i dr. 1992), odakle moZemo preuzeti s odgovara-
juéom toc¢nosdcu:

a = 6377 397.155 076 049 m
b = 6356 078.962 897 785 m
n = 0.001 674 184 800 815 973.
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Numeri¢ke vrijednosti koeficijenata potrebnih za ratunanja duljine luka me-

ridijana iznose:

A =6366742.520 311 864 m

b, = —0.0025 1127 4561 6581
by = 0.0000 0262 7710 1430
bs = —0.0000 0000 3421 6557
bs = 0.0000 0000 0004 8334
b, o = —0.0000 0000 0000 0071

¢y = —0.0025 1127 1140 0095
c; = 0.0000 0525 5400 9523
¢3 = —0.0000 0001 3686 5373
ce= 0.0000 0000 0038 6673
cs = —0.0000 0000 0000 1139

3.2. Zadano je g, i s, (¢, @s)-

(3.11)

Prema radovima (Helmert 1880, Kriiger 1912, Konig i Weise 1951), inver-
zna funkcija funkcije (3.3) mozZe se napisati u obliku:

@ (Sm) = + 1,802y + by sin 4y -+ bgsin 64 + bgsin 8y + b, sin 10 + ...,

gdje je krade oznaleno:

Sm
‘b:K-

(3.12)

(3.13)

U formuli (3.13) s je duljina luka meridijana od ekvatora do tocke s geograf-
skom $irinom ¢. Konstanta A je polumjer rektificirajuée sfere dan izrazom

(3.4), a konstante b; dane su izrazima (Konig i Weise 1951):

3 27, 269

b,

b,

I

2560

-0 — 330 +mn~" L S
%nz —g—gn’ e
1—;—2113 —%n’ o+ o

%n‘ + ..

so11 .

(3.14)
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Da bi se mogla primijeniti formula (3.12), ofito mora biti ispunjen uvjet:

T
—2—'-

Primjena linearne kombinacije sinusa vi$estrukih kutova, kao $to su npr.
izrazi (3.3) ili (3.12), imala je nekada prednost pred drugadijim zapisima. Pri
primjeni racunala, treba primijeniti metodu Clenshawa (Tscherning i Poder

1982) ili, ako se rafunanja vrie na jednom te istom elipsoidu, treba postupiti
kao u prethodnom zadatku, tj. primijeniti identitet (3.16):

szinZL!) +b48iﬂ44}+b58in6¢+bssin8¢ +b1°sin 10¢=
=sin 2y (c; + (c, + (3 + (¢4 + c5 cos 2¢) cos 2¢) cos 2¢) cos 2¢),  (3.16)

gdje su sada:

y=-r< (3.15)

c1=b2—b6-{-bw=-g—n _%ns ._!_%3)“5
c;=2b,—4b, = gt ~ £l g

C3 =4bs — 12b, = %n’ — 22—33 n®  (3.17)
cy = 8byg = 1%3_7,,4

cs = 16b,, g 3_?,1610,1:_

U formulama (3.17) nisu napisani ¢lanovi s potencijama veé¢im od n®. Napo-
menimo da su slijedeée formule (3.18) i (3.19):

@ (Sw) = + b, 8in 2 + b, sin 4} + b sin 6§ + besin 8 + b, osin 104,  (3.18)

@ (8pn) = ¥ +sin2¢ (c; + (c3 + (c3 + (cq + c5 cos 2¢) cos 2¢) cos 2¢) cos 2¢),
(3.19)
potpuno iste to¢nosti. Kako je n®~2.10717, to uvodenje daljnih ¢lanova nema
smisla u aritmetici sa 16 znamenaka. S druge strane, pitanje je moZemo li i
s manjim brojem c¢lanova dobiti zadovoljavajucéu to¢nost, te kako to¢nost
duljine luka meridijana utjee na to¢nost izracunate geografske Sirine ¢. S
obzirom na ucinkovitost, bolje je koristiti formulu (3.19) u kojoj je izbjegnuto
peterostruko pozivanje trigonometrijske funkcije sinus, ¢ime je ubrzano iz-
vodenje, odnosno racunanje.
Ako je zadano g, i s,, tada na temelju izraza (3.1) moZemo napisati:

Sm(92) = Sm (@) +5n (3.20)

Da bismo mogli izrac¢unati geografsku $irinu ¢,, treba dakle najprije pomodu
formule (3.9) izralunati s (¢p,), zatim prema (3.20) s_(o,), te kona¢no ¢, pre-
ma (3.18), stavljajudi:

. Sm (CPZ)
§=2m P2, (3.21)
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Zadatak ima smisla ukoliko je zadovoljen uvjet (3.15), koji se sada moZe na-
pisati u obliku:

L)
5
Za Besselov elipsoid imamo slijede¢e numericke vrijednosti:

b, = 0.0025 1127 3241 8802

b, = 0.0000 0367 8785 8529

bs = 0.0000 0000 7380 9689

bg = 0.0000 0000 0016 8326

b, o = 0-0000 0000 0000 0412 (3.22)

c; =0.0025 1126 5860 9524

c, =0.00000735 7504 3756

by = 0.0000 0002 9523 3818

c, = 0.0000 0000 0134 6605

cs = 0.0000 0000 0000 6585

]sm(?1)+sm]£A

3.3. Zadano je @, i s,
Na temelju izraza (3.1), moZemo napisati:

Sm ('P 1) = Sm (?2) — 8m- (323)

Da bismo mogli izra¢unati geografsku $irinu ¢,, postupimo analogno prethod-
nom zadatku. Treba dakle najprije pomocu formule (3.10) izratunati s, (q.),
zatim prema (3.23) s_(q,), te kona¢no @, prema (3.19), stavljajuci:

- .Sm_fl)_ (3.24)

Zadatak ima smisla ukoliko je zadovoljen uvjet (3.15), koji se sada moZe na-
pisati u obliku:

|5 (92) — S| SA -

3.4. Numericki primjer

Svaki od tri prethodna zadatka uzduZ paralele zadovoljavaju na Besse-
lovom elipsoidu vrijednosti:

9, = 45°, 9, = 46°,
Sm (45°) — 4984 439.265 530 249 m,
S (46°) = 5095 568.457 845 362 m,

Sm (45°, 46°) = 111 129.192 315 113 m.
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4. OSNOVNI ZADACI UZDUZ PARALELE

UoCimo na paraleli, kojoj pripada geografska $irina ¢, dvije tocke: T, s
geografskom duljinom ), i T, s geografskom duljinom ), (slika 2). Oznatimo

p—

L)
i,

Slika 2. Luk paralele

duljinu luka paralele izmedu totaka T, i T, sa s,. Moguca su slijedeca &etiri
zadatka:

1° zadano @, %, i A,, traZi se s,;
2° zadano o, A, i s, traZi se A,;
3° zadano o, A, i s,, trazl se A,;
4° zadano A, i s, trazi se q.

4.1. Zadano je ¢, \; i Ay
Integriranjem izraza (2.7) dobijemo:
s, = (A —2;)Ncos . (4.1)
4.2. Zadano je @, Ay 1 s,
Iz formule (4.1) izravno se izvede:

Sp

R =R N cos o’

(4.2)
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4.3. Zadano je @, Ay i s,

Iz formule (4.2) izravno se izvede:

AL =2, N coso (4.3)
44. Zadano je \;, Ay i S,
Izraz (4.1) napiSemo u obliku:
Ncosp = ™ SE " (4.4)

To je nelinearna jednadzba s nepoznatom veli¢inom ¢. Uo¢imo najprije da je
Ncosg parna funkcija od ¢. To znadi da se nepoznata geografska Sirina para-
lele ¢ moZe odrediti do na predznak, tj. ako je ¢ rjeSenje jednadZbe, onda je
i —p takoder rjeSenje. Nadalje, kako je za @&[0, w/2), Ncospe(0, a], to
s,€(0, 2ax] i A,—)\,€(0, 2x] moraju biti tako zadani da vrijedi:

0 < 7\2 - 11 < a, (45)
Iako je jednadZba (4.4) nelinearna, ipak se moZe egzaktno rijesiti po cose:
b|s,|
= : 4.6
TV, —a) — (a2 —bY) =
te transformirati u jo§ jednostavniji oblik:
a 1/a?
o =2/ T =2 — 1. (4.7)
P

4.5. Numeri¢ki primjer

Svaki od ¢etiri zadatka uzduz paralele na Besselovom elipsoidu zadovo-
ljavaju slijedeé¢i numericki podaci:

Q= 450, ll — 15°, 12 —_— 160,
s,= 78 837.293 432 820 01 m.
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MAIN GEODETIC PROBLEMS ALONG A MERIDIAN AND ALONG A
PARALLEL ON THE ROTATIONAL ELLIPSOID

All possible main geodetic problems along a meridian and along a parallel
are specifyed. The algorithms for their numerical solution are given.
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