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EKVIVALENTNO PRESLIKAVANJE ROTACIJSKOG
ELIPSOIDA NA SFERU I OBRATNO PRIMJENOM
TRIGONOMETRIJSKIH REDOVA

Miljenko LAPAINE, Blanka ZARINAC-FRANCULA, Nedjeljko FRANCULA
i Damjan JOVICIC — Zagreb*

SAZETAK. U radu se istraZuje primjena trigonometrijskih redova za odredi
vanje geografske Sirine pri ekvivalentnom preslikavanju sfere na rotacijski
elipsoid i rotacijskog elipsoida na sferu. Umjesto uobilajene primjene redova
trigonometrijske funkcije sinus viSestrukih kutova predlaZu se ndgovarajudi
redovi potencija funkcije kosinus dvostrukoga kuta.

1. UVOD

U kompjutorski podrZzanim postupcima izradbe karata &esto je potrebno
rjeSavati obrnuti kartografski zadatak, tj. racunati geografske koordinate iz
projekcijskih koordinata na osnovi inverznih jednadzbi kartografskih projek-
cija.

Za vedinu projekcija Zemljine sfere (kugle) inverzne jednadZbe kartograf-
skih projekcija mogu se egzaktno izvesti iz osnovnih jednadzbi (Francula i dr.
1984). To, medutim, nije moguée za mnoge projekcije Zemljinog elipsoida.
Za te projekcije moguée je s pomocu inverznih jednadZbi iz projekcijskih
koordinata izralunati geografske koordinate, ¢, ), na sferi, a zatim preslika-
vanjem sfere na rotacijski elipsoid dobiti geografske koordinate ¢, A na
elipsoidu. '

U mnogim dosadas$njim udZbenicima o kartografskim projekcijama, npr.
(Borci¢ 1955, Jovanovi¢ 1983) nisu dane inverzne jednadZzbe kartografskih
projekcija, niti je obradeno preslikavanje sfere na elipsoid.

Preslikavanje rotacijskog elipsoida na sferu primjenom trigonometrij-
skih redova dano je u navedena dva ud’benika s nedostatnim brojem ¢lanova
za mnoge prakti¢ne potrebe. Stoga smo u jednom prethodnom radu (Fran-
Cula i dr. 1992) dali trigonometrijske redove s veé¢im brojem ¢lanova i u obli-
ku prikladnom za kompjutorsko ra¢unanje za konformno preslikavanje rota-
cijskog elipsoida na sferu i obratno. U ovom radu obradili smo na analogan
nacin ekvivalentno preslikavanje.

* Mr. Miljenko Lapaine, mr. Blanka Zarinac-Franéula, prof. dr. -Nedjeljko
Fran¢ula, mr. Damjan Jovi¢i¢, Geodetski fakultet Sveulilifta u Zagrebu, Kacdic¢eva
26, 41000 Zagreb.
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2. EKVIVALENTNO PRESLIKAVANJE IZMEDU ROTACIJSKOG
ELIPSOIDA I SFERE

Neka je @ = ( = ; %) X (—m, m) i preslikavanje r : @ > R3, r (¢, 3) =
= (X, Y, Z) zadano formulama:
X=Rcospcosr, Y=RcosgsinA, Z=Rsing. (2.1)

To preslikavanje je geografska parametrizacija sfere & sa sredi$tem u is-
hodi$tu koordinatnog sustava i polumjerom R. Prva diferencijalna forma tog
preslikavanja je (Francula i dr. 1992)

ds? = R2? (dp? + cos? ¢ dA?). 2.2)
Neka jeQ = i R: Q>IR3 R (D, A) = (X, Y, Z) preslikavanje zadano s:

X=Ncos®cos A, Y = Ncos@gsinA, Z=§;Nsin¢, (2.3)

gdje je N polumjer zakrivljenosti presjeka po prvom vertikalu
az

Wi e (2.4)
Y a? cos? ® + b?sin?

To preslikavanje je geografska parametrizacija rotacijskog elipsoida & sa
srediftem u ishodi$tu i poluosima a i b. Prva diferencijalna forma tog pre-
slikavanja je (Frantula i dr. 1992)

dS? = M? dd? + N2 cos? ® dA?, (2.5)
gdje je M polumjer zakrivljenosti meridijana
a*b?

(2-6)

“ V@tcos 20 F b2 sin2 B)®

Zelimo definirati ekvivalentno preslikavanje k sa sfere & na elipsoid
&. Da bi preslikavanje k bilo ekvivalentno, nuZzno je i dostatno da produkt
lokalnoga linearnog mjerila uzduz meridijana

_ds _Rdp
m =35~ Mad’ @7
i linearnog mjerila uzduz paralela
_ds _ Rcospdxr
1 =35~ Nos®dA 28)
bude jednak jedan, tj. da vrijedi
mn = 1. 2.9)

Pretpostavimo li da preslikavanje k: & — & ima svojstvo
A=A, (2.10)
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tada se na temelju relacija (2.7) — (2.10) moZe napisati izraz:
R? cos ¢ dp = MN cos @ dD, (2.11)

koji daje vezu izmedu geografskih $irina ¢ i @ pri ekvivalentnom preslika-
vanju sfere na elipsoid. Ako u relaciju (2.11) uvrstimo vrijednosti funkcija
M i N definiranih s (2.4) i (2.6) dobijemo

a* b2 cos® d®

2 e
Re gy e (a? cos? @ + b?sin? @)’ (&-13)
Uz uobicajenu oznaku
e? = (a2 —b?)/a?, (2.13)
relacija (2.12) moZe se transformirati u
b2 cos @ dD
2 —
R*cosp dp = T —e?sin?0)? * (2.14)
§to nakon integriranja daje
: b? sin @ 1, 14esin®
2 L Rl | e . .
R sm“’“2(1—e=sm=¢+2el“1—esin¢)+c k=D

Integral lijeve strane u (2.14) je tabli¢ni integral, a integral s desne strane
u (2.14) pojavljuje se i pri raunanju povrsine elipsoidnog trapeza (Lapaine
i Lapaine 1991).

Postavimo 1li dodatni uvjet da se ekvator elipsoida preslika u ekvator
sfere, tj.

=0 « ®=0, (2.16)

proizlazi da integracijska konstanta C mora biti jednaka nuli. Uz taj uvjet,
izraz (2.15) prelazi u

3 _b’( sin @ 1. 1+esin®

X M=z \T—c*sin2 0 +E1nl -esind))° (217)

Pri konformnom preslikavanju rotacijskog elipsoida na sferu nebitan je
odnos izmedu polumjera sfere i poluosi, odnosno veli¢ine elipsoida (Franc¢ula
i dr. 1992). Medutim, pri ekvivalentnom preslikavanju nije tako. Postavimo li
na primjer dodatni zahtjev da povrsine rotacijskog elipsoida i sfere moraju
biti medusobno jednake, tada moZemo naéi vezu izmedu polumjera sfere i
poluosi elipsoida. Zaista, povrSina sfere iznosi

Pyere =4R? = (2.18)
dok je povr$ina elipsoida (Lapaine i Lapaine 1991):
s sin® 1.1+ esin(b) e
Pettpsoias = b7 x ( [—ersin®® " 2% “T—csin® -n/2

1 1 l+e)
A a2 ST Rl i oY 1B 3
2b ﬂ(l—ez+2eml—e (2.19)
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Iz jednakosti povriina (2.18) i (2.19) proizlazi

b2 1 ¥ 1-Lé a’( 1 —e? l+e)
TP === e i | B ——, . -,
R _-(l—c’+231n1~e) 3 1+ 76 lnlﬁc (2.20)

Do istog izraza mogli smo doéi i uz uvjet da se pol sfere preslika u pol
elipsoida, tj.

s ™
=7 = O=—. (2.21)

Tada se do formule (2.20) dolazi neposredno iz formule (2.17). Zanimljivo je
da je Mollweide (1807) proufavao upravo takvo preslikavanje rotacijskog
elipsoida na sferu. Umjesto izraza (2.20) u to je doba bilo uobiajeno razvi-
janje u redove:

1 1 1 1
2l e A - £ & — 8
R a(l -3 735 "5.7°¢ 7-9°'“)’
(2.22)
B 1, 17, 61 , 23123 , )
R_a(l_?e 360  3024° 1814400 © )"

3. EKVIVALENTNO PRESLIKAVANJE ROTACIJSKOG ELIPSOIDA NA
SFERU

Za poznatu geografsku Sirinu @ na elipsoidu, geografska 3irina ¢ na sferi
moZe se izraCunati izravno iz izraza koji se jednostavno dobije iz (2.17):

. [ b? sin @ 1 1+4+esin®
g e Iee S0 [ﬁi(l —ezsinG;TiEml —esin(b)]' (31

Da bi se pojednostavilo ra¢unanje umjesto formule (3.1) napisat ¢emo
izraz oblika

®=® +b,sin2P + b, sin 4D + bgsin 6P + bg sin 8O +- ... (3.2

gdje koeficijenti b,, by, by, ... ovise o uporabljenom elipsoidu. Takav se oblik
formule srece i pri drugim preslikavanjima izmedu elipsoida i sfere, a za
ekvivalentno preslikavanje moZe se naéi u literaturi (Adams 1921, Kavrajskij
1958, Snyder 1982, 1987). Medutim, Kavrajskij (1958) izvodi izraze samo za
prva dva koeficijenta b, i by, te upucuje na Adamsa (1921) za treci b,. Snyder
(1982 i 1987) ima prva tri koeficijenta. Daljnji se koeficijenti u literaturi ne
navode.

~ U ovome se radu izvode izrazi za koeficijente b,, b,, b, i b,. Postupak je
teorijski moguce nastaviti, no mi éemo se zadovoljiti to¢no$éu koju daju
prva Cetiri ¢lana reda. Ta ¢e to¢nost biti jednaka to¢nosti odgovarajuéih for-
mula za konformno preslikavanje (Franc¢ula i dr. 1992).
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Primjenom izraza (2.13), te razvojem funkcija u zagradi s desne strane
u relaciji (2.17) u red potencija po e®, (2.17) se moZe napisati u obliku

R?sinp =a2(1 —e"‘)sintl)(l +-§-e’sin"b +—§—e‘sin‘<b +

+ -;— esin®® + ) (3.3)
Uzevéi u obzir (2.22), mozemo izracunati
R? - 2 - P
i zatim (3.3) transformirati u
sinp = x + Ax, (3.5)
gdje smo oznacili
x =sin®, (3.6)
. 2 v/ 3 64 6
—_ 2 P | L T = 4 oAl Wi T
Ax = — cos d’sm‘b[s e +(4S+ 5 sin @)e + (945+358m ¢ -+
. é (512 128 ., | - 5-6)3
—l——,f-sm @)e S W+T§‘F81n ¢+asm ID—I-?sm D)ed + ...
(3.7
NapiSimo Taylorov red za funkciju arcsin u standardnom obliku:
2
arc sin (x + Ax) = arc sin x - (arc sin x)’ Ax -} (arc sin x)"é;— + ... (3.8
te uo¢imo da uz (3.5) — (3.7) red (3.8) prelazi u
dd d2PAx?  d*DAx®  d*DAx*
e=tt gttty i @9
Derivacije od @ po x lako odredimo na temelju (3.6):
v 1 d*®  sind
dx  cos®’ dx?  cos*®@’
(3.10)
d*® 1+ 2sin?® d*® 9+ 6sin?d o
& T costO® & T es®

Izraze za AX2, AX® i Ax* izralunamo na temelju izraza (3.7) za AX, zanemaru-
juéi pritom ¢&lanove s potencijama ve¢im od es. Na taj na¢in moZe se dobiti:
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8 B 541 218 .
= 4 2 | T os 2 6
Ax? = cos* @ sin (D[ e+(l35+ sin ‘D) +(4725+525 2) +
589 . .
-!-stsm (D) ]
Ax?® = — cos® @ sin®*® [58—_} e + (sg +—= > s:n%b) ] (3.11)

Ax* = cos® @ sin*® g e8.

Preostaje uvrStavanje izraza (3.10) i (3.11) u (3.9), te jedno veliko sredivanje.
Nakon odgovarajuceg rada moZe se do¢i do Zeljenog izraza (3.2) gdje su koe-
ficijenti b; odredeni prema:

1 31 28811
2 |2 et 6 8
b (3 ¢+ 1% + 3% 560 T go4s00 © +)
17, oo o 4601
360° T 1260 + 301600
B (38, s61
be = (45360 “Trens T ) (.12

B 3487
Bg = 3628800 © T

ed® 4 ...

U doba logaritamskih tablica primjena izraza u obliku linearne kombina-
cije trigonometrijskih funkcija sinusa viSestrukih kutova (3.2) imala je pred-
nost pred drugacijim zapisima. Danas se, medutim, pri radu s ra¢unalom
prednost daje zapisu u obliku polinoma:

b,sin2® 4 b,sin 4P + bgsin 6@ +-bgsin 8P =
=sin2® (¢, +c; cos2® +c; cos22®P +c cos32D), (3.13)

gdje se novi koeficijenti c; mogu izraziti s pomocu b; na isti nacin kao $to je
to uradeno u radu Frané¢ule i dr. (1992):

3 (1 o 157 oo 55193 )

“"*b’_b‘”_(s +130 +162{)° 1360800 ¢

T, W 11;0 o B2 = °+%e= £
o 383 . Sl61
Cy=8by = ST b

453600
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Naposljetku, izraz (3.13) treba modificirati na poznati nalin, tako da se
potenciranja zamijene mnoZenjima te je konacno:

@ == +sin2® (c; +(c2 +(cs5 +c4c082P)cos 2P) cos2P) + ... (3.15)
Na taj se nadin izbjegava viSestruko pozivanje trigonometrijskih funkcija i
time ubrzava izvodenje, odnosno skraduje vrijeme racunanja.

4. EKVIVALENTNO PRESLIKAVANJE SFERE NA ROTACIJSKI ELIPSOID

Za poznatu geografsku $irinu ¢ na sferi, iz izraza (2.17) ne moZe se iz-
ravno izradunati odgovarajuca geografska Sirina ¢ na elipsoidu. Invertira-
njem trigonometrijskog reda (3.2) moZe se dobiti red istog oblika

®=¢ +b,sin2¢ +bysindp +bgsinbp +bgsin8¢ +... (41)

s time da su koeficijenti b; sada odredeni na sljedeci nain:

b, =%”° +138:10 ok 55:)1470 ’ +T:;%ea te
b BBl 8
B LR 42)
bs = 1_2%%2260'38-'_"'

U literaturi se mogu nac¢i samo koeficijenti by, b, i by i to do Clanova s e¢
(Adams 1921, Snyder 1982, 1987). Nadalje, kao $to je ve¢ spomenuto, danas se
pri radu s ra¢unalom prednost daje zapisu u obliku polinoma:

b,sin2¢ +b,sinde +bgsin6 g + bgsin8 o=
=sin2¢ (¢; +c,c082¢ +c3'cos?2¢ + c4cos32 @) (4.3)

gdje se novi koeficijenti ¢; mogu izraziti s pomo¢u b; na isti nacin kao $to je
to uradeno u radu Franéule i dr. (1992):

B 1 3, 139 o 4B,
cl—b,—-bs—Te + 180 °¢ = 1630 © + 94300 € c 0
- B s B,
c, =2by —4bs = 180°¢ 4 1890 ¢ + goas ¢ J=ides
L 761 , , 108523 .
Cy = 4b6 = mc +We +... (4-4)
¢, = 8by = e e,

151200
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Za prakti¢nu primjenu s pomocéu rafunala, izraz (4.3) treba jo§ modifi-
cirati tako da se potenciranja zamijene mnoZenjima, tj. kona¢na je formula
oblika:

® =¢ +sin2q(c; + (cz + (c3 + ¢4 cos 29) cos 2¢) cos 2 ¢) + ... (4.5)

5. PRIKAZ KOEFICIJENATA U REDOVIMA S POMOCU TRECE
SPLIJOSTENOSTI

U geodetskoj se literaturi vrlo esto susreéu redovi trigonometrijskih
funkcija. Koeficijenti u tim redovima su beskona¢ni redovi potencija. Gotovo
redovito ti se koeficijenti zapisuju u obliku beskonaénih redova potencija
ekscentriciteta e ili e’. Medutim, prije vise od stotinu godina Helmert (1880)
je uodio da se isti koeficijenti mogu prikazati i u obliku beskonaé¢nih redova
potencija raznih drugih parametara, ovisno o kojima spomenuti redovi kon-
vergiraju brze ili sporije.

Posebno prikladnom pokazala se primjena parametra n koji se naziva
treéa spljostenost, a definira kao

a—b
—— (5.1)

gdje su a i b poluosi rotacijskog elipsoida. Polumjer R sfere, koji se pojavlju-
je u izrazu (2.17) pri ekvivalentnom preslikavanju rotacijskog elipsoida na
sferu, moZe se s pomocu trece spljostenosti n napisati u obliku

- 2 26,37431722‘,)
R‘—‘a(l_—in +En —-9—4——5-11 +i_0'2_§n T aee Je (5-2)
Koeficijenti b; koji se pojavljuju u izrazu (3.2) pri ekvivalentnom preslikava-
nju rotacijskog elipsoida na sferu prikazani s pomoéu trece spljostenosti n
glase:

n

4 4 88 28538

b = ——n— 0’ +mn3+—m§n‘ + ...
b, = %;n2+w85n3——25—f~2~2—5§—n‘+...
bs = - ;gggn’ +Z§§§.§ n* + ... (5.3)
bg = %%%n‘%—...

Kako smo ve¢ ranije primijetili, sa stajaliSta djelotvornosti primjene raéu-
nala, od oblika (3.2) pogodniji je zapis (3.15) ¢iji se koeficijenti sada mogu
izraziti na sljedeéi nacin:

B 4 4, 3 .. 191216 ,
Cl—bz—bs—_Tn En +wsn +—an +...
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68 1 1152
C; = 2by — by = E“”Wﬁs“’““ﬁﬁ“‘*"
6128 262504
c;s =4bs = ~ 5338 n?® 4 23535 n* 4 ... (5.4)
27896
Gy oy = s

Koeficijenti by, koji se pojavljuju u izrazu (4.1) pri ekvivalentnom presli-
kavanju sfere na rotacijski elipsoid, prikazani s pomoc¢u trece spljostenosti
n, poprimaju oblik:

4 4, 16, 86582 ,
b;—-—s-n-!-ﬁn '—gn 1—4'-”—511 + ...

46 152 19718

== —n2 - n3 ettt N A
b = 50 -!-94511 + 7735 1 +.. (5.5)
3044, 56914
be = w35t ;s T
3 6899
bs = Ty T

S obzirom na to da je, sa stajalita u¢inkovitosti primjene racunala, od
oblika (4.1) pogodniji zapis (4.5), i njegove ¢emo koeficijente sada izraziti s
pomocu trece spljoStenosti n:

- 44, 124, 28976
Cl—bz—bs——j—n'l—ﬁn ﬁn Wn + ..

92 304 2368
c; =2b, —4bg = Z§n2+mna+—g45 n* + ...
12176 227656
C;=4b6= ,,_fgj_s_ns _Wn"i'--- (5-6)
55192
Cs = 8 by = o5t + -
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EQUAL-AREA MAPPING OF THE ROTATIONAL ELLIPSOID ONTO A
SPHERE AND VICE VERSA BY USING TRIGONOMETRIC SERIES

The paper investigates the application of trigonometric series in determi-
nation of geographic latitude in equal-area mapping of the rotational ellipsoid
onto a sphere and vice versa. In place of the usual application of sines of
multiple angles, the application of series in powers of double angle cosines

is proposed.
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