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IZOMETRIJSKA SIRINA I LOKSODROMA
Miljenko LAPAINE — Zagreb*

SAZETAK. Razmatraju se uobiéajena geografska parametrizacija i izonte-
Irijska parametrizacija sfere. Zatim se wuocava veza izmedu loksodrome i
izometrijske Sirine na sferi, te se dobiva nova, vrlo jednostavna definicija
izometrijske Sirine.

1. GVOD

Pri razmatranjima u matematickoj kartografiji najcesé¢e se primjenjuje
parametrizacija sfere kojom se na sferu uvodi koordinatni sustav s pomoc¢u
geografske Sirine i duljine. Lako se mozZe vidjeti da se ta standardna parame-
trizacija moZe shvatiti kao inverzno preslikavanje kvadratne (uspravne ekvi-
distantne cilindri¢ne) projekcije.

Medutim, ponekad ce biti spretnije uporabiti neku drugu parametriza-
ciju. Stoga ¢emo se pri istrazivanju loksodrome na sferi posluziti parametri-
zacijom induciranom Mercatorovom (uspravnom konformnom cilindriénom)
projekcijom.

Nakon 3to se uo€i veza izmedu loksodrome i izometrijske $irine, bit ée
moguce dati jednu novu, vrlo jednostavnu definiciju izometrijske $irine na
sferi.

2. GEOGRAFSKA PARAMETRIZACIJA SFERE
Sfera u IR? polumjera R>0 sa sredi$tem u ishodistu je skup

F={X,Y,Z): X2+ Y? + Z2 =R}

T "

5 —2—) X (— m, =) i preslikavanje R : Q-+ %, R (g, 1) = (X,

Y, Z) zadano formulama

Neka je Q = (——

X =Rcosgcosh, Y=Rcospsini, Z = Rsing. (2.1)
Tada je
X; = —Rsingcos), Y, = —Rsingsini, Z, =Rcosgp
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X; = —Rcosgsind, Yy=Rcospcosa, Z; =0
E=R? F=0, G=R?cos?¢, dS?>=R?(dp? + cos? pd2r?). (2.2)

Parametri ¢ i A nazivaju se geografskom Sirinom, odnosno duljinom. Pa-
rametarske g-krivulje nazivaju se meridijanima, a A-krivulje paralelama (vidi
sliku 1). Takva parametrizacija sfere ¥ s pomoc¢u mreZe meridijana i paralela

n/2

-1 m

-n/2

Slika 1. Geografska parametrizacija sfere

najéeiée se primjenjuje u kartografiji i geodeziji, a mogla bi se nazvati geo-
grafskom parametrizacijom, jer se s pomocu nje tofkama sfere pridruzuju
geografske koordinate ¢ i ).

Diferencijal preslikavanja R je
dR = R, dp + R; da. (2.3)

odnosno prema Lapaineu (1991) u tangencijalnoj ravnini na sferu u orto-
normiranoj bazi (R,/VE], Ry/} G):

R [R 0 [dq:] 54
[0 Rcosg) Ldr] @4
Uz oznaku
de

= 5
dr ) (2.5)

iz relacije (2.4) slijedi
[R 0 dr 2.6
4R =10 Recos t.p] 2 (25}

odakle se moze procitati da je pri geografskoj parametrizaciji sfere lokalno
linearno mjerilo uzduZz meridijana jednako R i prema tomu konstantno. Da-
kle, geografska parametrizacija sfere je ekvidistantno preslikavanje (uzduz
meridijana) podru¢ja ) na sferu. Lokalno linearno mjerilo uzduZ paralela
pri tom preslikavanje jednako je Rcosg.
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Za inverzno preslikavanje geografske parametrizacije moze se na temelju
izraza (2.6) napisati

1

L [R OO, [‘fz ? .
) ——

R cos ¢

te procitati da je pri inverznom preslikavanju geografske parametrizacije sfe-
re lokalno linearno mjerilo uzduz meridijana jednako 1/R i prema tomu kon-
stantno. Dakle, inverzno preslikavanje geografske parametrizacije sfere tako-
der je ekvidistantno uzduz meridijana. Lokalno linearno mjerilo uzduZ para-
lela pri tom preslikavanju jednako je 1/Rcosg.

Inverznom preslikavanju geografske parametrizacije sfere u kartogra-
fiji odgovara kvadratna (ekvidistantna uspravna cilindricna) projekcija. Nai-
me, jednadzbe te kartografske projekcije za sferu polumjera jedan glase
(Bor¢ié¢, 1955):

X=0, Y= o@&(—mwn2xn2), re(— =, x). (2.8)

Prema tomu, moZe se takoder reci da je geografska parametrizacija induci-
rana kvadratnom (ekvidistantnom uspravnom cilindri¢cnom) projekcijom sfere
polumjera jedan.

3. LOKSODROMA
Neka je 1 podrucje u IR?i neka je R:()—IR? preslikavanje zadano s

R(u,v)=Xu,v),Y (u, V)s Z (us v)) 3.1)

injeptivno i regularno. Tada se kaze da je R(QQ) glatka ploha, a preslikavanje
R njena regularna parametrizacija. Primjerice, geografska parametrizacija
(2.1) regularna je parametrizacija sfere &% bez polova i jednog meridijana.
Oznacimo kao $to je uobicajeno

E=R}, F=R,R,, G=R}, H?=EG — F?
dS? = Edu? + 2 F dudv + G dv2. (3.2)

Za diferencijal duljine luka bilo koje krivulje na plohi u zadanoj toc¢ki
R(u, v) moZe se napisati

dR =R, du + R, dv, |dR| = dS. (3.3)

Specijalno, za diferencijal duljine luka parametarske u-krivulje dR, ima-
mo

dR, =R, du, |dR,| = JE du. (3.4)

Kut ¢ [0, 2x] izmedu proizvoljne krivulje na plohi i parametarske u-kri-
vulje naziva se azimutom krivulje na plohi. 1z (3.3) i (3.4) lako se dobije
Edu + Fdv ; H dv Hdv

. i A o 228 TR
cos % ds VE e VE® ' EduFFdv

(3.5)
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Ako parametrizacija ima svojstvo da je F=0, tada se izrazi (3.5) pojedno-
stavnjuju i glase:
= - G dv
coswdsS = Edu, sinadS =) Gdv, ga = |/ & d:;' (3.6)
Krivulja na plohi koja sa svim u-krivuljama zatvara isti azimut =<k,
ke {0, 1, 2}, naziva se loksodromom.
Pretpostavimo da je sfera parametrizirana geografskom parametrizaci-
jom (2.1). Tada, u specijalnom slucaju, kad je « = ; ili a = E; iz prve for-

mule u (3.6) slijedi da je loksodroma parametarska j-krivulja, tj. paralela.

Opcenito, ako jea # —ix #°.- tada se moZe pokazati da je loksodroma na

2 2
sferi spirala koja sijece sve meridijane pod istim kutom a. Na slici 2 predo-
¢ena je loksodroma na sferi u opéoj perspektivnoj projekciji.

J

Slika 2. Loksodroma u opcoj perspektivnoj projekciji
Na temelju izraza (2.2) i (3.6) moZemo napisati

ds
cos x dS = R dp, sinxdS =Rcospd), dh =1ga- 3.7

Ct1§ qT’
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odakle nakon integriranja imamo:

5 i e 3R
1 ako;em—-flhm——z-

P=Pyy S—8;=Rcosp; (A —2ny); (3.8)
& 7 T . 3x
Zak01eoc;67:a;&-f

R(p —9,) =(S —8,) cos ,

’— Ay = tgalntg (~: -+ -3) — 1g « Intg (; -+ ?2—1), (3.9)

gdje su @,, A, S, integracijske konstante. JednadZba loksodrome na sferi
dobije se uvrStavanjem odgovarajuceg izraza (3.8) ili (3.9) u (2.1).

Uo¢imo jo¥ da je za proizvoljni pe(—n/2, =/2), L odreden prema (3.9)
realan broj koji op¢enito ne mora biti iz intervala (—x, =), te nema znacenje
geografske duljine u uobicajenom smislu (vidi sliku 2a). Stoga bi ) odreden
relacijom (3.9) mogli nazvati geografskom duljinom u Sirem smislu. Odgova-
rajudu vrijednost geografske duljine )’ iz intervala (—x, ) dobit ¢emo kao
ostatak pri dijeljenju s 2x, odnosno tocnije primjenom formule:

M = A — 27 SGN (A) INT (Jﬂ;_”) (3.10)
gdje je
1 ako je » >0
SGN() ={ 0 A=0,
—1 A>0

dok je INT(x) najveci cijeli broj koji je manji ili jednak x. Ako je he(—mx, =),
tj. |A|<m, tada se geografska duljina ) u Sirem smislu podudara s uobica-
jenom geografskom duljinom (}.'=)). Dok je na slici 3a prikazana loksodro-
ma u koordinatnom sustavu ¢, ), gdje je L= R geografska Sirina u Sirem
smislu, na slici 3b prikazana je ta ista loksodroma nakon transformacije
(3.10). Prikaz loksodrome na slici 3b identi¢an je crtezu loksodrome u kva-
dratnoj (uspravnoj ekvidistantnoj cilindri¢noj) projekciji sfere polumjera
jedan.

4. IZOMETRIJSKA PARAMETRAZACIJA SFERE

U drugom poglavlju razmatrana je geografska parametrizacija sfere i
ustanovljeno je da je ona ekvidistantno preslikavanje uzduz meridijana. Tu
parametrizaciju Zelimo sada promijeniti kako bismo dobili konformno presli-
kavanje. Pritom ¢emo zadrzati geografsku duljinu )\ kao parametar, a uvesti
novi parametar g uz pretpostavku da se taj novi parametar mozZe izraziti kao
bijektivna i diferencijabilna funkcija samo geografske 3irine ¢

q=q(9), (4.1)
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@
n/2
"""" et s ettt el ot [hdbotierioites? ellle dholliofls Nom=trt—=—F _=_
I 1 | i |
1 i ] i 1 1 J\___
! -2n! -m! 0 Im '2n '
i [ 1 i i
—— L s e cosbasaayl e Lo o= e
-m/2
a)
@
n/2

b)

Slika 3. a) loksodroma u koordinatnom sustavu ¢, », (A geografska Sirina u
direm smislu)
b) loksodroma u kvadratnoj projekciji

te da je
q(0) =0. 4.2)
Oznacimo se r preslikavanje Q— IRx(—n, =)
r(g;n) =(q,2A), q9=gq (9)y, A=A (4.3)
Za diferencijal preslikavanja r, na osnovi uinjenih pretpostavki moZemo na-
pisati
dq q" 0] [de
g [dl] ==[o 1] [dz]‘ “4)

Neka je K:RR x(w, =)= & nova parametrizacija sfere definirana kao kompozi-
cija inverznog preslikavanja preslikavanja r i geografske parametrizacije R:

K=Rort, (4.5)

Za diferencijal preslikavanja K na temelju (4.4) i (2.4) moZemo napisati

dKzT[il (4.6)

gdje smo oznactili

B [R 0 [q’ 0]"‘ R/g” 0
s 0 Rcosq:»] 0 1 - [0 Rcoscp]' A7)
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Da bi nova parametrizacija K bila konformno preslikavanje matrica T mora
biti dijagonalnog oblika

w 0
=4 ) (4.8)
1z (4.7) i (4.8) proizlazi
R
o= R cos Q= E": (49)
i odatle diferencijalna jednadzba
de
—— 4.10
cos @ (4:10)
Rjesenje te jednadZzbe uz pocetni uvjet (4.2) glasi
= gl T3 ¥ =l g A by ;
q lntg(4 '_?_)_Tlnl~sinfp_m(sm?)' (4.11)

U formuli (4.11) novi parametar g, koji se naziva izometrijskom Sirinom, izra-
Zen je s pomocu geografske Sirine @ na sferi. Obratno,

™

2

@ = arc sin (thq) = 2 arc tg (exp (q)) — (4.12)

Slika 4. Odnos izmedu geografske i izometrijske Sirine

Grafi¢ki prikaz medusobne ovisnosti geografske i izometrijske Sirine dan je
na slici 4. Nadalje, iz (4.11) lako se vidi da vrijedi

. 1
sing =thg, cosg = (4.13)

i geografska prelazi u novu parametrizaciju sfere K: Rx (—z, =)— %,K(g, \)=
=(X, Y, Z) zadanu formulama
Cos A sin A

Y=R
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Lako se moZe vidjeti da su parametarske g-krivulje meridijani, a )-krivulje
paralele na sferi. Iz relacija (4.14) dobijemo

cos Ashq sin Ash g R

= —Rgmg o W R Ty Aoy
. sin A . COS A o
X =—Regey Yi=—Rgs Zi=0
== R2 s T R2 2 2
E=G=rpry F=0 d8?=_5-(da+adn?). (4.15)

Posljednja relacija opravdava naziv izometrijske koordinate za parametre
4 1), a parametrizacija (4.14) mogla bi se nazvati konformnom ili izometrij-
skom parametrizacijom sfere. Lokalno linearno mijerilo 1 toga preslikavanja
u svim je smjerovima jednako, a prema (4.9) iznosi

R

=R = 4.16
w i (4.16)
Inverzno preslikavanje izometrijske parametrizacije sfere takoder je
konformno, a u kartografiji mu odgovara Mercatorova (uspravna konformna
cilindri¢na) projekcija sfere. Naime, jednadZbe te projekcije za sferu polumje-
ra jedan glase (Bor¢i¢, 1955):

X = q = Intg (—: + —‘;-), y=»u 9e(—=n2,7/2), re(—m m). (4.17)
Prema tomu, moZe se rec¢i da je izometrijska parametrizacija sfere dana for-
mulama (4.14) inducirana Mercatorovom (uspravnom konformnom cilindri¢-
nom) projekcijom sfere polumjera jedan.

5. LOKSODROMA I IZOMETRIJSKA SIRINA

ia# 32— jednadzba lokso-

a

U trecem poglavlju vidjeli smo da za x # 5

drome u koordinatnom sustavu (¢, )) glasi:

A—hp = tgolntg (—: + 3) — tg o Intg (% L %’) (3.9)

gdje su g, i}, integracijske konstante. Ako geografsku Sirinu ¢ izrazimo s
pomocu izometrijske Sirine g (4.11), jednadzba (3.9) prelazi u linearnu vezu:

A—2 =tga(q—qy) (5.1

odakle primjenom formula (4.17) neposredno proizlazi poznato svojstvo Mer-
catorove projekcije u kojoj su slike loksodroma dijelovi paralelnih pravaca
oblika:

y— v =tga(x —x,). (5.2)

Da su slike loksodroma dijelovi pravaca proizlazi iz toga $to je ) u izrazu
(5.1) geografska duljina u Sirem smislu, te je pri primjeni jednadZzbi Merca-
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torove projekcije treba svesti na interval (—x, ) (vidi formulu (3.10)). Kako
je Mercatorova projekcija konformna, kut izmedu slika meridijana i slike
loksodrome ostat ¢e jednak odgovaraju¢em kutu ¢ izmedu meridijana i lo-
ksodrome na sferi.

Dobro je poznato da se geografska Sirina i duljina mogu definirati s po-
mocu odgovarajucih kutova na sferi. Podsjetimo se kako se to radi. Sfera
# uR? polumjera R>0 sa srediStem u ishodi$tu jedan je od uobicajenih
modela Zemlje.

Tocka s koordinatama (0, 0, R) naziva se sjevernim polom, a toc¢ka (0, 0,
—R) juznim polom. Kruznica na sferi koja je jednako udaljena od polova
naziva se ekvatorom ili polutarom. Koordinatna os z je pravac koji prolazi
polovima sfere i naziva se osom sfere, a koordinatna ravnina xy u kojoj se
nalazi ekvator — ravninom ekvatora.

Kut koji zatvara radijus-vektor proizvoljne toCke na sferi s ravninom
ekvatora naziva se geografskom Sirinom. Sve toCke na sferi koje imaju istu
geografsku $irinu leZze na kruZnici koja se naziva paralelom ili usporednicom.

Polukruznice na sferi koje spajaju sjeverni i juzni pol nazivaju se meri-
dijanima ili podnevnicima. Jedan medu njima (najceSce onaj koji prolazi
tockom (R, 0, 0)) naziva se nultim ili po¢etnim meridijanom. Geografska du-
ljina proizvoljne tocke na sferi je kut izmedu meridijana koji prolazi tom
tockom i nultog meridijana. Prema tomu, sve to¢ke koje leZze na istom meri-
dijanu imaju istu geografsku duljinu.

Lako se vidi da su tako definirani pojmovi geografske Sirine i duljine u
skladu s prije definiranom geografskom parametrizacijom sfere.

S obzirom na to da se pojmovi geografska §irina i duljina mogu opisati
s pomocu odgovarajuc¢ih kutova na sferi, postavlja se pitanje — moZe li se

Slika 5. Izometrijska $irina q na sferi
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na sli¢an nacin interpretirati izometrijska $irina. U tu svrhu proizvoljnom
totkom s geografskim koordinatama (g, ) na sferi % poloZzimo loksodromu
pod azimutom 7/4 (slika 5).

Prema (5.1) jednadZba te loksodrome u koordinatnom sustavu g, ) glasi:

A—2A =q—q,. (5.3)
Za to¢ku u kojoj loksodroma presijeca ekvator vrijedi
1 =q, =0. (5.4)
i za tu je tocku
7\,=)\.—Intg(—z—+—§-)=l-q‘ (5.5)
Iz relacije (5.5) proizlazi
q=>A—2. (5.6)

ili rijeCima: izometrijska Sirina proizvoljne tocke na sferi jednaka je razlici
geografske guljine ), promatrane tocke i geografske duljine (u $irem smislu)
A, toCke u kojoj loksodroma povucena kroz promatranu totku pod azimutom
/4 (45°) sijeCe ekvator.

Dakle, iako izometrijska $irina u svome nazivu sadrZi rije¢ »$irina« i obi-
¢no se na sferi formalno definira s pomoc¢u geografske $irine relacijom (4.11),
upravo je objaSnjeno kako se ona moze vrld jednostavno prikazati na sferi
kao razlika dviju odgovarajucih geografskih duljina.
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ISOMETRIC LATITUDE AND LOXODROME

The usual geographic parametric representation and the isometric para-
metric representation of a sphere are discussed Then, a new and very simple
definition of the isometric latitude is established on the basis of the relation
between the loxodrome and the isometric latitude on the sphere.
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