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Pregledni ¢lanak

UTJECAJ SILE TRENJA PRI MJERENJU DULJINA
VRPCOM PO TERENU

Miljenko SOLARIC i Asim BILAJBEGOVIC — Zagreb*

SAZETAK. U radu se analizira utjecaj sile trenja klizanja na rezultat mjere-
nja duljina vrpcom poloZenom po terenu. Zakljuéuje se da se zbog utjecaja
trenja_izmedu vrpee i terena.racunanje istezanja vrpce mora obavljati sa si-
lom Kkoja je jednaka aritmetickoj sredini_olitanja na_dinamometrima na po-
Cetku i na kraju mjerene duljine. To nije u skladu s postojecim Pravilnikom
za drZavni premjer IT-A (1956) bivie Jugoslavije. Geodeti ce se i u buduénosti
koristiti vrpcama pri mjerenju duljina i pored mjerenja duljina elektroop-
tickim daljinomjerima, jer vrpce posebno kod kraéih duljina daju pouzdanije
podatke.

1. UVOD

Danas geodeti naj¢esée mjere duljine duZina elektroni¢kim daljinomje-
rima. Medutim, odlu¢ili smo i pored toga objaviti ovaj rad jer se jo§ uvijek
geodeti koriste vrpcama pri mjerenju duljina, a i u bliZoj buducnosti ¢e to
tako biti iz dva razloga.

U prvom redu zbog prakti¢nosti osobito pri mjerenju duljina kratkih
duzina, kao na primjer u inZenjerskoj geodeziji u tvorni¢kim halama.

U drugom redu, jer pri mjérenju duljina klasiénim (obi¢nim) elektro-
nickim daljinomjerima posebno velike razlike (pogreske) potjetu od pro-
mjenjivosti adicijske konstante, te pri njihovoj upotrebi posebno kod mon-
taznih elemenata celi¢nih konstrukcija mogu nastupiti te§kocée. U tim sluca-
jevima bolje je (sigurnije) mjeriti duljine vrpcom nego obi¢nim geodetskim
elektroni¢kim daljinomjerima. Uostalom ni precizni elektronicki daljinomjer
Mekometar 5000 normalno ne moze mjeriti duljine manje od 20 m..

U mehanici, tj. statici (Migi¢ 1968, Andrejev 1969. ili Mufti¢ 1983) prou-
Cava se ravnotezno stanje tijela kad se u radun uzima i sila trenja klizanja.

Pri mjerenju vrpcom poloZenom po terenu na dodirnim plohama pojav-
ljuje se sila trenja klizanja, koja svojim djelovanjem mijenja silu zatezanja
vrpce izmedu njenih pojedinih toCaka. Upravo s toga razloga i istezanje vrpce
na njenim raznim mjestima bit ¢e razli¢ito, te ako se pretpostavi da je kon-
stantna sila zatezanja u vrpci, tada ¢e se uciniti stanovita pogreska. U ovom
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se radu Zeli upravo ispitati utjecaj sile trenja na njeno produljenje, kad se
mjeri vrpcom poloZenom po horizontalnom, koso polozenom i malo ispup-
¢enom terenu. Naime, u Pravilniku za drZavni premjer II-A (1956) bivse Ju-
goslavije napisano je "da se sila zatezan]a vrpce mora nominalno povecati za
iznos sile trenja koja se prethodno izmjeri, To, kao $T0 Ce se vidjetiiz daljnje
analize, nije to¢no. Svi izvodi ucinjeni su uz pretpostavku da je koeficijent
trenja klizanja izmedu vrpce i podloge jednak po citavoj duljini vrpce.

2. UTJECAJ SILE TRENJA NA REZULTAT IZMJERENE DULJINE
VRPCOM POLOZENOM NA HORIZONTALNU HRAPAVU PODLOGU

Razlika mjerene duljine vrpcom polozenom na hrapavu horizontalnu
podlogu i na idealno glatku horizontalnu podlogu pojavljuje se zbog toga $to:

— na idealno glatkoj podlozi sila zatezanja vrpce u svim njenim tockama
je konstantna, a

— na hrapavoj podlozi sila zatezanja vrpce u njenim raznim tockama
bit c¢e razlicita.

Naime, iz otpornosti materijala (Alfirevi¢ 1989. ili HlitCijev 1963.) poznat je
Hookeov zakon* o proporcionalnosti uzduzne deformacije i naprezanja koji se
moze izraziti jednadzbom:
B
Al = E A I (N

adje je: Al — produljenje vrpce pod djelovanjem sile F

! — ukupna duljina vrpce

A — povrsina poprecnog presjeka vrpce

E — modul elasti¢nosti vrpce ili Youngov modul, a moze se izraziti
jednadzbom E = p/g
¢ — uzduzna deformacija (¢ = Al/l)
p — naprezanje (p = F/A)
Bududi da je sila zatezanja u vrpci poloZenoj na hrapavi horizontalni pod

promjenljiva, produljenje vrpce u tom sluc¢aju racunat ce se iz izraza:
!

I
Af.m.ja.dx, )

0
gdje je:
I, — sila zatezanja vrpce na udaljenosti x od pocetne tocke A
Iz uvjeta ravnoteze po osi x za dio vrpce x (sl. 1) slijedi:

F,=F, + [ dT, 3)
1]

f =3;—!dx= )

* Robert Hooke, engleski fizi¢ar, formulirao ga je 1678. godine.

gdje je:
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Fa 1

A dT B

Slika 1. Mjerenje duljine vrpcom polozenom na horizontalnu hrapavu podlogu

(Fs < Fy) i izdvojeni elementarni dio vrpce u stati¢koj ravnotezi (dT — diferen-

cijal sile trenja, dG — diferencijal vlastite tezine, dN — diferencijal normalne
reakcije podloge i dF — diferencijal sile zatezanja).

a T — ukupna sila trenja na ¢itavoj duljini vrpce I, kad se pretpostavi da je
sila trenja klizanja jednako rasporedena po ¢itavoj duljini vrpce.

Nakon uvrstenja izraza (4) u (3), integriranja u jednadibi (2), te uvrste-
nja granica, bit ce:

L GO R R B
Buduci da je iz uvjeta ravnoteZe za Citavu vrpcu:
F,—F, —T=0, (6
bit ce:
Fo=F,+T. @)
Kad se izraz (7) uvrsti u jednadzbu (5), dobije se da je:
p=-plo (Bt ®)

Iz jednadzbe (8) slijedi da se produljenje vrpce mora racunati s aritmetickom
sredinom sila zatezanja na poéetku i na kraju vrpce kad se mjeri duljina
na hrapavoj horizontalnoj podlozi.

3. UTJECAJ SILE TRENJA NA REZULTAT IZMJERENE DULJINE
VRPCOM POLOZENOMI NA HRAPAVU KOSINU

Iz uvjeta ravnoteZze po osi x za dio vrpce x (sl. 2) slijedi da je sila zate-
zanja u vrpci na udaljenosti x izraZena jednadZzbom:

X
F,=F, + G, -sina + [dT, 9)
0
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Slika 2. Mjerenje duljine vrpcom polozenom na hrapavu kosinu kad je sila
F, > F, i izdvojeni elementarni dio vrpce u stanju ravnoteZe.

gdje je: G, — teZina vrpce duljine X, tj.
G’ =q-X, (10)
a q — teZina vrpce po duZnom metru vrpce.

Kad se izraz (10) uvrsti u (9), poslije toga to i izraz (4) u jednadzbu (2),
integrira i uvrste granice, bit ce:

AI=——1—(F. “I+(q -sina)-—zz——f—'l" ¢ i) e
E-A 2 2 E-A
_(2F.+q-lsinm+T)_ (1
2
Buduéi da je iz uvjeta ravnoteze za Citavu vrpcu:
F,—F,—G-sine —T =0, (12)
gdje je ukupna teZina vrpce jednaka:
G=gq-"l (13)
bit de:
Fo=F,+q-! sina+T. (14)
Kad se izraz (14) uvrsti u jednadzbu (11), dobije se da je:
Al:ﬁ' (E%Ifz) (15)

‘U sluaju kad je F, > F, (sL 3), nakon kraceg izvoda, dobije se takoder isti
izraz (15). Dakle, iz jednadzbe (15) slijedi da se produljenje vrpce mora racu-
nati s aritmetickom sredinom sila zatezanja na pocetku i kraju vrpce kad se
mjeri po hrapavoj kosini bez obzira na to je li F, > F, ili F, > F,,
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Slika 3. Mjerenje duljine vrpcom polozenom na hrapavu kosinu kad je sila
F. > Fy 1 izdvojeni elementarni dio vrpce u statickoj ravnotezi.

4. UTJECAJ SILE TRENJA NA REZULTAT IZMJERENE DULJINE
VRPCOM POLOZENOM NA HRAPAVU MALO IZBOCENU PODLOGU

Mala zakrivljenost podloge tesko se mozZe primijetiti. Primjerice, sve ceste
imaju zaobljene nivelete, te se takvi slutajevi — da je hrapava podloga na
koju se postavlja mjerna vrpca ispupéena mogu dogoditi.

dT Fudf
F*‘: idN [ =

\g’
Slika 4. Mjerenje duljine vrpcom poloZzenom po malo ispupéenoj podlozi kad je
sila Fy, > F, i izdvojeni elementarni dio vrpce u stati¢koj ravnotezi i ako je za-
nemarena njena vlastita tezina.
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U statici se (Misi¢, 1968. ili Mufti¢, 1983) proucilo tzv. uZetno trenje, tj.
kad se uzela u obzir i sila trenja klizanja izmedu uZeta i nepomicne cilin-
dri¢ne plohe polumjera R. Dobilo se da je sila u uZetu na proizvoljnom mjestu
odredena izrazom:

f
F,=F, refas=F, ek, (16)

gdje je:

F, — sila u uZetu (vrpci) u promatranom presjeku na udaljenosti s od
pocetne tocke A

F, — sila na pocetku uzeta

e — prirodni broj

f — koeficijent trenja klizanja izmedu uZeta i cilindri¢ne plohe polu-
mjera R

s — duljina uZeta od pocetne tocke do promatranoga zamisljenog pre-
sjeka

Ako se izraz (16) uvrsti umjesto F_ u jednadzbu (2) i ds umjesto dx, bit ce:
.
F, -1
Al=—-2_.|eR *.ds.
Al i J.e ds (17)
0
Nakon integriranja i uvrstenja granica, dobije se da je:
K R £
- LI (e Y G - 18
Ml=g=k ( f) e ) (18)
Bududi da je zas = [ i F, = F,, iz jednadzbe (16) slijedi:

£ i

F,=F, - eR . (19)
Ako se to uvrsti u jednadzbu (18), bit ce:
1 R
M=pa(3) - ®-R (20)
1z jednadzbe (19) slijedi da je:
B ek @1)
§ In Fy
F,
Uvrsti li se to u jednadzbu (20), bit ce:
0 PR 22)
a E-A Fb J =l
o -
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Ovo je to¢na formula. Medutim, ako se funkcija In rastavi u red:

E . [Fb i Fa (Fb - F.)3 | ]
g =2 F, +F, T3@ +F)y (23)

kad je (F/F,) > 0 te ako se uzme samo prvi ¢lan reda, bit ce:

F, F, — F,
o, =il Sl ANl 4
f F., 3 Fy + F, (24)
Ako se sada to uvrsti u jednadZbu (22), dobije se:
I F, + F,
e gsx [_2_] 23

tj. da ovo produljenje priblifno ovisi o aritmetic¢koj sredini izmjerenih sila
zatezanja vrpce na njenom pocetku i kraju.

Da bi se usporedili dobiveni rezultati po to¢noj formuli (22) i pribliznoj
(25), izracunane su vrijednosti u njihovim uglatim zagradama za odabrane
sile te ih se uvrstilo u tablicu 1. Za posljednju, u tablici 1, ekstremno veliku

Tablica 1. Usporedba dobivenih vrijednosti u uglatim zagradama po formuli (22)
i (25) gdje su sile izrazene u N

F, Fy [...1025) (.1Q222) |A=[.]1@2%—[.1(22)
SON | 525N | 51,25N 5124N 0,01 N
50 55,0 52,50 52,46 0,04
50 57,5 53,75 53,66 0,09
50 60,0 55,00 54,85 0,15

razliku sila zatezanja F, — F, pogre$ka racunanja vrijednosti u uglatoj za-
gradi po pribliznoj formuli ne premasuje 0,15 N. Dakle, moze se zakljuciti
da se, prakti¢no uvijek, sa zadovoljavajucom tocno$éu moze koristiti pri-
blizna formula (25).

U slucaju kad je izmedu tocaka A i B mala udubina, tako da je ona
manja od njenog progiba, tada se isto zbog hrapave podloge i povlacenja
vrpce pojavljuje sila trenja klizanja. Medutim, u tom sluc¢aju ona c¢e biti
manja, pa ¢e se takoder mjerenjem sile zatezanja na jednoj i drugoj strani
dobiti dobri rezultati.

5. POTREBNA TOCNOST MJERENJA SILE ZATEZANJA MJERNE VRPCE

Iz formule (8) moZe se odrediti s kojom se to¢noséu mora mjeriti sila
zatezanja mjerne vrpce a da se njeno produljenje odredi s odredenom sred-
njom pogreskom. Nakon kraceg izvoda dobije se da je:

E-A-)2
=—-——I——L/:'mal- (26)

Mg
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Na osnovi ove formule za razne duljine vrpce udinjena je tablica 2. sa slje-
dec¢im njenim znacajkama:

E = 200000 N/mm? (modul elasti¢nosti)
A =172 mm? (povrdina poprec¢nog presjeka)
my = 0,1 mm (srednja kvadratna pogreska produljenja vrpce)

Buduci da su dinamometri (vage) obi¢no namijenjeni za mjerenje mase,
u tablici 2, u trecem stupcu, potrebna to¢nost natezanja vrpce izraZena je i

Tablica 2. Potrebna je srednja pogreska odredivanja sile zatezanja vrpce, tj. mase
utega da bi se produljenje vrpce odredilo sa srednjom pogreikom
ma; = 0,1 mm

I(m) mg (N) mg (kg)

' 10 20,4 2,08
20 10,2 1,04
30 6,8 0,69
40 5,1 0,52
50 4,1 0,42

u kilogramima. Iz izraza (26) i tablice 2. vidi se da potrebna to¢nost odredi-
vanja sila zatezanja vrpce ovisi o duljini mjerene duljine, te da pri veéim
duljinama treba to¢nije odrediti silu zatezanja vrpce.

6. ZAKLJUCAK 1 PRIJEDLOG

U Pravilniku za drzavni premjer II-A (1956), na str. 119. u to&ki 8, pise
da trenje vrpce predstavlja dosta ozbiljan uzrok pogresaka, jer smanjuje
silu zatezanja. Stoga se u Pravilniku predlaZe da se najprije odredi sila trenja
tako da se vrpca pomakne s mjesta. U tom trenutku treba oditati silu na
dinamometru; ona pretstavlja traZenu silu trenja klizanja izmedu vrpce i
zemljiSta.

U posljednjem stavku tocke 8. piSe: »Pri mjerenju strana gradske poli-
gonometrijske mreZe trenje se uzima u obzir tako da se normalna sila zate-
zanja poveca za njegov iznos (tj. za silu trenja). Ali pri ratunanju popravki
za silu zatezanja to se poveéanje ne uzima u obzire,

Medutim, iz analize u prethodnim poglavljima i dobivenim formulama
za sva tri slu¢aja:

— hrapava horizontalna podloga,

— hrapava kosina i

— hrapava malo izbo¢ena ili malo udubljena podloga,
slijedi da se pri totnom mjerenju vrpcom po hrapavoj podlozi vrpce moraju
natezati dinamometrima na oba kraja, a produljenje vrpce se ra¢una s arit-
metickom sredinom sila zatezanja oba kraja.

Na kraju bi se moglo predloziti da se pri visoko toénom mjerenju dulji-
na po hrapavim podlogama ono izvodi tako da se vrpca i dinamometri oi-
tavaju u trenutku prije pocetka gibanja vrpce (tj. tako da je F, > F,) jedan-
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put u jednom smjeru, a drugi put u drugom smjeru, da je F, < F, sli¢tno
kao i pri mjerenju duljina invarskim Zicama »vuce« i »gurac.

Mora se napomenuti da su u radu dani ukupni iznosi rastezanja vrpca,
a kako je vrpca pri kompariranju zatezana isto nekom silom F,, treba je
oduzeti od sile F_ iod F,.
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INFLUENCE OF THE FRICTION FORCES BY MEASURING THE LENGTH
WITH TAPE ON THE GROUND

The influence of the friction forces on the result of length measuring
with the tape layed on the ground is analysed in the work. One has come
to the conclusion that the elasticity of the tape has to be calculated by means
of the force which is equal to the the arithmetic mean of the dynamometer
reading at the beginning and at the end of the length to be measured, because
of the friction influence occurring between the tape and the ground. It is
not compatible with the existing Book of Regulations for State Survey II-A
(1956) issued in the former Yugoslavia.
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