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KRITERIJI ZA OCJENU TOCNOSTI GEODETSKIH MREZA
Mira IVKOVIC, Puro BARKOVIC — Zagreb*

SAZETAK. Daju se ocjene toc¢nosti slobodnih geodetskih mreZa koje su opce-
prihvaéene. Toénost geodetskih mreZa izraZena je s pomocu lokalnih mjera
to¢nosti, globalnih mjera toénosti te kriterijske matrice.

UvoD

Ocjenom kvalitete geodetskih mreZa bavi se mnogo geodetskih struc-
njaka (Baarda, 1976, 1977; Pelzer, 1977; Augath, 1982; Niemeir, 1982, 1983;
Van Mierlo, 1978, 1982; Caspary, 1988; De Hens, 1982 i dr.), tako da postoji
mnogo radova s tog podrudja. Svi oni, svojim istrazivanjima, nastoje naci
mjeru kojom bi se mogla izraziti kvaliteta geodetskih mreZa. Postoje tri ve-
licine na koje se moZe djelovati a ¢ije promjene utjeCu na tofnost u mrezi:

1. Varijanca jedini¢ne teZzine §, moze se kontrolirati izborom pribora
i instrumentarija ili ponavljanjem mjerenja.

2. Konfiguracijska matrica A ovisi o geometriji mreZe tj. o poloZaju
toaka u njoj i mjerenjima koja ih povezuju.

3. Matrica teZina P sadrzi a priori teZzine mjerenja koje su funkcija
vrste mjerenja i njihove preciznosti.

Promjenom ovih veli¢ina moZe se prouzrociti promjena kvalitete geodet-

ske mreZe odnosno promjena u procjeni koordinata u njoj.

Mjerenja $to se obavljaju u svrhu racunanja koordinata geodetskih to-
¢aka stohasti¢ke su veli¢ine, pa su, dakako, i koordinate stohasti¢ke veliCine.
Njihova normalna distribucija vjerojatnosti, opisana s pomocéu kovarijancne
matrice, indicira moguce varijacije oko procijenjenih vrijednosti koordinata.
Osim toga razliCiti rezultati mogu proizi¢i i zbog eventualne pogresne pret-
postavke o stohastickom i matemati¢kom modelu mjerenja. Moguce razlike
zbog ulinjenih pogreS$aka u mjerenju, a i ostalih pogre$nih pretpostavki, dje-
luju na pouzdanost mreZe. Stoga je potrebno, prije analize toc¢nosti koordi-
nata, obaviti testiranje samih mjerenja.

Ako, dakle, mjerenja nisu to¢na, ne moZe se govoriti ni o to¢nosti koordi-
nata. To¢nost mjerenja definira se kao stupanj njegova priblizenja pravoj
vrijednosti, tj.:
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M? =E[(X — P)*}, M
gdje je P »prava« vrijednost mjerene veli¢ine. Ako je sada:
P25 ()
gdje je p ocekivanje stohastic¢ke varijable, tada je:
M? = g + B2 (3)

Iz ovog izraza slijedi da porast ¢? pokazuje smanjenje preciznosti, a porast
M znac¢i smanjenje toc¢nosti, odnosno da velika preciznost ne zna¢i i veliku
tocnost. Medutim, ako je §=0, bit ¢e M2=g2, tj. svaka mjera preciznosti je
i mjera to¢nosti. Stoga je vaZno da se prije analize to¢nosti mreZe grube po-
greS8ke mjerenja eliminiraju a sustavne pogreske reduciraju na beznacajne
veliCine, ako se mjera preciznosti ujedno koristi i za mjeru to¢nosti (Mikhail,
Gracie, 1981).

TOCNOST KOORDINATA GEODETSKE MREZE

Sve informacije o to¢nosti geodetske mreze daje kovarijancna matrica
K, procijenjenih parametara x. To¢nost koordinata toCaka mreZe ovisi o
obliku mreZe i to¢nosti mjerenih veli¢ina u njoj, te o pogreskama danih ve-
li¢ina. Pri preciznim radovima u inZenjerskoj geodeziji mreza se izjednacuje
u lokalnom koordinatnom sustavu, ili kao slobodna mreza, da bi se otklonio
utjecaj pogreSaka danih veli¢ina. Na to¢nost mjerenja moZe se utjecati izbo-
rom odgovarajuceg pribora i instrumentarija, metodom rada te ostalim uvje-
tima (dobri meteorolo$ki uvjeti, dobar opaZa¢ i sl.). Oblik mreZze pak ovisi
o terenskim prilikama, te o veli¢ini objekta radi kojeg se mreZa projektira.
Dakako, oblik ovisi i o sposobnosti geodetskog stru¢njaka da u danim uvjeti-
ma projektira mreZu koja ¢e najbolje odgovarati namjeni, ali koja ¢e zadovo-
ljiti i potrebnu to¢nost koja se u konkretnom slucaju trazi.

Ako se kofaktorska matrica mjerenja oznaci s Q=P (za neovisna mje-
renja), koordinate nepoznatih tocaka izracunat ¢e se u postupku izjednale-
nja metodom najmanjih kvadrata iz izraza:

x = Q,AP/, 4
gdje je:
A — konfiguracijska matrica,

! — vektor slobodnih ¢lanova,
Q, — kofakiorska matrica nepoznatih parametara.

Kovarijancna matrica nepoznatih koordinata dobiva se u postupku iz-
jednacenja posrednom metodom iz izraza:

K, = 0 Q, = o2 (ATPA)~ L. (5)

Vec¢ i za male mreZe kovarijancna matrica K, sadrzi mnogo brojeva raz-
li¢itih veli¢ina i predznaka, iz kojih je teS$ko bilo S$to zakljuliti o tocnosti
razmatrane mreze.
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Grafi¢ka interpretacija za regularnu (m, m) kovarijancnu matricu K,
moZe se izraziti iz kvadratne forme:

x—X)K'(x—%)=c (6)

Sto predstavlja jednadzbu grupe elipsa (hiperelipsoid) s centrom u x, a pa-
rametar ¢ ovisi o pretpostavljenom stupnju signifikantnosti. Iz linearne al-
gebre je poznato da se kvadratna matrica moze dekomponirati na svojstvene
vrijednosti ); i svojstvene vektore x;, koji se mogu naci i za kovarijancnu
matricu K (Faddeera, 1959).

o ] x;
K= X% %) O )“2 l @)
( 0 Am

Potom se iz svojstvenih vrijednosti ); mogu rac¢unati neke veliCine koje se
mogu primijeniti za ocjenu to¢nosti procijenjenih parametara.

LOKALNE MJERE TOCNOSTI GEODETSKE MREZE

Razmatra li se toCnost polozaja svake pojedine totke u mrezi, onda za
dvodimenzionalne mreZe ona moze biti izrazena s pomocu:

— standardnih devijacija za nepoznate koordinate,

— pogreSaka tocaka po Helmertu,

— pogresaka tocaka po Werkmeisteru i

— elipsa pogresaka.

Standardne devijacije koordinata to¢aka racunaju se iz blokova kovari-
jancne matrice, koji odgovaraju jednoj tocki, tj.:

G = V(Kx)u ili o, = g f (Qou (8)

S obzirom na vezu izmedu glavnih osi elipsa pogreSaka i svojstvenih
vn]ednosn kovarijancne matrice, tolnost poloZaja tocaka moze se izraziti
i s pomocu svojstvenih vrijednosti blokova kovarijancne matrice. Pogreske
to¢aka po Helmertu tada su zbroj svojstvenih vrijednosti, tj.:

A+ Ap = trag (K,); = min. 9

Pogreske totaka po Werkmeisterovoj definiciji izraZavaju se s pomocu
umnoska svojstvenih vrijednosti, odnosno:

At A = det (K);; = min, (10)
Ovaj izraz zapravo predstavlja povrSinu elipse pogresaka za koju se
nastoji da bude minimalna, tj.:
P =wnAB = w}/A;A; = min,

Kriterij to¢nosti poloZaja totke postavljen na ovaj nacin ima jedan veliki
nedostatak: moZe se dogoditi da totka s jednom vrlo velikom poluosi a dru-
gom vrlo malom poluosi bude proglasena dobro odredenom (jer ima malu
povrsinu elipse pogresaka).
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Sljedeci kriterij za ocjenu kvalitete odredivanja nove tolke moze biti
minimalna vrijednost velike poluosi, tj.:
Ay = min, (1

U ovom slu¢aju nema se uvida u vrijednost druge poluosi, $to je tako-
der vazno znati.

Zatim, to¢nost poloZaja to¢ke moZe biti izraZena s pomocu odnosa izme-
du glavnih poluosi njene elipse pogre$aka, odnosno s pomocu kvocijenta
svojstvenih vrijednosti:

Ay
— =>
Az
Zadovoljenje ovoga kriterija znali da je elipsa pogresaka degenerirala u
kruznicu.

(12)

GLOBALNE MJERE TOCNOSTI GEODETSKE MREZE

Ako se razmatra toCnost geodetske mreZe u cjelini, onda se polazi od
standardnog hiperelipsoida, koji je dan matri¢cnom jednadZbom:

xTK1x = I. (13)
Osi standardnog hiperelipsoida su:

m: i= la 2: caay 1M,

tj. ratunaju se iz svojstvenih vrijednosti kovarijancne matrice:
Kl (K: = Qv ako je g5 = l)

Izrazi za ocjenu to¢nosti izvedeni iz tako dobivenih svojstvenih vrijedno-
sti uzimaju u obzir i korelacijsku ovisnost izmedu to¢aka.

Kao mjera globalne to¢nosti moZe posluziti maksimalna svojstvena vri-
jednost L, od K  (Niemeier, 1982, He¢imovi¢ i dr. 1991). Mala vrijednost
hmax indicira dobru to¢nost nepoznatih parametara u geodetskoj mrezi. Ako
je pak A,,, znatno veca od ostalih svojstvenih vrijednosti ), onda ukazuje
na slabu zonu u razmatranoj mreZi. Globalna ocjena to¢nosti nepoznatih pa-
rametara izraZena s pomocu ), bila bi tada pogresna. U tom sluéaju treba
primijeniti bolje kriterije, npr. aritmeti¢ku sredinu iz svih svojstvenih vri-
jednosti kovarijancne matrice K, (Mierlo, 1982), tj.:

%Z A =%rrag (K,) = min. (14)

Zatim se moZe primijeniti geometrijska sredina od svojstvenih vrijed-
nosti:

Vh Ta o = | det(K,) = min. (15)



Ivkovi¢, M., Barkovié, D.: Tocnost geodetskih mreza, Geod, list 1992, 4, 465—472 469

Mjera za tofnost moze biti i razlika izmedu maksimalne i minimalne
svojstvene vrijednosti, tj.:

Amax — 1‘mm = 0. (16)

Mala razlika izmedu maksimalne i minimalne svojstvene vrijednosti znaci
da hiperelipsoid teZi hipersferi, a za neku geodetsku mrezu indicira da u njoj
postoji homogena to¢nost.

KRITERIJSKA MATRICA

Bolji natin ispitivanja to¢nosti mreZe jest usporedba s »umjetnome« ko-
varijancnom matricom tzv. kriterijskom matricom (Grafarend, 1979: Schmitt,
1980). Kriterijska matrica mora zadovoljiti neke zahtjeve (De Hens, 1982):

a) elipse pogresaka tocaka i relativne elipse pogre$aka moraju biti kruz-
nice,

b) relativna to¢nost izmedu dviju susjednih to¢aka mora biti ista u svim
smjerovima, odnosno kovarijancna funkcija q%; mora ovisiti o uda-
ljenosti izmedu tocaka tj.: q¥; = f(I;),

c) kriterijska matrica mora biti definirana u istom koordinatnom su-
stavu kao i kovarijancna matrica razmatrane mreze.

Prva moguénost u istraZivanju to¢nosti mreZe jest usporedba njenih
standardnih elipsa pogreSaka i dobivenih iz kriterijske matrice. Medutim, pri
klasi¢nom nacinu izjednacenja, dojam ce biti da to¢nost ovisi o izboru re-
ferentnoga koordinatnog sustava, jer ¢e se elipse razlikovati, ovisno o tom
izboru. Stoga se usporeduju kovarijancne matrice s pomocu nekih drugih
veli¢ina izrac¢unanih iz njih.

USPOREDBA KOVARIJANCNIH MATRICA

Analiza to¢nosti neke geodetske mreze moze se obaviti i usporedbom
njene kovarijancne matrice s drugom kovarijanvnom matricom (npr. krite-
rijskom matricom). Zeli li se obaviti ta usporedba, treba odabrati mjeru s
pomocu koje ¢e se ta analiza provesti.

Odgovarajuce kovarijancne matrice za dvije mreZe koje treba uspore-
diti su K, i K,. Dakako, analiziraju¢i samo kovarijancne matrice, te$ko je,
bolje rec¢i nemoguce ustanoviti koja je mreza bolja glede to¢nosti.

Jedan od nacina usporedbe dviju kovarijancnih matrica mogude je pro-
vesti s pomocu njihove razlike:

Kl b Kz.

Ako je dobivena razlika negativno semidefinitna matrica, tj. ako su sve
njene svojstvene vrijednosti razli¢ite od nule —negativhe—, moze se re¢i da
je prvi plan mjerenja mreZe bolji glede to¢nosti.

Ako je samo

(Ku < (K)u Vi,
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odnosno

trag (K,) < trag (K,),

to jo§ ne znaci, prema prethodnoj definiciji, da je K, bolje od K,. Dakle,
usporedujuc¢i samo tragove kovarijancnih matrica nepoznatih parametara,
za dva razliita dizajna mreze ili dva razli¢ita plana mjerenja mreZe, ne moze
se reéi da je onaj s manjim tragom kovarijancne matrice bolji.

Medutim, nije potrebno racunati sve svojstvene vrijednosti od K,—K,
da bi se obavila ova analiza. Dostatno je izracunati maksimalnu svojstvenu
vrijednost od K,—K,, te ako je ona negativna, toCnost mreZe reprezentirana
s kovarijancnom matricom K, bolja je od one izraZzene s kovarijancnom ma-
tricom K,. Valja istaknuti da sve navedene velic¢ine, koje sluZze kao mjera za
lokalnu i globalnu to¢nost geodetske mreze, nisu invarijantne na izbor refe-
rentnoga koordinatnog sustava. To znaci da pri klasi¢nom izjednacCenju us-
poredivanje dviju kovarijancnih matrica ima smisla samo ako su oba izjed-
nacenja provedena u istom koordinatnom sustavu, ili ako je izjednacenje
provedeno primjenom pseudoinverzije. U protivnom, ovaj nacin usporedbe
kvalitete dviju mreza, odnosno dviju kovarijancnih matrica nece biti ispravan.

Tada treba za ocjenu tocnosti upotrijebiti velicine koje su invarijantne
na ne-singularne transformacije.

Iz izraza
Kix=pK;x (17)

treba naci opée svojstvene vrijednosti koje su invarijantne na ne-singularne
transformacije. Za regularnu matricu K, slijedi:

K;lle: E.!.x, (18)
a odatle Rayleov kvocijent:
x 'K, x x K, x
= = max ——>—.
== R 0dnosno iy, ax T (19)
Velicina 1., — maksimalna opca svojstvena vrijednost — moZe poslu-

ziti kao mjera za usporedbu kvalitete dviju mreza, odnosno za usporedbu
dviju kovarijancnih matrica. Tada se, u slucaju da je p,,, = 1, moZe zaklju-
¢iti da je kovarijancna matrica K, bolja ili isto tako dobra kao i kovarijancna
matrica K.

ZAKLJUCAK

Iz svega $to je predodeno proizlazi da se u pronalaZenju mjera za ocjenu
to¢nosti geodetskih mreza pojavljuje mnogo razli¢itih problema. Pri analizi
slobodnih geodetskih mreZa izjednacenih klasi¢cnim nacinom, treba voditi
ra¢una o tomu da sve navedene lokalne mjere tocnosti nisu invarijantne na
izbor referentnoga koordinatnog sustava. U tom slucaju moZe se izjednace-
nje provesti primjenom generalizirane inverzije. Tada lokalne mjere bolje
oznaduju postignutu to¢nost nepoznatih koordinata.
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Medutim, lokalne mjere to¢nosti ne uzimaju u obzir korelativhu ovisnost
izmedu pojedinih to¢aka u mreZi, pa ne odrazavaju pravo stanje o postignu-
toj toCnosti. Stoga se kao bolje mjere za kvalitetu geodetske mreze primje-
njuju globalne ocjene to¢nosti. Globalne mjere ocjene to¢nosti izrazene su s
pomocu veli¢ina izracunanih iz svojstvenih vrijednosti cijele kovarijancne
matrice K,. Ali i globalne mjere ocjene to¢nosti nisu invarijantne na izbor
referentnoga koordinatnog sustava, te o tomu valja voditi racuna pri analizi
kvalitete neke geodetske mreze.

Kao nacin ocjene toc¢nosti geodetske mreZze moze se primjeniti i uspo-
redba njene kovarijancne matrice s nekom drugom kovarijancnom matri-
com (npr. kriterijskom matricom). U tom slu¢aju, ako se usporeduje tocnost
dviju mreza, onda se to moZe uciniti samo za one koje imaju isti broj tocaka
odnosno koje imaju kovarijancne matrice istih dimenzija (Bjerhammar, 1973)
Samo tada se mogu za njih obaviti ranije navedene analize.

Pravilan izbor mjere za ocjenu toc¢nosti geodetske mreze osobito je vazan
u optimiranju geodetskih mreza (Ninkov, 1989). Naime, cilj optimiranja geo-
detskih mreZa upravo je ostvarivanje vece to¢nosti njenih parametara, pa
tek poznavanjem mjere kojom se ta to¢nost izraZzava moZe se analizirati us-
pieSnost optimiranja (Schmitt, 1981).
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CRITERIONS FOR ACCURACY ESTIMATION OF GEODETIC NETWORKS

The paper reviews various type of measures to express the accuracy in
free geodetic networks. The accuracy of geodetic networks has been expressed
by means of global measures, local measures and a criterion matrix.
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