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Pregledni ¢lanak

SEKVENCIJALNI POSTUPAK IZJEDNACENJA
GEODETSKIH MREZA

Nevio ROZIC — Zagreb*

SAZETAK. U ovom je radu predocen postupak sekvencijalnog izjednacenja
geodetskih mreZa, utemeljen na primjeni linearnog modela Gauss-Markova i
nacela najmanjih kvadrata. Provedena je usporedba Klasiénog postupka iz-
jednacenja mreZe sa sekvencijalnim postupkom u slucaju kada se u izjedna-
cenje ukljucuju nova ili izostavljaju veé izjednacena merenja, a broj nepo-
znanica ostaje stalan. U prilogu je primjer sekvencijalnog izjednacenja ni-
velmanske mreZe u oba karakteristicna slucaja.

1. UVOD

Nakon provedenog izjednacenja geodetskih mreza moze se naknadno
pojaviti potreba za ponovnim izjednacenjem. Razlozi koji uzrokuju ovu po-
trebu, uz uvjet stalnosti broja nepoznanica, mogu biti: dostupnost novih na-
knadno provedenih mjerenja, naknadno uolena pogre$nost pojedinih mjere-
nja ve¢ obuhvacenih prethodnim izjednacenjem ili sromne mogucénosti ra&u-
nala u pogledu istodobne obrade opseznog broja podataka, posebice velikog
broja mjerenja.

Promjenom mjerenja ukljucenih u izjednacenje mijenjaju se i definitiv-
ne (izjednacene) vrijednosti nepoznanica s pripadnom ocjenom toénosti.
Stoga je neophodno ponavljanje postupka izjednatenja kako bi se odredile
nove definitivne veli¢ine. Njihovo odredivanje moZe se provesti na dva naéina.
Prvi se temelji na ponavljanju klasi¢énog postupka izjednadenja mreze (Hop-
cke, 1980), dok se drugi temelji na primjeni tzv. sekvencijalnih postupaka iz-
jednacenja (Mikhail i Ackerman, 1976; Baran, 1982; Pelzer, 1985).

Ponavljanje klasi¢nog postupka pretpostavlja provodenje cijelog izjedna-
¢enja od formiranja jednadZbi popravaka azuriranih mjerenja, pa do defi-
nitivne kontrole izjednacenja. Sekvencijalni postupci pri odredivanju novih
definitivnih veli¢ina, prvenstveno nepoznanica i pripadne matrice kofaktora,
polaze od definitivnih veli¢ina dobivenih prethodnim izjednafenjem.

Postupak sekvencijalnog u odnosu na ponavljanje klasi¢nog izjednacenja
ima, u odredenim slu¢ajevima, stanovite prednosti. Naime, klasi¢ni postupak
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nije ekonomican glede opsega racunanja, osobito za veéi broj nepoznanica,
jer ne uzima u obzir prethodno obavljeno izjednacenje. Ponavljanjem kla-
si¢nog postupka moguca je pojava novih pogre%aka kao i mepotrebna opte-
reCenost rafunala, usprkos eventualnoj primjeni programske podrike. Ne-
poznanice i pripadna matrica kofaktora pri ponovnom izjedna¢enju malo se
mijenjaju u odnosu na iste veli¢ine iz prethodnog izjednacenja, jer su njihove
promjene posljedica relativno malog broja novouvedenih ili iskljuéenih mje-
renja.

2. KLASICNI POSTUPAK IZJEDNACENJA

Suvremeni postupci izjednacenja geodetskih mreza (Caspary, 1988) Tte-
melje se na linearnom Gauss-Markovljevom modelu koji, primijenjen na
podatke mjerenja ostvarene u geodetskoj mreZi, ima oblik jednadZbi poprava-
ka posrednih mjerenja

v=A x-—1, ..P €))

nxl nxu uxl nxi nxn
gdje su:

v — vektor popravaka mjerenja,

A — matrica koeficijenata jednadZbi popravaka,

x — vektor nepoznanica ili nepoznatih parametara modela,
1 — vektor prikracenih mjerenja,

P — matrica teZina mjerenja,

n — broj mjerenja,

u — broj nepoznanica.

Izjednacenje mjerenja i nepoznanica, primjenom sustava jednadzbi (1),
moguce je samo uz prisutnost stanovitog broja prekobrojnih mjerenja

f—=n—u, )

tj. uklonjen defekt konfiguracije (Welsch, 1978) i uvodenje dodatnih poda-
taka neophodnih za definiciju datuma mreZe (Caspary, 1988). Primjenom
naCela najmanjih kvadrata

v'P v = minimum, (3)

uklanja se viSeznac¢nost rjeSenja sustava (1), te je nakon sastavljanja normal-
nih jednadzbi

Nx —n=0, @
gdje je matrica koeficijenata normalnih jednadzbi
N =A'PA (3)
i vektor apsolutnih ¢lanova
n=A>P] (6)

odreden vektor nepoznanica

X = Qun. @)
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Matrica kofaktora Q,, odredena je, prema odabranoj definiciji datuma,
invertiranjem matrice N, uz primjenu Cayleyeve regularne inverzije u slucaju
definicije konvencionalnog datuma ili pseudoinverzije u slu¢aju optimalnog
datuma.

Pri ponavljanju izjednalenja koristi se isti postupak. Medutim, neop-
hodno je razluciti dva karakteristicna slucaja koji pritom mogu nastati. Ako
je u prethodnom izjednacenju koriSten sustav jednadzbi popravaka

Vi —=A1X—-11, ...P], (8)

kojim je obuhvacen broj mjerenja n,, uz broj prekobrojnih mjerenja f,, tada
se pri ponovnom izjednacenju uspostavlja sustav (1), kojemu su u odnosu
na sustav (8) dodana nova mjerenja ili se neka ve¢ izjednadena mjerenja iz
sustava (8) izostavljaju.

a) Ukljucivanje novih mjerenja

Ukljucivanjem novih mjerenja u izjednacenje sustavu jednadzbi (8) do-
daje se sustav jednadzbi popravaka

vz =Ax — 13 ..P, )

kojim je obuhvaéen broj novouvedenih mjerenja n,. Ukupni broj mjerenja
ukljuéenih u izjednacenje tada je

n=n; +n, (10)
dok je broj prekobrojnih mjerenja
f = fl i n:. (l l)

Sustavi jednadzbi (8) i (9) Cine cjeloviti sustav jednadzbi popravaka

MENES I | 02

ali uz provedeno horizontalno rastavljanje pripadnih vektora i matrica. Pri-
tom su broj i vrst nepoznanica, u vektoru nepoznanica X, ostali isti. Prema
izrazu (3) uvodi se nacelo minimuma koji se, uslijed rastavljanja, moZe izra-
ziti ovako:

v
V Py = [V, V,] P [V‘] v, P, v, vy Py v, (13)
2

b) Izostavljanje mjerenja

Pojedina mjerenja, obuhvacena prethodnim izjednaCenjem, mogu se
izostaviti pri ponavljanju izjednacenja. Stoga se provodi horizontalno rastav-
Ijanje u sklopu sustava jednadzbi (8), tako da prvi dio sustava odgovara su-
stavu jednad’bi popravaka pri ponovljenom izjednacenju, a drugi mjerenji-
ma koja se iz izjednacenja izostavljaju

MBI ES L Y s
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Neophodno je paziti na minimum prekobrojnih mjerenja, jer nakon izo-
stavljanja broja mjerenja n, mora biti zadovoljeno

f=n—u=>=0, (15)
ako je ukupni broj mjerenja
n=n; — n,. (16)

Nacelo minimuma (3) primijenjeno na sustav (14), uslijed rastavljanja, je

v
VP v, = [v, W] P, [v ] =v'Pv+ vy P,v,. (17)
2

Buducdi da se pri ponovnom izjednacenju zahtijeva
v' P v = minimum,
iz izraza (17) slijedi
ViPv=v{ P, v, — v, P, v, = minimum. (18)

Nacelo minimuma, izvedeno s obzirom na rastavljanje pripadnih vektora
i matrica (izrazi (13) i (18)), moze se poopciti uvodenjem alternativnog pred-
znaka (=)

vViPy = \'tl P] Vi o0 \":- I)E Va, (19)

tako da istodobno odgovara i jednom i drugom opisanom slu¢aju. Uvr§tava-
njem izraza (8) i (9) u izraz (19), slijedi zbroj kvadrata popravaka

VIPv=(A;x— 1)'Pi (A x — 1) = (A, x — 1)'Po (A, x — 1),  (20)

kojim su radi uvjeta minimuma, uz oznake

N, =A"P, A, (21
N, =AL P, A, (22)
ny, = AP 1y, (23)
n,, =A% P, 1,, (24)
odredene pripadne normalne jednadzbe

(Ni1 = Nyp)x —(ng +n,,) =0. (25)

Matrica koeficijenata normalnih jednadibi je
N =N;; 4+ N;, (26)

i vektor apsolutnih ¢lanova normalnih jednadzbi
N =Ny, -+ Ny, (27

Kako je postupak sastavljanja normalnih jednadzbi u cijelosti ponovljen,
neophodno je i ponovno odredivanje inverzije matrice N. Kao u prethodnom
izjednacenju, traZzena inverzija se, prema odabranoj definiciji datuma, odre-
duje Cayleyevom inverzijom ili pseudoinverzijom, tj.

Qu = N1 =(N,;; + N,,)~L. (28)
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Time je odreden i definitivni vektor nepoznanica
x = (N;; + Nj3)™' (nyy £ ny). (29)

Vidljivo je da se izjednacCene veli¢ine iz prethodnog izjednaenja u po-
novljenom postupku ne koriste, te da se ponovno provode svi koraci izjedna-
¢enja ukljucujuéi i racunski najopseZnije rjeSavanje normalnih jednadzbi.
Neophodno je istaknuti da definitivne veli¢ine iz prethodnog izjednacenja,
odredene samo na postavu sustava jednadzbi popravaka (8), nisu jednake re-
zultatima odredenim izrazima (28) i (29). Stoga je potrebno uvesti i formalno
razli¢ite oznake u prethodnom izjednacenju od oznaka koje se koriste pri po-
novnom izjednaCenju. Stoga se uvodi sustav jednadzbi popravaka, koji je
ekvivalentan sustavu (8), tj.

Vo =A;%X, —1;, ..P,. (30)
Pripadne normalne jednadZbe su
Nyi1 X —n,, =0, (1)
dok je vektor nepoznanica
X, = Nyl ng, (32)
i matrica kofaktora
Qll = Tll- (33)

Usporedba izraza (32) i (33) s izrazima (28) i (29) jasno pokazuje razlidi-
tost definitivnih veli¢ina, iako su matrice A,, N,, i vektor 1, u oba postupka
numericki jednaki.

3. SEKVENCIJALNI POSTUPAK IZJEDNACENJA

Osnovna zamisao na kojoj se temelji sekvencijalni postupak izjednacenja
geodetskih mreZa jest izvodenje rekurzivnih formula za odredivanje defini-
tivnih veli¢ina pri ponovnom izjednacenju iz definitivnih veli¢ina prethodnog
izjedna¢enja. Definitivnim se veli¢inama pritom prvenstveno smatraju vek-
tor nepoznanica X i pripadna matrica kofaktora Q,,. Ujedno se odreduju
pripadne vrijednosti popravaka, izjednadenih mjerenja i ocjene tocnosti.

Osnovno nacelo sekvencijalnog postupka izjednacenja odredeno je izra-
zom (19). To je poopdeni uvjet minimuma prilagoden ukljudivanju novih ili
izostavljanju postojec¢ih mjerenja. Buduci da je vektor nepoznanica x, odre-
den izrazom (32) u sklopu prethodnog izjednalenja, veoma dobra procjena
(priblizna vrijednost) vektora nepoznanica pri ponavljanju izjednacenja, usli-
jed utjecaja malog broja novih ili izostavljenih mjerenja, odreduje se pri-
padni popravak tog vektora dx (Linkwitz, 1968), tako da je

x =X, +dx. (34)

Uvrstenjem tako definiranog vektora nepoznanica u sustav jednadzbi
popravaka (8)

Vi = AIXD T Aldx_lly (35)
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izraZeni su popravci mjerenja v,. Budu¢i da su od ranije poznati popravci
v,, odredeni izrazom (30), $to su takoder veoma dobre procjene popravaka
v,, moZe se uvesti

Vi =V, -+ dv, (36)
Iz izraza (35) i (36) slijedi
Vo +dvy =A;x, +F A dx—1,, (37)
a usporedba s izrazom (8) odreduje
dv, =A;dx, ...P,. (38)
Ovaj izraz pokazuje da vektor nepoznanica dx dovodi i do odgovaraju-
Ceg popravka dv, kojim se korigiraju popravci mjerenja v, iz prethodnog
izjednacenja.

Popravci mjerenja odredeni izrazom (36) uvode se u poopceni uvjet mi-
nimuma, tj.

VIPv = (v, +dv,)'P, (v, + dv,) = vV, P, v,. (39)
Nakon transponiranja i mnoZenja
V'Pv=vpP, Vv, +dVy Py v, + V, P, dv, + dv} P, dv, &+ V4 P, vy, (40)
uslijed jednakosti bilinearnih oblika
dv, P, dv, — v, P, dv,, (41)
slijedi
VIPv=v,P,v, +2dv, P, v, +dv, P, dv, + v, P, v,. (42)

Drugi ¢lan ovog izraza s desne strane znaka jednakosti jednak je nuli.
Naime, uvrstenjem transponiranog izraza (38) u taj ¢lan slijedi

2dvy P, v, = 2dx' AL P, v, = 0, (43)

jer je kontrola ratunanja popravaka mjerenja u prethodnom izjednacenju
(Feil, 1989)

AYP,v, =0. (44)
Tako izraz (40) poprima oblik
VIPvy=v, P, v, +dv P, dv, + v}, P, v,. (45)
Kako je u prethodnom izjednacenju bio zadovoljen uvjet
vy Py v, — minimum, (46)

pri ponovljenom izjednacenju takoder mora biti, uslijed izraza (19), zado-
voljeno

® = dv4 P, dv, + v, P, v, = minimum. (47)

Vektor nepoznanica odreden izrazom (34) neophodno je uvesti i u sustav
jednadzbi popravaka (9)

Oy Ry b Ayl P (48)
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Definiranjem reduciranog vektora prikracenih mjerenja

—L =A%, — 13, (49)
sustav jednadzbi popravaka novouvedenih ili iskljuenih mjerenja je
\zfA:dX"L_‘ H.I)z. (50)

Sustavi jednadzbi odredeni izrazima (38) i (50) odreduju cjeloviti sustav
jednadzbi popravaka u sekvencijalnom izjednacenju

o] =[a]e- ) =) @

koji odgovara poopéenom uvjetu minimuma danog izrazom (47).
Ovaj uvjet je uz izraze (38) i (50)

O =(A,dx)'P,(A; dx) - (A,dx — L)'P,(A,dx — L), (52)
te nakon transponiranja i mnoZenja
q):dx‘ A'lP!A| dx ‘I: (dxl Atz I)z Az dx — L' I’z .&: dx - d.‘(l .‘\Iz I)zL —E"

FL'P; L). (53)
Zadrzavanjem oznaka uvedenih izrazima (21) i (22), uz
—ﬁzz - _A'z P, L, (54)

te traZenjem minimuma funkcije @, dane izrazom (53), odredene su normal-
ne jednadzbe

(Nyy = N,,)dx + n,, = 0. (55)
Vektor nepoznanica dx tada je
dx = (Ny; &= Nap)™ ' (£ng)). (56)

Ovim izrazom jo§ uvijek nije definiran rekurzivni izraz za odredivanje
defmltwne vruednost: vektora nepoznanica X na temelju vektora nepoznanica

. Naime, nije rijeSen problem odredivanja inverzije matrice koeficijenata
normalmh jednadzbi danih izrazom (55), koji se pri ponavljanju klasu‘.nog
postupka izjednafenja rje$ava prema izrazu (28). Takav postupak nije ufin-
kovit, pa se korisno moZe primijeniti relacija kojom je definirana inverzija
zbroja ili razlike dviju kvadratnih i simetri¢nih matrica (Mikhail i Ackerman,
1976), uz uvjet da se poznaje inverzija prve matrice u zbroju odnosno razlici.
Za matricu koeficijenata, uzevsi u obzir oba karakteristi¢na sluc¢aja, normal-
nih jednadZbi, odredenu u izrazu (55), uz uvodenje izraza (22)

(Nj; £ N;z3) =Ny, 2 AP, A)), (57
odredena je prema (Mikhail i Ackerman, 1976) inverzija
(Ny; 2 A% P, A = N7 F Ni' A (P7' 4 A, Nt AY) ™1 A, N
(58)

Inverzija se moZe smatrati regularnom bez obzira na eventualnu singu-
larnost matrice N,,, jer je u slu¢aju definicije odgovarajuceg datuma mreze
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odredena prethodnim izjednacenjem, tj. izrazom (33). Iako je na prvi pogled,
odredivanje inverzije ra¢unski sloZeno, u prakti¢nom pogledu se jednostavno
provodi, jer su matrice P,, odnosno (P;! + A, Nj,' AY) malog formata. U
slu¢aju dodavanja, odnosno oduzimanja samo jednog mjerenja — to su ska-
lari. Uvodenjem izraza (33) u izraz (58) i supstitucije

B=(Pz'+A;Q,,AY), (39)
slijedi
(Nyy 2 A%P,A,)"'=Q; FQui:1AYB1A,Q,, = Q. (60)
UvrStenjem ove inverzije u izraz (56)
dx:iQnﬁzz;QuA‘z B~ A, QM2 (61)

te istodobnim dodavanjem i oduzimanjem ¢lana Q,,A,'BIL, ¢ime se pretho-
dna jednadzba ne mijenja, slijedi

dx = Qll A'z B-l_ I-' - Ql! Atz B_1 L :i: Qll ﬁ22 $ QI 1 A‘z B“l ‘AZ Qll 621-
(62)
Drugi, odnosno prvi, po redu ¢lan u prethodnoj jednadzbi (Hopcke, 1980)
moZe se transformirati uvodenjem u produkt jedini¢ne matrice
I=P; P, (63)
pripadnog formata, tj.
Qi AYB'L=Q,; AYB~'IL=Q,; AYB~'P;'P, L. (64)
_ Stoga je izraz (62), nakon uvr$tenja izraza (54) i odgovarajudeg izludiva-
nja
dx = +£Q A3B™'L T Q; A5B~' (P! + A, Q,, Ay P, L +-Q,; AY PE.L)-
65

Uslijed izraza (59) posljednja se dva ¢lana u ovoj jednadzbi ponistavaju,
te je naposljetku

dx=4+Q, A B~ 'L. (66)
Uz supstituciju
F=Q, A} B! (67)

i izraz (34), definitivni oblik rekurzivne formule za odredivanje vektora ne-
poznanica je

x =x, 4+ FL. (68)

Matrica kofaktora Q,,, odreduje se primjenom zakona o prirastu kofak-
tora na izraz (34)

Qu =t QI ¥ T ledx' (69)

Buduc¢i da je matrica kofaktora Q_, odredena izrazom (60), slijedi
dedt -__QH_Q!I = ; QEIAIZ B_lAz Qu! (?0)
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pa je uz supstituciju (67)

ledl = F FAz Qno

Stoga je definitivni oblik rekurzivne formule za odredivanje matrice
kofaktora Q_,

Q::_'Qn -‘.:l:AlQll' (?I)

Odredivanjem vektora nepoznanica i pripadne matrice kofaktora rekur-
zivhim nacinom odredeno je rjeSenje primjereno postupku sekvencijalnog
izjednacenja. Popravci mjerenja odreduju se na temelju sustava jednadzbi
(51) ¢ime je omoguceno odredivanje izjednacenih vrijednosti mjerenja kao
i racunanje zbroja kvadrata popravaka neophodnog za ocjenu to¢nosti. U
slu¢aju da popravci za mjerenja iz prethodnog izjednacenja nisu potrebni,
zbroj kvadrata popravaka odreduje se na temelju izraza (45) i (47). U izrazu
(45) prvi je ¢lan viP,v, poznat iz prethodnog izjednalenja, dok se zbroj kva-
drata popravaka @ jednostavno odreduje transformacijom izraza (53). Nakon
izluCivanja slijeva vektora dxt iz prvog, drugog i ¢etvrtog ¢lana, te produkta
LP, iz treceg i petog Clana, slijedi

®=dx'(AY P, A;dx + (AL P, A, dx — AP, L) TL'P,(Adx —L). (72)
Uslijed izraza (49) i (55)
®=FLLYYP,v, (73)
tako da je
viPv=v,P,v, + L5P,v,. (74)

Primjenom izraza (74), osnovni kriterij ocjene tofnosti mjerenja odreden
je referentnom srednjom pogreSkom

viPv
Mg = V_ f ] (}'5)

Jednostavno se izvodi i ocjena tocnosti izjednacenih mjerenja primjenom
zakona o prirastu kofaktora na funkciju izjednafenih mjerenja (Feil, 1989).
Oznadiv$i matricu kofaktora izjednacenih mjerenja

i Q1|l thz
Q= Ql;l: QI;I;] (76)
i primjenom prirasta kofaktora
Q= AQuA = 1A, Al [y ] ()
slijedi
Qi — A1 Qi Ay, (78)

sz == Az Qn A'z- (79)
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Na kraju treba napomenuti da se sekvencijalni postupak izjednacenja
ucinkovito moZe primijeniti samo u slu¢aju kada broj nepoznanica pri sva-
kom narednom izjednacenju ostaje stalan. Prema klasifikaciji sekvencijalnih
izjednaCenja (Baran, 1982) njihova je primjena moguca i u sluéaju kada se uz
mjerenja mijenja i broj nepoznanica (Swiatek, 1983).

Za razliku od prikaza sekvencijalnog postupka izjednacenja (Pelzer, 1985),
a temeljenog na radu (Linkwitz, 1968), u izlozenom je postupku sekvencijalno
izjednaCenje izvedeno uz dosljednu primjenu posrednih mjerenja, tj. Gauss-
-Markovljevog modela i nacela najmanjih kvadrata. U (Pelzer, 1985) prikazan
je odgovarajuci postupak sekvencijalnog izjednacenja izveden iz transforma-
cije posrednih na izjednacenje koreliranih uvjetnih mjerenja. Odredene mo-
difikacije sekvencijalnog izjednadenja, temeljene na transformaciji sustava
normalnih jednadZzbi, predocene su u (Linkwitz, 1968; Wolf, 1968. i Hépcke,
1980), dok je u (Mikhail i Ackerman, 1976) obuhvadeno samo sekvencijalno
izjednaCenje uvjetnih mjerenja. Osim toga, u ovom je radu postupak poop-
cen, jer obuhvaca oba karakteristi¢na slucaja sekvencijalnog postupka iz-
jednacenja a to je slu¢aj dodavanja novih kao i uklanjanja postojeéih mje-
renja.

4. ZNACAJKE I PRIMJENA SEKVENCIJALNOG POSTUPKA IZJEDNACE-
NJA

Analiza sekvencijalnog postupka izjednacenja ukazuje na odredenc zna-
Cajke:

— Sekvencijalno izjednacenje rezultira strogim rjeSenjem rekurzivnog
oblika koje je u suglasju s nacelom najmanjih kvadrata, a utemeljeno na li-
nearnom Gauss-Markovljevom modelu kao osnovici za suvremenu obradu
podataka.

— Rekurzivnost izvedenih formula omoguéuje koristenje definitivnih
veliCina iz prethodnog izjedna¢enja uz njihovo azuriranje za utjecaj novouve-
denih ili izostavljenih mjerenja.

— Sekvencijalni postupak izjedna¢enja jednako se uspjesSno primjenjuje
bez obzira na uvedenu definiciju datuma mreza. Jedini preduvjet za njegovu
primjenu jest poznavanje vektora nepoznanica i pripadne matrice kofaktora
iz prethodnog izjednaéenja. Prema uvedenoj definiciji datuma (Rozié, 1991),
matrica kofaktora je u prethodnom izjednaCenju odredena kao Cayleyeva

inverzija ili pseudoinverzija a ta ¢injenica ne utjece na ucinkovitost primjene
algoritama.

— Sekvencijalni postupak izjednacenja omoguéuje kontinuirano doda-
vanje novih ili ispustanje postoje¢ih podataka (mjerenja) iz modela uz gotovo
trenutacno odredivanje definitivnih veli¢ina i pripadne ocjene tocnosti.

— Algoritam sekvencijalnog izjednacenja je programibilan, te se jedno-
stavno moze uobli¢iti u nekom od visih programskih jezika. Primjenom racu-
nala i takve programske podrske, sa stalnim dotokom novih informacija (mje-
renja), omogucena je »trenuta¢na« obrada podataka te odredivanje definitiv-
nih veli¢ina i ocjene to¢nosti.
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— Sekvencijalnim postupkom izjednacenja moguce je ras¢anjivanje utje-
caja pojedinih mjerenja na nepoznanice i pripadnu toénost. Ova je mogué-
nost posebno vaZna pri analizi geometrijske konfiguracije geodetskih mreza.

— Sekvencijalnim izjednacenjem jednostavno se odreduje to&nost »a
posteriori« novouvedenih mjerenja, §to, ako postoji moguénost primjene pro-
gramske podrske i racunala pri samoj izmjeri mreZe u »on-line« na¢inu rada,
moze posluZiti kao kriterij njihove kvalitete.

— Sekvencijalni postupak izjednaéenja djelotvoran je pri dodavanju ili
isklju¢ivanju malog broja mjerenja (jedno ili dva). Nepovoljan je utjecaj go-
milanja pogreSaka uslijed nedostatnog broja znafajnih decimalnih mesta.
ViSestrukim ponavljanjem izjednacenja, ove pogre§ke mogu poprimiti velike
iznose.

Navedene znaCajke postupka sekvencijalnog izjednaenja odreduju i po-
drucje primjene. Iako se osnovna primjena moze naci u sklopu obrade poda-
taka geodetskih mreZa, vaZno podru¢je primjene nalazi se pri obradi podata-
ka mjerenja razliitih fizikalnih veli¢ina, npr. temperature tlaka i sl. U tak-
vim je slu¢ajevima, uglavnom uslijed primjene automatiziranih mjernih in-
strumenata osiguran stalan priljev novih mjerenja. Sekvencijalno izjedna-
¢enje tada omogucuje, u svakom trenutku, odredivanje definitivnih vrijed-
nosti nepoznanica. Idealnu kombinaciju pritom é&ni mjerni instrument ne
posredno povezan s rafunalom i pripadnom programskom podrikom.

Pri obradi geodetskih mreZa sekvencijalno izjednaenje ima primjenu
na nekoliko podrudja; prvenstveno u sklopu dizajna treceg reda (Ninkov,
1988), tj. poboljSanja to¢nosti ve¢ uspostavljenih geodetskih mreza. Stanovito
ograni¢enje predstavlja to $to se u sklopu sekvencijalnog izjednacenja ma-
trice tezina prethodno izjednacenih mreZa ne smiju mijenjati (stati¢ki model
dizajna treceg reda) i da broj nepoznanica mora ostati stalan.

Primjena sekvencijalnog izjedna¢enja moguca je i u sklopu dizajna prvog

reda. Naime, programskom simulacijom projekta geodetske mrezZe i primje-
nom sekvencijalnog izjednacenja moguce je ras¢lanjivanje utjecaja svakoga
pojedinog mjerenja na poloZajnu tofnost mreZe, a glede njene geometrijske
konfiguracie. Takav je postupak u odredenoj mjeri empirijskoga karaktera,
medutim mogucnosti definiranja bitno razli¢itih geometrijskih konhguracua
iste mreZe, s obzirom na terenske u\r]ete, zadatak koji se mrezom rjesava i
vrst mjerenja, nisu velike. Stoga se i primjenom takve »empirijske« simula-
cije, tj. postupka koji nije potpuno teorijski egzaktan, mogu ostvariti povolj-
ni rezultati.
i Primjena sekvencijalnog izjednacenja moguca je i u terenskim uvjetima
gdje pruza zanimljive mogucnosti u pogledu »trenutacne« ocjene tocnosti
mjerenja »a posteriori« i uvida na utjecaj svakoga pojedinog mjerenja na
nepoznanice i polozajnu to¢nost. Pretpostavka za takav »on-line« nacin rada
jest prijenosno racunalo (lap-top) koje je spojeno s mjernim instrumentom,
te tako osiguran izravan prijenos podataka mjerenja (RozZi¢, 1992.a) i trenu-
tatna obrada. Ovakav oblik primjene sekvencijalnog izjednacenja moze se
preporuciti posebno pri uspostavi ili izmjeri geodetskih mreZza posebnih na-
mjena (RoZi¢, 1991). Dakako, pri takvom nacinu rada vazan je i »realan« tj.
iskustveni pristup u analizi to¢nosti mjerenja, kako se prihvadanje ili odbaci-
vanje mjerenja na temelju kriterija »a posteriori« ocjene tofnosti podaci ne
bi na umjetni nacin »podesavali«.
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5. PRIMJER

a) Izjednalenje mjerenja Ah;, Ah,, Ahy i Ah,, u mreZi geometrijskog nivel-
mana (sl. 1), uz definiciju optimalnog datuma. Visinske razlike i pribliZzne
vrijednosti nepoznanica izraZene su u metrima, a popravci u milimetrima.

YT > ol

Slika 1. Skica nivelmanske mreze

Xo 100.25851 Ah, 10.0958] d, — 10.5km

- yo]_ 110.3500 b= Ahzl Is.osss d; = 84km

» zoj ~|115.4300° "°  |Ah, 6.1282° d; = 9.1km

ts 121.5600] Ah, 21.3003) d, = 9.5km
A, = X P, N =AY Py A,

-1 1 00]1[—43]1[095 [ 2.0l —095 0.00 —1.05
0—-1 10]]-53 1.19 —0.95 214 —1.19 0.00
0 0 =11 1.8 1.10 0.00 —1.19 229 —1.10

—~1 0 01 1211 1.05J L—1.05 000 —1.10 2.15

—n;, =AYP, 1,
2.832]
2.214
—8.288
3.241]
Qll = NT; Xp Xp = Xo + X,

0.30837 —0.07733 —0.17589 —0.055167] [ —1.987 [100. '2585 100.2565
—0.07733  0.29297 —0.04079 —0.17486 || —0.20] | 110.3500 110.3498
—0.17589 —0.04079  0.27729 —0.06062 3.08]115.4300 lll5.433]

—0.05516 —0.17486 —0.06062  0.29064] | —0.90) L 121.5600] L 121.5591
h, Ve h, =h, +v,
10.09587 [ —2.52 10.09328
5.0853(| —2.02| [ 5.08328[ ViP:v,=21.600
6.1282|| —2.18| | 6.12602| m, = --4.65 mm/)/10 km.

21.3003 2.28 21.30258
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b) Sekvencijalno izjednadenje mreZe (sl. 1), s novouvedenim mjerenjima
Ah; i Ahg u odnosu na prethodno izjednacenje u primjeru a)

ht
Ahs 15. 12699 ds = 13.4km
Ahs] - [II 2!02] dg = 14.0 km
‘—‘12 ~Li=A;x,—1. P, B, =P3' +A,;Qu A,
—1 0 10 6.66 0.75 0.00 2.27744 —0.04200
[ 0 —-10 l][ [——0.90] 0.00 0.?!] [—0.04200 2.33333
F, =Q,: A} Bi! Quxjag = —F1 A2 Qi

—0.21253  0.00567][—0.10304 0.01042  0.09643 —0.00380
0.01235 —0.20028 0.01042 —0.09415 —0.00957 0.09330
0.19890 —0.00492 0.09643 —0.00957 —0.09023  0.00337
0.00128  0.19952) | —0.00380 0.09330  0.00338 —0.09288

dx, =Fla X x; = dx; + X, Q= Qi1 + Qanen

1.42] [100.2565] [100.2579 0.20533 —0.06691 —0.07946 —0.05896
—0.26] | 110.3498 | |110.3495| | —0.06691 0.19883 —0.05036 —0.08156
—1 33| |115.4331| |115.4318| | —0.07946 —0.05036 0.18706 —0.05724
0.17) L121.5591) [121.5593) |—0.05896 —0.08156 —0.05724  0.19777
dv, h,
[—1.68 10.09328 10.09160 il
—107| | s.osa8| | sos2f TR0V g
1.50 6. 12602] | 6.12752 e P\i & 4‘1 253
| —1.25 21.30258 21.30133 Ris
vl hY,
r 3.91 15.1699 [15 17331 371 e
_—0.47]'* [II.ZI?Z] ~In 20973] o= mm/}/10 km.

¢) Sekvencijalno izjednacenje mreze (sl. 1), s isklju¢enim mjerenjem Ahy u
odnosu na prethodno izjednacenje u primjeru b)

| Ah!
[Ahg] = [11.2102] de = 14.0km
A, “lz —Lp=A,dx,—1; P, By = PZI — A, Q:ln A':-
[0 —1 0 1][-0.2] [—0.466] [0.71] [0.84028] '
FI'I = QA[I‘[ A‘z B!_I’l Qd:udx“ = I-:l Al Ql]!l
0.00945 0.00008 —0.00265 —0.00007 0.00264
—0.33369 —0.00265 0.09356  0.00230 —0.09321

[*0.00820 —0.00007 0.00230  0.00006 —0.00229
0.33243 0.00264 —0.09321 —0.00229  0.09286
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dxll =5 '—'FLII Xy X quxn = Qxlll + dendxn
[—0.0’0 100.25791 [100.2579 0.20540 —0.06956 —0.07953 —0.05632
0.16 110.3495| 1 110.3497 || —0.06956  0.29239 —0.04806 —0.17477
l 0.00 1154318 | 115.4318 || —0.07953 —0.04806 0.18712 —0.05953
—0.16 121.5593] 1121.55911L—0.05632 —0.17477 —0.05953  0.29063
dvt! h} hY
0.16 10.09160 10.09176
—0.15 5.08222 5.08206| Vi P, v, —41.358
—0.16} + | 6.12752; = 6.127367 L'P,v, = —0.259
—0.15 21.30133J 21,301 ISJ viP v =41.099
0.01 15.17381 15.17382
vi
(—0.78] mp = 4 4.53 mm/)/10 km.
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SEQUENTIAL ADJESTMENT OF GEODETIC NETWORKS

The paper presents the sequential adjustment procedure of geodetic
networks, based on the linear Gauss-Markov model and least squares princi-
ple. A parallel analysis between the classical adjustment procedure and se-
quential procedure, in case of adding or subtracting some measurements
with a fixed number of unknowns, is presented. In addition, examples of
sequential adjustment in both cases are given.
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