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Pregledni ¢lanak

KONFORMNO PRESLIKAVANJE ROTACIJSKOG ELIPSOIDA
NA SFERU I OBRATNO PRIMJENOM
TRIGONOMETRIJSKIH REDOVA

Nedjeljko FRANCULA, Damjan JOVICIC, Blanka ZARINAC-FRANCULA i
Miljenko LAPAINE — Zagreb*

SAZ2ETAK: U radu se istraiuje primjena trigonometrijskih redova za odredi-
vanje geografske Sirine pri konformnom preslikavanju sfere na rotacijski
elipsoid i rotacijskog elipsoida na sferu. Umjesto uobicajene primjene redova
trigonometrijske funkcije sinus visestrukih kutova predlaiu se odgavarajuci
redovi potencija funkcije sinus dvostrukoga kuta.

1. UVOD

Kartografske projekcije mogu se definirati kao izravna preslikavanja
elipsoida u ravninu ili kao dvostruka preslikavanja, kada se najprije elipsoid
preslika na sferu, a zatim ona u ravninu. U mnogim je slucajevima nacin
dvostrukog preslikavanja jednostavniji i djelotvorniji i sa stajaliSta postiza-
nja minimalnih deformacija projekcije i s obzirom na ekonomi¢nost rada i
vremena (Vahrameeva i dr. 1986).

U ovome se radu razmatra konformno preslikavanje rotacijskog elipso-
ida na sferu. Izvodi se osnovna relacija koja povezuje geografske Sirine na
sferi i rotacijskom elipsoidu pri konformnom preslikavanju. Posebna painja
poklanja se numeri¢kim odredivanjima geografskih $irina radi $to djelotvor-
nije primjene ratunala. Pritom se poznati razvoji u redove trigonometrijske
funkcije sinus viSestrukih kutova zamjenjuju odgovarajuéim redovima po-
tencija funkcije sinus dvostrukoga kuta.

2. GEOGRAFSKA PARAMETRIZACIJA SFERE
Sfera u IR* polumjera R>0 sa sredi§tem u ishodi$tu je skup:
& ={XY,Z) :X? - Y? + Z? = R3}.

* Prof. dr. Nedjeljko Frantula, mr. Damjan Jovi¢i¢, mr. Blanka Zarinac-
-Francula, mr. Miljenko Lapaine, Geodetski fakultet Sveudilita u Zagrebu, Zagreb,
Kaciceva 26.
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Neka je & = (— ;, ;) % (—m, =) i preslikavanje r:o - R3 r(p,A) =
= (X, Y, Z) zadano formulama:

X = R cos 9 cos &, Y = R cos ¢ sin 2, Z = Rsin 9. 2.1)
Tada je

X, X, —~Rsmgcosh —Rcosgsini

'=|Y, Yi|=]| —Rsinesink R cos ¢ cos A (2.2)
Z, Z Rcos g 0
e'_-X: ‘E‘Y;-%—Z;ZR:, sz;,X;._—:—YgY;,--:-Z,Z;_v—-O.

g = Xi + Y? + 2} = R?cos? g, (2.3)
ds? = edp? - 2fdp d + gd2? = R? dp? + R? cos? pdi’. (2.4)

Parametri ¢ i ) nazivaju se geografskom S3irinom, odnosno duljinom,
parametarske o-krivulje meridijanima, a )-krivulje paralelama. Takva para-
metrizacija sfere % pomoc¢u mreze meridijana i paralela najceSce se Koristi
u geodeziji i kartografiji.

3. GEOGRAFSKA PARAMETRIZACIJA ROTACIJSKOG ELIPSOIDA

Rotacijski elipsod u JR* sa srediStem u ishodiStu i poluosima a i b je
skup

¢ ={X,Y,Z) : X?[a? + Y?[a? + Z%[b* = 1}.

Neka je Q = (— ; ;) X(—mn) i R: Qo RNR(@,A)=(X,Y,Z) pre-

slikavanje zadano s:

3

X = NcosPcosA, Y=Ncos®PsinA, Z= :—;—Nsindl, (3.1)

N=- A (3.2)
J/ a% cos? ® - b? sin* ®
Parametri @ i A nazivaju se geografskom Sirinom, odnosno duljinom, a for-
mulania (3.1) definirana je parametrizacija rotacijskog elipsoida ¢&. Parame-
tarske @-krivulje nazivaju se meridijanima, a A-krivulje paralelama na elipso-
idu. Funkcija N definirana s (3.2) naziva se polumjerom zakrivljenosti pre-
sjeka po prvom vertikalu. Nadalje,

Xo X —Msin®cos A —Ncos®sin A
R=|Yp Ya|=| —Msin®sin A Ncos®cos A |, (3.3)
Zo Za Mcos® 0
2 bl
M= — <0 S (3.4)

} (a? cos? @ + b?sin? ®)?
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E=X}+Ye+2Z5=M? F=XpXar+YoYr+ZeZr=0,
G=Xi+4Y: 4+ Z3 =N2cos2®, (3.5)
dS? = Ed®? 4- 2Fd D dA + GdA? = M2d®P? 4 N2 cos? PdAZ.  (3.6)
Funkcija M definirana s (3.4) naziva se polumjerom zakrivljenosti meri-

dijana.

4. KONFORMNO PRESLIKAVANJE IZMEDU ROTACIJSKOG ELIPSOIDA
I SFERE

T

Neka je o = (— —2 s %) % (—m, =) i preslikavanje r:w >IR3 r(p,A) =

= (X,Y,Z) zadano formulama (2.1) geografska parametrizacija sfere .7,
Neka je Q=w i preslikavanje R : Q1R R (d,A) = (X,Y,Z) zadano s (3.1)
parametrizacija rotacijskog elipsoida &,

Zelimo definirati konformno preslikavanje k sa sfere . na elipsoid &.
Da bi preslikavanje k bilo konformno, nuzno je i dovoljno da lokalno mjerilo
duljina uzduz paralela

ds Rdg
dS  Mda @)
bude jednako lokalnom mjerilu duljina uzduz meridijana

_ds  Rcosgdr
dS  Necos®dA®

Pretpostavimo li da preslikavanje k : % — ¢ ima svojstvo
A=A, (4.3)
tada se na osnovi relacija (4.1) i (4.2) moZe napisati izraz:

dp  Md®
cosg Ncos®

(4.2)

(4.4)

koji predstavlja vezu izmedu geografskih Sirina ¢ i @ pri konformnom pre-
slikavanju sfere na elipsoid. OCevidno je da se dobiva sasvim jednaka rela-
cija i pri konformnom preslikavanju elipsoida na sferu uz pretpostavku (4.3).
Ako se u relaciju (4.4) uvrste vrijednosti funkcija M i N definiranih s (3.4) i
(3.2) dobiva se:

dp b?*d®
cosp f(a® cos> @ - bZsin? D) cos P’ 4.5)
Uz uobicajenu oznaku
e? =(a? — b?)/a?, (4.6)
relacija (4.5) moZe se transformirati u
dp (1 —e?)dd 47)

coso (1 —e2sin? ®)cos D’
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Sto nakon integriranja daje
™ o e P\ e 1 —esin®
i s b o R AEN] SRe, [P Nl il s e : 8
’”g(4 ' 2) ’"‘g(‘t ! 2) R ey e WS
Postavimo li dodatni uvjet da se ekvator elipsoida preslika u ekvator
sfere, tj.
=0 0=0, (4.9)

proizlazi da mora biti InC = 0, tj. integracijska konstanta C = 1. Uz ovaj
uvjet, izraz (4.8) prelazi u

T . 9)_ n= Py e, l—esin® ;
Intg (T 2-) = Intg (--4— + 3 ) o n { Fesn®d’ (4.10)
odnosno nakon antilogaritmiranja:
T ® x O\/1l-— csin‘l’){-
T — L) =t — L — e e
‘3’(4 ' 2) t*‘(4 ' 2)(1 Fesind ) @.1n

5. KONFORMNO PRESLIKAVANJE ROTACIJSKOG ELIPSOIDA NA SFERU

Za poznatu geografsku Sirinu @ na elipsoidu, geografska Sirina ¢ na
sferi moze se izracunati iz izraza koji se jednostavno dobije iz (4.11):

m , O\ /(1 —esin®\ T
P = 2arctg [tg (—4- T —2—) (ﬁé?ﬂ-ibﬁ) "'] — —2". (S.l)

\

Da bi se pojednostavilo racunanje, Adams (1921) je razvojem u red dobio
izraz oblika:

o =® - b, sin 20 4- b, sin 4D - b, sin 6@ - by sin 8D -+ .., (5.2)
gdje su koeficijenti b; odredeni prema:
b, = — (é e? + v;‘ie“ -+ 3%243"' + 5525— e? -+ ... )
Bitas e+ ;ﬁ Bk ﬁgg; s
- S - (zé-ge(’ - Tﬁ% et + ... ) (5.3)
s a1 +

(takoder Kavrajskij 1958, Snyder 1987). Medutim, primjena izraza u obliku
linearne kombinacije trigonometrijskih funkcija sinusa viSestrukih kutova
(5.2) imala je prednost pred drugacijim zapisima nekada, u doba logaritam-
skih tablica. Danas se pri radu s racunalom prednost daje zapisu u obliku
polinoma:
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b, sin 2@ - b, sin 4P - bgsin 6P - bg sin 8P =
= sin 20 (¢, + ¢, cos 2P 4 c; cos? 2P 4 c* cos? 20), (5.4)

gdje se novi koeficijenti c; mogu izraziti pomocu b, na slijedeéi na¢in (Sny-
der 1987, Lapaine 1991):

¢ =b; —bg= — (%ez+-2§¢=‘—’ri]5€°+5—?§e’+ )

C; = 2b, — 4b, = i S L (5.5)
=g ~ (e + 50 + )

S0 = e

Naposljetku, izraz (5.4) treba modificirati na poznati nacin, tako da se
potenciranja zamijene mnozenjima te je konacno:

o =® 4+ sin 2@ (¢, + cos 2 (c, + cos 2P (c3 + cgcos 21))) + ...  (5.6)

Na taj se nacin izbjegava viSestruko pozivanje trigonometrijskih funkcija i
time ubrzava izvodenje, odnosno skracuje vrijeme racunanja.

6. KONFORMNO PRESLIKAVANJE SFERE NA ROTACIJSKI ELIPSOID

Za poznatu geografsku Sirinu ¢ na sferi, iz izraza (4.11) ne moze se iz-
ravno izraunati odgovarajuca geografski Sirina ¢ na elipsoidu. Adams (1921)
je razvojem u red dobio izraz oblika:

D = ¢+ b,sin29 4 bysindy + bgsin 69 - bgsin8g 4 ... (6.1)

gdje su koeficijenti b; odredeni prema:

b, = —;—c"- + %c‘ + ]Lze" + 3?1.)3@ =
Dy= i:?'s' et '233 s 2;(11 o
be = |2; o2t 'ﬁ'gtlj' & i (%2

(takoder Kavrajskij 1958, Snyder 1987). Medutim, kao $to je ve¢ spomenuto,
primjena izraza u obliku linearne kombinacije trigonometrijskih funkcija
sinusa viSestrukih kutova (6.1) imala je prednost pred drugacijim zapisima
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u doba logaritamskih tablica. Pri radu s racunalom prednost se daje zapisu
u obliku polinoma:

b, sin 29 - bysin 49 -~ bg sin 6 - bgsin 8¢ =
= sin 29 (¢, -+ ¢, cos 29 -+ ¢3 cos? 29 -+ ¢4 cos® 20), (6.3)

gdje se novi koeficijenti ¢; mogu izraziti pomocu b, na slijedeci nacin (vidi
Snyder 1987, Lapaine 1991):

¢; =b, — b = ; e? + 72% e* %—%c“ — iO:g e ...

¢, = 2bg — 4bg = ;4 et - 1%3 et + Gi% e® 4

c; = 4dbg = 3101:" - -22(15 e® + ... (6.4)
cy = 8bg = 7(4)?23 +...

Za prakti¢nu primjenu pomocu racunala, izraz (6.3) treba modificirati
tako da se potenciranje zamijene mnoZenjima, tj. konac¢na je formula oblika:

® = ¢ + sin 20 (c; + cos 29 (c; + cos 29 (C3 + c4cos 29))) + ...  (6.5)

7. OVISNOST TOCNOSTI ODREDIVANJA GEOGRAFSKE SIRINE NA
ELIPSOIDU I SFERI PRI KONFORMNOM PRESLIKAVANJU O BROJU
CLANOVA REDA

Ako se geografska Sirina ¢ na sferi ra¢una primjenom formula (5.2) ili
(5.6), ili geografska Sirina na elipsoidu po izrazima (6.1), odnosno (6.5), po-
javljuju se neizbjezne pogreske koje nastaju zanemarivanjem nenapisanih
¢lanova reda. Zbog dobro izraZzene konvergencije, ta se pogreSka moze pro-
cijeniti na osnovi veli¢ine prvoga zanemarenog ¢lana. S obzirom na to da je
on u oba izraza (5.2) i (6.1) reda velicine e!, u¢injena ce pogreska pri pri-
mjeni formula (5.2), (5.6), (6.1) ili (6.5) za Besselov elipsoid biti sigurno ma-
nja od

©x 10~ & 8°. 10-1° & 3 . 10-. (7.1

Za toniju procjenu trebalo bi poznavati i koeficijente uz ¢lanove s elo,

AKo je za konkretnu primjenu ova to¢nost prevelika, mogu se u izrazi-
ma (5.2), odnosno (6.1), zanemariti odgovarajuci ¢lanovi i time povecati ucin-
kovitost racunanja. Ukoliko pak procijenjena to¢nost ne bi bila zadovoljava-
juca, bit ¢e potrebno izvesti izraze za slijedece ¢lanove redova ili postupiti na
neki drugi nacin (vidi npr. Lapaine 1992).

8. PRIKAZ KOEFICIJENATA U REDOVIMA POMOCU TRECE
SPLJOSTENOSTI

U geodetskoj se literaturi vrlo Cesto susrecu redovi trigonometrijskih
funkcija. Koeficijenti u tim redovima su beskonacni redovi potencija. Go-
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tovo redovito ti se koeficijenti zapisuju u obliku beskonacnih redova poten-
cija ekscentriciteta e ili e¢’. Medutim, prije viSe od stotinu godina Helmert
(1880) je uoc¢io da se isti koeficijenti mogu prikazati i u obliku beskonaénih
redova potencija raznih drugih parametara, ovisno o kojima spomenuti
redovi konvergiraju brze ili sporije.

Posebno prikladnom pokazala se primjena parametra n koji se naziva
treca spljostenost, a definira kao

a—b
n e (8.1)

gdje su a i b poluosi rotacijskog elipsoida. Pomocu trece spljostenosti n,
Kriiger (1912) je dao i prikaz koeficijenata b, koji se pojavljuju u izrazu (5.2)
pri konformnom preslikavanju rotacijskog elipsoida na sferu (takoder Konig
i Weise 1951):

b, =—2n-- ; n? + —;— n® — g; nt+ ...
b = - fg n® -+ 21 n* 4. (8.2)
- =

Kako smo veé ranije primijetili, sa stajaliSta djelotvornosti primjene racu-
nala, od oblika (5.2) pogodniji je zapis (5.6) cCiji se koeficijenti sada mogu
izraziti na slijedeci nacin:

2, 46 , 1084

6 =by —bg=—2n+-ga* Fqgnt —gyen® +

c, = 2b, — 4bg = %rﬁ — ?; nd — 312 n* -+ ... (8.3)
c; = 4bg = — ]?: n® -+ !:gn‘ + e

c =By ‘*zﬁ -

Isto tako, Kriiger (1912) je pomocu trece spljoStenosti n izveo i prikaz
koeficijenata b, koji se pojavljuju u izrazu (6.1) pri konformnom preslika-
vanju sfere na rotacijski elipsoid (takoder Konig i Weise 1951):

116
45

v,
b, = 2n— 5 n? — 2n® + n* -+
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- (A 8 4 227 44
b, = ?n En —47511 b o
1
bg = -f% nd — --;—g n* . — (8.4)
630

S obzirom na to da je sa stajalita ucinkovitosti primjene racunala, od
oblika (6.1) pogodniji zapis (6.5), i njegove ¢emo koeficijente sada izraziti
pomocu trece spljo$tenosti n:

¢ =b; —bs= —2n + é« n? 4 f:gna —-lg-?-:n“ +

c; = 2by — 4bg = —Is,gnz-—ii—gﬁ——%n‘-i-...

c; = 4bs = — -IE:; n® + ]—2—? n* + - (8.3)
c; = 8b, = 4;!‘2 n* L

Naposljetku se moze primijetiti: iako su zapisi koeficijenata b, odnosno ¢,
u obliku redova potencija parametra n (8.2)—(8.5) nesto jednostavniji od
odgovarajucih zapisa u obliku redova potencija ekscentriciteta e (5.3), (5.5),
(6.2) i (6.4), sa stajalidta efikasnosti racunanja, ova prednost nije znatna, to
vise Sto se koeficijenti za pojedini elipsoid racunaju samo jedanput.
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CONFORMAL MAPPING OF A ROTATIONAL ELLIPSOID ONTO A SPHERE
AND VICE VERSA BY USING TRIGONOMETRIC SERIES

The paper investigates the application of trigonometric series in deter-
mination of geographic latitude in conformal mapping of a rotational ellip-
soid to a sphere and vice versa. In place of the usual application of sines
of multiple angles, the application of series in powers of double angle sines
is proposed.

Primljeno: 1991-12-09



