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Saºetak

Prou£ava se evoluta proizvoljne krivulje u ravnini i pritom se iz-
vode formule za odre�ivanje parametarskih jednadºbi evolute krivulje
zadane vektorskom jednadºbom, odnosno parametarskim jednadºbama,
a potom i za krivulje zadane ekplicitnom, implicitnom i polarnom jed-
nadºbom. Opisat ¢e se konstrukcija evolute i obrazloºiti njezina svojstva.
Detaljnije ¢e se analizirati i gra�£ki prikazati evolute nekih ravninskih
krivulja. Tako�er, objasnit ¢e se konstrukcija evolvente krivulje i argu-
mentirat njezina povezanost s evolutom.

Klju£ni pojmovi: evoluta ravninske krivulje, zakrivljenost krivulje, sredi²te i

polumjer kruºnice zakrivljenosti, parametarske jednadºbe krivulje, evolventa

1. Uvod

Ovaj rad je proiza²ao iz zavr²nog rada na Preddiplomskom studiju
Matematika Odjela za matematiku Sveu£ili²ta u Rijeci koji je izradila
studentica Lea Vu£kovi¢ pod mentorstvom doc. dr. sc. Milene So²i¢. Rad
je direktno povezan s kolegijem Uvod u diferencijalnu geometriju, gdje
se prou£avaju krivulje i plohe i njihova geometrijska svojstva primjenom
diferencijalnog i integralnog ra£una i diferencijalnih jednadºbi.

Sve ²to nas okruºuje moºemo povezati s matematikom, odnosno di-
ferencijalnom geometrijom, na na£in da predmete koje vidimo oko sebe
promatramo kao krivulje i plohe koje nadalje moºemo prou£avati i ana-
lizirati te primjenom diferencijalnog ra£una opisati njihova geometrijska
svojstva. U ovom radu ¢emo detaljnije prou£avati evolutu proizvoljne
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krivulje u ravnini. Prije nego li de�niramo i opi²emo konstrukciju evo-
lute potrebno je de�nirati sljede¢e pojmove iz podru£ja diferencijalne
geometrije.

� Fleksija (u oznaci χ) ili zakrivljenost krivulje Γ u njezinoj proizvolj-

noj to£ki T je nenegativan realan broj kojim se izraºava mjera od-
stupanja krivulje od pravca (tangente) u to£ki T . Specijalno, ako
je �eksija jednaka nuli u nekoj to£ki krivulje Γ, onda tu to£ku
nazivamo to£kom izravnavanja krivulje Γ. Navedimo da je pravac
jedina krivulja za koju vrijedi da je �eksija u svim njegovim to£-
kama jednaka nuli. Drugim rije£ima, sve to£ke pravca su ujedno
njegove to£ke izravnavanja.

� Kruºnica zakrivljenosti (u oznaci k) ili oskulacijska kruºnica krivu-

lje Γ u njezinoj proizvoljnoj to£ki T (prema latinskoj rije£i osculari
²to zna£i ljubiti) je kruºnica koja se u okolini to£ke T krivulje Γ
najvi²e od svih kruºnica priljubljuje uz krivulju Γ.

� Polumjer (u oznaci r) kruºnice zakrivljenosti krivulje Γ u njezi-

noj proizvoljnoj to£ki T je strogo pozitivan realan broj koji je obr-
nuto proporcionalan vrijednosti �eksije u to£ki T . Time je r · χ = 1,
odakle proizlazi da je krivulja Γ zakrivljenija u onoj to£ki u kojoj
je manji polumjer kruºnice zakrivljenosti.

� Sredi²te kruºnice zakrivljenosti krivulje Γ u njezinoj proizvoljnoj

to£ki T je to£ka P na normali krivulje Γ kroz to£ku T takva da je
d(P, T ) = r, vidi sliku 1. Dakle, udaljenost sredi²ta kruºnice zakriv-
ljenosti od to£ke T na krivulji Γ jednaka je polumjeru r kruºnice
zakrivljenosti krivulje Γ u to£ki T .

De�nirani pojmovi �eksije, kruºnice zakrivljenosti, polumjera i sredi²ta
kruºnice zakrivljenosti krivulje Γ u njezinoj proizvoljnoj to£ki direktno su
povezani s de�nicijom evolute krivulje Γ koju ¢emo u nastavku detaljnije
objasniti.

2. Evoluta krivulje

Naziv evoluta prozlazi iz latinske rije£i evolvere ²to zna£i odmatati.
Uz pojam evolute £esto se povezuje i pojam evolvente. To su dvije rav-
ninske krivulje koje odre�enim postupkom nastaju jedna iz druge.1 Neki
povjesni£ari matematike smatraju da se gr£ki matemati£ar Apolonije (ot-
prilike 200 g. pr.Kr.) prvi bavio prou£avanjem evolute i evolvente krivulje

1Ako sa Γ1 ozna£imo evolutu krivulje Γ, onda kaºemo da je krivulja Γ evolventa

krivulje Γ1. Drugim rije£ima, evolventa neke krivulje Γ1 je ona krivulja Γ za koju

vrijedi da je krivulja Γ1 njezina evoluta.
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u svom glavnom djelu Konike, gdje je temeljito obradio teoriju presjeka
stoºca i prvi za konike upotrijebio nazive elipsa i hiperbola. Me�utim,
ve¢ina povjesni£ara matematike smatraju da je evolutu i evolventu kri-
vulje zapravo prvi prou£avao nizozemski matemati£ar, �zi£ar i astronom
Christiaan Huygens 1673. godine u svojim istraºivanjima izu£avanja sata
s njihalom.

Evoluta ravninske krivulje Γ je ravninska krivulja koju £ini skup
svih sredi²ta kruºnica zakrivljenosti krivulje Γ.

U nastavku ¢emo sa Γ1 ozna£avati evolutu krivulje Γ. Ideja konstruk-
cije evolute krivulje Γ moºe se objasniti pomo¢u slike 1.

Slika 1. Kruºnica zakrivljenosti krivulje Γ u njezinoj proizvoljnoj to£ki T .

U proizvoljnoj to£ki T krivulje Γ najprije konstruiramo tangetu t i
normalu n, a potom izra£unamo �eksiju2 χ u to£ki T i njezinu recipro£nu
vrijednost koja je jednaka polumjeru r kruºnice zakrivljenosti u to£ki T .
Sredi²te P kruºnice zakrivljenosti krivulje Γ u to£ki T konstruiramo na
normali n krivulje Γ u to£ki T tako da je d(P, T ) = r, gdje je r = 1

χ .
Time se dobiva to£ka P koja je pripadna to£ka na evoluti Γ1 krivulje Γ
obzirom na to£ku T krivulje Γ. Iz re£enog proizlazi da evolutu Γ1 krivulje
Γ konstruiramo na sljede¢i na£in.

Neka je Γ proizvoljna regularna3 krivulja koja nema nijednu to£ku
izravnavanja4 i ozna£imo sa T0, . . . , Tj , . . . , Tm njezine proizvoljne to£ke
tako da je krivulja Γ orijentirana od to£ke T0 prema to£ki Tm. Za svaki
j = 0, 1, 2, . . . ,m ozna£imo s tj tangentu i s nj odgovaraju¢u normalu

2po de�niciji je χ ≥ 0; ako u nekoj to£ki krivulje Γ �eksija poprima negativnu

vrijednost, onda je u toj to£ki �eksija jednaka svojoj apsolutnoj vrijednosti; speci-

jalno, ako je u nekoj to£ki krivulje Γ �eksija jednaka nuli, onda tu to£ku nazivamo

to£kom izravnavanja krivulje Γ ²to ima za posljedicu da u toj to£ki polumjer kruºnice

zakrivljenosti teºi prema +∞
3u svakoj to£ki krivulje postoji jedinstvena tangenta
4u svakoj to£ki krivulje �eksija je jednaka strogo pozitivnom realnom broju
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na krivulju Γ u to£ki Tj , a potom u navedenim to£kama izra£unajmo
�eksije χj krivulje Γ. Tada primjenom svojstva r · χ = 1 (χ > 0) slijedi
da je rj = 1

χj
= d(Tj , Pj) polumjer odgovaraju¢e kruºnice zakrivljenosti,

a Pj njezino sredi²te za svaki j = 0, 1, 2, . . . ,m. Nano²enjem vrijednosti
od rj na odgovaraju¢u normalu nj krivulje Γ u to£ki Tj dobiva se to£ka
Pj , j = 0, 1, 2, . . . ,m na evoluti Γ1 krivulje Γ, vidi sliku 2. Pritom se
pokazuje da je normala nj u svakoj to£ki Tj zadane krivulje Γ ujedno
tangenta t̃j u odgovaraju¢oj to£ki Pj evolute Γ1 krivulje Γ.

Slika 2. Konstrukcija evolute Γ1 krivulje Γ.

Neovisno o obliku jednadºbe5 krivulje Γ, evoluta krivulje Γ se uglav-
nom zadaje parametarskim jednadºbama kojima se koordinate sredi²ta
kruºnica zakrivljenosti to£aka na krivulji Γ iskazuju u obliku realnih
funkcija realne varijable.

U nastavku ¢emo izvesti parametarske jednadºbe evolute krivulje Γ
u ovisnosti o obliku zadavanja jednadºbe krivulje Γ.

2.1. Izvod parametarskih jednadºbi evolute krivulje

Γ zadane vektorskom jednadºbom

Neka je I = 〈a, b〉 ⊆ R neprazan podskup skupa realnih brojeva i neka
je {~i,~j} ortonormirana baza vektorskog prostora (ravnine) R2. Kaºemo
da je preslikavanje ~x : I → R2 sa intervala I u vektorski prostor R2 vek-

torska funkcija skalarnog argumenta ako je svakom elementu t ∈ I pri-
druºen vektor ~x(t) ∈ R2, gdje je ~x(t) = x(t)~i+ y(t)~j. Pritom su x = x(t)
i y = y(t) realne funkcije realne varijable t. Interval I se naziva domena

5eksplicitna ili implicitna ili polarna ili vektorska jednadºba ili parametarske jed-

nadºbe
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vektorske funkcije ~x, a skup ~x(I) = {~x(t) | t ∈ I} ⊂ R2 slika vektorske
funkcije ~x.

Vektorsku funkciju ~x : I → R2 nazivamo parametrizacijom krivulje u

ravnini R2 ako je ona klase C∞ na I (tj. ako ona ima neprekidne deri-
vacije svakog reda za svaki t ∈ I). Pritom jednadºbu

~x(t) = x(t)~i+ y(t)~j, t ∈ I (1)

nazivamo vektorskom jednadºbom krivulje Γ, a jednadºbe

x = x(t), y = y(t), t ∈ I (2)

nazivamo parametarskim jednadºbama krivulje Γ.
Krivulja Γ je skup svih to£aka (x, y) = (x(t), y(t)), t ∈ I ravnine R2

takvih da vrijedi (2) i pi²emo: Γ = {(x(t), y(t)) | t ∈ I}.
Napomenimo da se u diferencijalnoj geometriji uz parametrizacije

krivulja u prostoru Rn za svaki n ∈ N, n ≥ 2 £e²¢e prou£avaju regularne
parametrizacije krivulja. To su one parametrizacije krivulja ~x : I → R2

zadane vektorskom jednadºbom (1) za koje vrijedi uvjet regularnosti6

~x′(t) 6= ~0 za svaki t ∈ I, gdje je

~x′(t) = ẋ(t)~i+ ẏ(t)~j, t ∈ I. (3)

Specijalno, ako je krivulja Γ zadana parametarskim jednadºbama (2),
onda se uvjet regularnosti zapisuje u obliku: za svaki t ∈ I, I ⊆ R
postoji barem jedan od ẋ(t), ẏ(t) razli£it od nule.

U nastavku ¢emo promatrati regularne krivulje u ravnini zadane vek-
torskom jednadºbom (1) koje nemaju to£ke izravnavanja (u svakoj to£ki
krivulje Γ �eksija poprima strogo pozitivnu realnu vrijednost).

U kontekstu navedenog, neka je Γ regularna krivulja zadana vektor-
skom jednadºbom (1) koja nema to£ke izravnavanja. Ozna£imo s:

T = (x(t), y(t)) proizvoljnu to£ku na krivulji Γ,

r(t) polumjer kruºnice zakrivljenosti krivulje Γ u to£ki T ,

~N(t) jedini£ni vektor normale7 na krivulju Γ u to£ki T ,

~xe = ~xe(t) vektorsku jednadºbu evolute Γ1 krivulje Γ.

Tada obzirom na opisanu konstrukciju evolute Γ1 krivulje Γ (vidi sliku 2)
proizlazi da se vektorska jednadºba evolute krivulje Γ moºe zapisati u
obliku:

~xe(t) = ~x(t) + r(t) · ~N(t) za svaki t ∈ I. (4)
6sve to£ke krivulje Γ su regularne to£ke. Drugim rije£ima, u svakoj to£ki krivulje

Γ postoji jedinstvena tangenta.
7£iji je pravac nosioc normala n
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Pritom se polumjer kruºnice zakrivljenosti i jedini£ni vektor normale u
proizvoljnoj to£ki T krivulje Γ izra£unavaju primjenom sljede¢ih formula:

r(t) =
|~x′(t)|3

|~x′(t)× ~x′′(t)|
(5)

~N(t) =

(
~x′(t)× ~x′′(t)

)
× ~x′(t)

|~x′(t)| · |~x′(t)× ~x′′(t)|
, (6)

gdje je ~x′(t) derivacija prvog reda vektorske funkcije ~x = ~x(t) dana s (3),
a

~x′′(t) = ẍ(t)~i+ ÿ(t)~j, t ∈ I.
je derivacija drugog reda vektorske funkcije ~x = ~x(t). Uvr²tavanjem iden-
titeta (5) i (6) u (4) proizlazi vektorska jednadºba evolute Γ1 krivulje Γ:

~xe(t) = ~x(t) +
|~x′(t)|2

|~x′(t)× ~x′′(t)|2
·
(
(~x′(t)× ~x′′(t)

)
× ~x′(t). (7)

Primjenom svojstva vektorskog produkta dva vektora

~i×~i = ~j ×~j = ~0, ~j ×~i = −(~i×~j)

dobivamo:
~x′(t)× ~x′′(t) =

(
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

)
~k. (8)

Uzimaju¢i u obzir da je R2 ⊂ R3 i da je {~i,~j} desno orijentirana orto-
normirana baza od R2, odnosno da je {~i,~j,~k} desno orijentirana orto-
normirana baza od R3, proizlazi: ~k×~i = ~j, ~k×~j = −~i. Time dobivamo:

(~x′(t)× ~x′′(t))× ~x′(t) =
(
(ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t))~k

)
×
(
(ẋ(t)~i+ ẏ(t)~j

)
=
(
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

)
·
(
− ẏ(t)~i+ ẋ(t)~j

)
.

Koriste¢i de�niciju duljine vektora |~a|2 = ~a · ~a na identitete (3) i (8) di-
rektno proizlazi:

|~x′(t)|2 = ẋ2(t) + ẏ2(t),

|~x′(t)× ~x′′(t)|2 = (ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t))2.

Nadalje, primjenom dobivenih identiteta slijedi da se vektorska jednadºba
(7) evolute Γ1 krivulje Γ moºe pisati u obliku:

~xe(t) = x(t)~i+ y(t)~j +
ẋ2(t) + ẏ2(t)

ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)
·
(
− ẏ(t)~i+ ẋ(t)~j

)
,

odnosno:

~xe(t) =

(
x(t)−

ẏ(t)
(
ẋ2(t) + ẏ2(t)

)
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

)
~i+

(
y(t) +

ẋ(t)
(
ẋ2(t) + ẏ2(t)

)
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

)
~j,
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odakle direktno proizlazi da su

xe = x(t)−
ẏ(t)

(
ẋ2(t) + ẏ2(t)

)
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

, ye = y(t) +
ẋ(t)

(
ẋ2(t) + ẏ2(t)

)
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

, (9)

parametarske jednadºbe evolute Γ1 krivulja Γ zadane vektorskom jed-
nadºbom (1) ili parametarskim jednadºbama (2). Pritom se podrazumi-
jeva da je

~xe(t) = xe(t)~i+ ye(t)~j, t ∈ I.

op¢i zapis vektorske jednadºbe evolute.
U ovisnosti o obliku zadavanja jednadºbe krivulje Γ dobivaju se od-

govaraju¢e parametarske jednadºbe njezine evolute, no sve one direktno
proizlaze iz parametarskih jednadºbi (9) ²to ¢emo u nastavku detaljnije
obrazloºiti.

2.2. Parametarske jednadºbe evolute krivulje Γ u

ovisnosti o obliku jednadºbe krivulje Γ

2.2.1 Krivulja zadana eksplicitnom jednadºbom

Neka je krivulja Γ zadana eksplicitnom jednadºbom y = y(x). Tada
su

xe = x− y′(1 + y′ 2)

y′′
, ye = y +

1 + y′ 2

y′′
(10)

parametarske jednadºbe evolute krivulje Γ.
U nastavku ¢emo pokazati da jednadºbe (10) proizlaze iz jednadºbi

(9) koriste¢i svojstvo da se eliminacijom parametra t iz parametarskih
jednadºbi (2) krivulje Γ dobiva njezina pripadna eksplicitna jednadºba
y = y(x).

Uo£imo da vrijedi i obrat, svaka eksplicitna jednadºba y = y(x),
x ∈ I1 ⊆ R proizvoljne krivulje Γ moºe se zapisati u obliku parametar-
skih jednadºbi (2) ako se varijable x i y proglase realnim funkcijama
realne varijable t, gdje je I 7→ I1 bijektivno preslikavanje klase C∞ na I.

Pretpostavimo da je krivulja Γ zadana parametarskim jednadºbama
x = x(t), y = y(t), t ∈ I ⊆ R i da se eliminacijom parametra t dobiva
eksplicitna jednadºba y = y(x), x ∈ I1 ⊆ R krivulje Γ.

Tada primjenom diferencijalnog ra£una proizlazi:

y′(x) =
dy

dx
=

dy(t)
dt

dx(t)
dt

=
ẏ(t)

ẋ(t)
,

y′′(x) =
d( dydx )

dx
=

ÿ(t)ẋ(t)−ẏ(t)ẍ(t)
ẋ2(t)

ẋ(t)
=
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

ẋ3(t)
,
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odakle slijedi:

ẏ(t)

ẋ(t)
= y′(x),

ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

ẋ3(t)
= y′′(x), (11)

gdje je y′ = y′(x), y′′ = y′′(x). Ako parametarske jednadºbe (9) zapi²emo
u obliku

xe = x(t)− ẏ(t)

ẋ(t)
·
ẋ3(t) ·

(
1 + ẏ2(t)

ẋ2(t)

)
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

, ye = y(t)+
ẋ3(t) ·

(
1 + ẏ2(t)

ẋ2(t)

)
ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

,

odnosno

xe = x(t)− ẏ(t)

ẋ(t)
·

1 +
(
ẏ(t)
ẋ(t)

)2
ẋ(t)ÿ(t)−ẍ(t)ẏ(t)

ẋ3(t)

, ye = y(t) +
1 +

(
ẏ(t)
ẋ(t)

)2
ẋ(t)ÿ(t)−ẍ(t)ẏ(t)

ẋ3(t)

,

onda se primjenom identiteta (11) dobivaju parametarske jednadºbe
(10).

2.2.2 Krivulja zadana implicitnom jednadºbom

Ako je krivulja Γ zadana implicitnom jednadºbom F (x, y) = 0, onda
su parametarske jednadºbe evolute krivulje Γ oblika:

xe = x+
Fx(F 2

x + F 2
y )∣∣∣∣∣∣

Fxx Fxy Fx
Fyx Fyy Fy
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣
, ye = y +

Fy(F 2
x + F 2

y )∣∣∣∣∣∣
Fxx Fxy Fx
Fyx Fyy Fy
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣
, (12)

gdje je:

Fx = Fx(x, y) =
∂F (x, y)

∂x
, Fy = Fy(x, y) =

∂F (x, y)

∂y
,

Fxx = Fxx(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x2
, Fyy = Fyy(x, y) =

∂2F (x, y)

∂y2
,

Fxy = Fxy(x, y) =
∂2F (x, y)

∂y∂x
=
∂2F (x, y)

∂x∂y
= Fyx(x, y) = Fyx.

Dakle, neka je krivulja Γ zadana implicitnom jednadºbom F (x, y) = 0.
Primjenom svojstva derivacije implicitno zadane funkcije, deriviranjem
jednadºbe F (x, y) = 0 dobivamo:

Fx(x, y) + Fy(x, y) · y′ = 0, (13)
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odakle slijedi:

y′ = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
(14)

uz pretpostavku da je Fy(x, y) 6= 0 za svaki (x, y) iz domene funkcije F .
Nadalje, deriviranjem jednadºbe (13) proizlazi:

Fxx(x, y)+Fxy(x, y) ·y′+Fyx(x, y) ·y′+Fyy(x, y) ·y′ 2 +Fy(x, y) ·y′′ = 0,

odakle slijedi

y′′ = − 1

Fy(x, y)

(
Fxx(x, y) + Fxy(x, y) ·

(
−Fx(x, y)

Fy(x, y)

)
+ Fyx(x, y) ·

(
−Fx(x, y)

Fy(x, y)

)
+ Fyy(x, y) · F

2
x (x, y)

F 2
y (x, y)

)
,

odnosno

y′′ =
1

F 3
y

(
−FxxF 2

y + FxyFxFy + FyxFxFy − FyyF 2
x

)
,

²to moºemo pisati u obliku sljede¢e determinante tre¢eg reda

y′′ =
1

F 3
y

∣∣∣∣∣∣
Fxx Fxy Fx
Fyx Fyy Fy
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣ . (15)

Pritom smo koristili identitet (14) i prethodno uvedene pokrate za par-
cijalne derivacije prvog i drugog reda funkcije F .

S druge strane, primjenom identiteta (14) dobivamo 1+y′ 2 = 1+
F 2

x

F 2
y
,

odnosno
1 + y′ 2 =

1

F 2
y

(F 2
x + F 2

y ). (16)

Koriste¢i identitete8 (14), (15) i (16) slijedi da se parametarske jednadºbe
(10) evolute krivulje zadane eksplicitnom jednadºbom mogu zapisati u
obliku:

xe = x−
−Fx

Fy

1
F 2

y
(F 2
x + F 2

y )

1
F 3

y

∣∣∣∣∣∣
Fxx Fxy Fx
Fyx Fyy Fy
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣
, ye = y +

1
F 2

y
(F 2
x + F 2

y )

1
F 3

y

∣∣∣∣∣∣
Fxx Fxy Fx
Fyx Fyy Fy
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣
,

odakle nakon sre�ivanja direktno proizlaze parametarske jednadºbe (12)
evolute krivulje zadane implicitnom jednadºbom.

8kojima je dana veza izme�u derivacija eksplicitno i implicitno zadane funkcije
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2.2.3 Krivulja zadana polarnom jednadºbom

Ako je krivulja Γ zadana u polarnom sustavu polarnom jednadºbom
% = %(ϕ), ϕ ∈ Iϕ ⊆ R, onda su

xe = % cosϕ− (%2 + %′2)(% cosϕ+ %′ sinϕ)

%2 + 2%′2 − %%′′

ye = % sinϕ− (%2 + %′2)(% sinϕ− %′ cosϕ)

%2 + 2%′2 − %%′′
(17)

parametarske jednadºbe evolute krivulje Γ.
Podsjetimo se, ako je krivulja Γ zadana polarnom jednadºbom % =

%(ϕ), ϕ ∈ Iϕ ⊆ R, onda se njezine parametarske jednadºbe dobivaju
uvo�enjem supstitucija

x(ϕ) = % cosϕ, y(ϕ) = % sinϕ, (18)

gdje su x = x(ϕ) i y = y(ϕ) realne funkcije realne varijable ϕ ∈ Iϕ ⊆ R.
Pritom su (18) ujedno parametarske jednadºbe krivulje Γ zadane polar-
nom jednadºbom % = %(ϕ).

Izra£unavanjem derivacija prvog i drugog reda jednadºbi (18) dobi-
vamo:

ẋ(ϕ) = %′ cosϕ− % sinϕ, ẏ(ϕ) = %′ sinϕ+ % cosϕ (19)

ẍ(ϕ) = %′′ cosϕ− 2%′ sinϕ− % cosϕ, ÿ(ϕ) = %′′ sinϕ+ 2%′ cosϕ− % sinϕ,

stoga je:

ẋ2(ϕ)+ẏ2(ϕ) = %2+%′ 2, ẋ(ϕ)ÿ(ϕ)−ẍ(ϕ)ẏ(ϕ) = %2+2%′ 2−%%′′. (20)

Specijalno, za t = ϕ, uvr²tavanjem identiteta (18), (19) i (20) u jed-
nadºbe (9) i dodatnim sre�ivanjem dobivaju se parametarske jednadºbe
(17) evolute krivulje Γ zadane polarnom jednadºbom.

2.3. Svojstva evolute krivulje Γ

Navedimo sljede¢u tvrdnju bez dokaza.

Tvrdnja 1. Svaka regularna parametrizacija ~x : I → R2, I ⊆ R krivulje

Γ moºe se reparametrizirati po bilo kojem parametru p ∈ Ip, Ip ⊆ R ako

je f : Ip → I bijektivno preslikavanje klase C∞ na Ip ⊆ R.

Uzimaju¢i u obzir da je duljina luka krivulje Γ od neke njezine �ksne
to£ke9 P0 = (x(t0), y(t0)), t0 ∈ I do bilo koje njezine varijabilne to£ke

9koja se uglavnom uzima kao po£etna to£ka krivulje Γ
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P = (x(t), y(t)), t ∈ I, realna funkcija s : I → [0, L] realne varijable t
takva da je:

s(t) =

∫ t

t0

|~x′(u)| du, (21)

gdje je [0, L] ⊆ R+
0 , primjenom tvrdnje 1 proizlazi da se svaka regu-

larna parametrizacija krivulje Γ moºe reparametrizirati po svojoj duljini
luka10. Pritom je svakoj nenegativnoj realnoj vrijednosti si = s(ti) ≥
0, ti ∈ I jednozna£no pridruºena to£ka Pi = (x(ti), y(ti)) na krivulji Γ
takva da je si jednaka duljini luka krivulje Γ od njezine (proizvoljno
odabrane) po£etne to£ke P0 do to£ke Pi. Jasno, pritom se pretpostavlja
da je krivulja Γ orijentirana od to£ke P0 prema to£ki Pi za svaki i ∈ N.
Time je s bijektivna funkcija. S druge strane, iz identiteta (21) proizlazi
s′(t) = |~x′(t)| ≥ 0, odakle direktno slijedi da funkcija s raste na segmentu
I ⊆ R.

Dakle, svaka regularna parametrizacija ~x : I → R2 krivulje Γ u rav-
nini R2 zadana vektorskom jednadºbom (1) moºe se reparametrizirati re-
gularnom parametrizacijom ~y : [0, L]→ R2 takvom da je ~y(s) = (~x ◦ t)(s),
gdje je t = s−1 : [0, L]→ I inverzna funkcija11 funkcije s : I → [0, L].

Iz vektorske jednadºbe (1) krivulje Γ proizlazi da je

~y(s) = x(s)~i+ y(s)~j, s ∈ [0, L] (22)

vektorska jednadºba krivulje Γ po njezinom prirodnom parametru za
koju su x = x(s), y = y(s), s ∈ [0, L] odgovaraju¢e parametarske jed-
nadºbe i pritom kaºemo da je krivulja Γ parametrizirana po svom pri-
rodnom parametru s.

U diferencijalnoj geometriji naj£e²¢e se razmatraju krivulje zadane
vektorskom jednadºbom oblika (22) jer je svaka krivulja parametrizirana
po svom prirodnom parametru ujedno i regularna krivulja12.

Nadalje, iz |~y′(s)| = 1 za svaki s ∈ [0, L] slijedi da je ~y′(s) jedini£ni
vektor tangente u proizvoljnoj to£ki T = (x(s), y(s)) krivulje Γ. Uvedemo
li oznaku

~T (s) := ~y′(s)

tada je |~T (s)| = 1, odakle slijedi
√
~T (s) · ~T (s) = 1, odnosno ~T (s)·~T (s) =

1. Deriviranjem dobivenog izraza proizlazi ~T ′(s) · ~T (s) = 0 ²to ima za
posljedicu da je ~T ′(s) ortogonalan na ~T (s) za svaki s ∈ [0, L].

10Duljina luka krivulje Γ naziva se prirodni parametar krivulje Γ.
11egzistencija inverzne funkcije funkcije s proizlazi iz bijektivnosti funkcije s
12proizlazi iz svojstva da je duljina vektora tangente u svakoj to£ki krivulje, para-

metrizirane po svom prirodnom parametru, jednaka jedan £ime je zadovoljen uvjet

regularnosti kojim je duljina vektora tangente razli£ita od nule u svakoj to£ki te

krivulje
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Za svaki13 ~T (s) de�nira se jedini£ni vektor normale ~N(s) u proizvolj-

noj to£ki T = (x(s), y(s)) krivulje Γ takav da je ~N(s) =
~T ′(s)

|~T ′(s)|
ili

~N(s) =
~y′′(s)

|~y′′(s)|
, |~y′′(s)| 6= 0. (23)

Nadalje, u proizvoljnoj to£ki T = (x(s), y(s)) krivulje Γ de�niramo �ek-
siju (zakrivljenost krivulje)

χ(s) = |~y′′(s)| (24)

kojoj korenspondira r(s) = 1
χ(s) odgovaraju¢i polumjer kruºnice zakriv-

ljenosti krivulje Γ u njezinoj proizvoljnoj to£ki T .
Uo£imo da iz (23) i (24) proizlazi da je jedini£ni vektor normale ~N(s)

de�niran u svakoj to£ki krivulje ako ona nema to£ke izravnavanja.
Primjenom diferencijalnog ra£una dokazat ¢emo sljede¢e dvije tvrd-

nje.

Tvrdnja 2. Normala krivulje Γ je tangenta njezine evolute u pripadnoj

to£ki.

Dokaz. Primjenom jednadºbe (4) slijedi da je vektorska jednadºba evo-
lute krivulje Γ zadane vektorskom jednadºbom (22) oblika

~ye(s) = ~y(s) + r(s) · ~N(s), (25)

gdje je s ∈ [0, L] prirodan parametar krivulje Γ, ali proizvoljan parametar
njezine evolute. Deriviranjem jednadºbe (25) po parametru s dobivamo

~y′e(s) = ~T (s) + r′(s) · ~N(s) + r(s) · ~N ′(s). (26)

gdje se koristilo svojstvo da je ~T (s) = ~y′(s). Primjenom druge Frenet-
Serretove formule14 ~N ′(s) = −χ(s) · ~T (s) i £injenice da je �eksija krivulje
Γ obrnuto proporcionalna polumjeru kruºnice zakrivljenosti krivulje Γ,
dobivamo: r(s) · ~N ′(s) = −~T (s), stoga jednadºbu (26) moºemo pisati u
obliku:

~y′e(s) = r′(s) · ~N(s) (27)

za svaki s ∈ [0, L]. Identitet (27) geometrijski se interpretira da je vektor
tangete ~y′e(s) na evoluti krivulje Γ kolinearan s jedini£nim vektorom
normale ~N(s) na krivulji Γ £ime je tvrdnja dokazana.

13jedini£ni vektor tangente razli£it od konstantnog vektora
14prva Frenet-Serretova formula je: ~T ′(s) = χ(s) · ~N(s)
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Tvrdnja 3. Ako se na nekom luku T̂1T2 krivulje Γ polumjer kruºnica

zakrivljenosti mijenja monotono, onda je prirast duljine luka na odgova-

raju¢em dijelu njezine evolute jednak odgovaraju¢em prirastu polumjera

kruºnica zakrivljenosti krivulje Γ.

Dokaz. Uzimaju¢i u obzir da je ~N(s) jedini£ni vektor, iz identiteta (27)
proizlazi

|~y′e(s)| = |r′(s)|, (28)

gdje |~y′e(s)| ≥ 0 ozna£ava duljinu vektora tangente na evoluti krivulje Γ.
Uz pretpostavku da se polumjer kruºnica zakrivljenosti mijenja mono-
tono i uvo�enjem oznake

σ′ (s) := |~y′e(s)|,

identitet (28) moºemo pisati u obliku σ′(s) = r′(s), odakle direktno
proizlazi

dσ(s)

ds
=
dr(s)

ds
. (29)

Integriranjem (29) po diferencijalu ds u granicama s1, s2 ∈ [0, L] ⊆ R+
0

dobivamo

σ(s)

∣∣∣∣∣
s2

s1

= r(s)

∣∣∣∣∣
s2

s1

,

odnosno
σ(s2)− σ(s1) = r(s2)− r(s1), (30)

gdje se primijenila Newton-Leibnitzova formula za izra£unavanje odre-
�enih integrala.

Primijetimo da je izrazom σ(s2)− σ(s1) dan prirast duljine luka na
evoluti Γ1 krivulje Γ, a izrazom r(s2)− r(s1) prirast polumjera kruºnica
zakrivljenosti krivulje Γ. Dakle, identitetom (30) dokazana je tvrdnja.

Uvo�enjem oznaka

|P̂1P2| := σ(s2)−σ(s1), σ2 := σ(s2), σ1 := σ(s1), r2 := r(s2), r1 := r(s1),

identitet (30) moºemo pisati u obliku

r2 = r1 + |P̂1P2|. (31)

koji se interpretira na sljede¢i na£in:
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ako pretpostavimo da preko luka P̂1P2 evolute Γ1 od njezine to£ke
P2 nategnemo nerastezljivu gipku nit do to£ke T1 na krivulji Γ,
onda odmatanjem te niti s evolute, drºe¢i je pritom nategnutu,
to£ka T1 ¢e pri tom odmatanju opisivati luk P̂1P2 na krivulji Γ,
vidi sliku 3.

Slika 3. Evolventa i evoluta.

Time se dobiva krivulja Γ koju nazivamo odmotaljkom ili evolventom kri-
vulje Γ1. Dakle, uz pojam evolute krivulje direktno je povezan i pojam
evolvente krivulje. Zapravo to su dvije ravninske krivulje koje odre�e-
nim postupkom nastaju jedna iz druge. Konkretno, evoluta krivulje Γ je
krivulja Γ1 koju £ini skup svih sredi²ta kruºnica zakrivljenosti obzirom
na svaku to£ku krivulje Γ. S druge strane, evolventa krivulje Γ1 je kri-
vulja Γ za koju vrijedi da je krivulja Γ1 njezina evoluta. Iz prethodno
navedenog proizlazi da za svaku krivulju postoji to£no jedna evoluta,
me�utim obrat ne vrijedi. Naime, za svaku evolutu postoji beskona£no
mnogo evolvenata ²to ¢emo u nastavku obrazloºiti.

Objasnimo najprije konstrukciju evolvente krivulje Γ1. Odaberimo
proizvoljne to£ke P0, . . . , Pj , . . . , Pm na krivulji Γ1 uz pretpostavku da je
ona orijentirana od to£ke P0 prema to£ki Pm i ozna£imo s t̃0, . . . , t̃j , . . . , t̃m
tangente na krivulju Γ1 u to£kama P0, . . . , Pj , . . . , Pm. Primjenom iden-
titeta (31), proizlazi:

rj + c = r0 + c+ |P̂0Pj |, c ∈ R, (32)

²to se interpretira da se na svakoj tangenti t̃j u to£ki Pj krivulje Γ1 moºe
proizvoljno odabrati to£ka Tj za koju vrijedi da je njezina udaljenost od
to£ke Pj jednaka rj + c. Pritom je c proizvoljan realan broj, a rj ∈ R+

0

je polumjer kruºnice zakrivljenosti u to£ki Tj krivulje Γ takav da je15

15vidi konstrukciju evolute krivulje Γ
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rj = d(Tj , Pj). Skup svih tako dobivenih to£aka Tj £ini evolventu krivulje

Slika 4. Konstrukcija evolventi krivulje Γ1.

Γ1. Pritom se to£ka Tj dobiva takozvanim odmatanjem krivulje Γ1.
Geometrijska interpretacija identiteta (32) je da za krivulju Γ1 postoji

beskona£no mnogo evolventi Γ,Γ′,Γ′′, . . . koje se dobivaju u ovisnosti o
izboru vrijednosti konstante c ∈ R, vidi sliku 4.

Specijalno, ako je c = 0, onda je krivulja Γ evolventa krivulje Γ1.

2.4. Primjeri krivulja i njihovih evoluta

U nastavku ¢emo prikazati evolute nekih krivulja u ravnini i opisati
njihova svojstva.

2.4.1 Funkcije sinus i kosinus

Prije nego li prikaºemo evolute grafova trigonometrijskih funkcija si-
nus i kosinus zadanih eksplicitnom jednadºbom y = sinx i y = cosx, pri-
sjetimo se, trigonometrijske funkcije sinus i kosinus su periodi£ne funkcije
s temeljnim periodom 2π, de�nirane na skupu realnih brojeva kojima je
segment [−1, 1] podru£je vrijednosti. Promatrajmo najprije funkciju si-
nus zadanu eksplicitnom jednadºbom

y = sinx, x ∈ R.

Funkcija sinus raste na intervalima 〈−π2 + 2kπ, π2 + 2kπ〉, k ∈ Z i pada
na intervalima 〈π2 + 2kπ, 3π2 + 2kπ〉, k ∈ Z, stoga u to£kama −π2 + 2kπ
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ima minimume, a u to£kama π
2 + 2kπ ima maksimume za svaki k ∈ Z.

Nulto£ke funkcije sinus su kπ za svaki k ∈ Z.

U nastavku ¢emo koristiti terminologiju da je graf funkcije f rastu¢i
na intervalu I ⊆ R ako funkcija f raste na I i analogno da je graf
funkcije f padaju¢i na intervalu I ako funkcija f pada na I.

U suglasnosti s navedenim, sinusoida (graf funkcije sinus) je rastu¢a
na intervalima 〈−π2 + 2kπ, π2 + 2kπ〉 i padaju¢a na intervalima 〈π2 +
2kπ, 3π2 + 2kπ〉 za svaki k ∈ Z. Primjenom (10) dobivamo

xes = x+
cosx(1 + cos2 x)

sinx

yes = sinx− 1 + cos2 x

sinx
, x ∈ R\ {kπ | k ∈ Z} (33)

parametarske jednadºbe evolute sinusoide.

Slika 5. Sinusoida i evoluta sinusoide na [−3π, 5π].

Pritom se koristilo svojsvo da iz sinx 6= 0 slijedi x 6= kπ za svaki k ∈ Z
²to ima za posljedicu da evoluta sinusoide nije de�nirana za x = kπ,
k ∈ Z. Izra£unavanjem limesa od xes i yes kada x teºi prema kπ, k ∈ Z

lim
x→ kπ

xes = lim
x→ kπ

(
x+

cosx(1 + cos2 x)

sinx

)
=∞

lim
x→ kπ

yes = lim
x→ kπ

(
sinx− 1 + cos2 x

sinx

)
=∞

dobivamo da su oni jednaki beskona£nosti, odakle proizlazi da za t = kπ,
k ∈ Z evoluta sinusoide ima kose asimptote y = ax+ b £iji se koe�-
cijenti a i b izra£unavaju primjenom formula: a = limt→ kπ

yes
xes

, b =
limt→ kπ (yes − axes). Uzimaju¢i u obzir da je

sin(kπ) = 0, cos2(kπ) = 1, cos (2kπ) = 1, cos (π + 2kπ) = −1
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dobivaju se dvije familije kosih asimptota:

1. y = −x+ x0 ako je x0 = 2kπ, k ∈ Z,

2. y = x− x0 ako je x0 = π + 2kπ, k ∈ Z.

Na slici 6 prikazana je sinusoida i njezina evoluta na segmentu
[
−π2 ,

3π
2

]
s odgovaraju¢im asimptotama. Promatraju¢i sliku 6 moºe se naslutiti
da evoluta sinusoide ima ²iljke u nekim to£kama koje ¢emo u nastavku
odrediti koriste¢i sljede¢e svojstvo.

Slika 6. Sinusoida i evoluta sinusoide na [−π
2
, 3π

2
].

Krivulja zadana parametarskim jednadºbama x = x(t), y = y(t), t ∈
I ⊆ R ima ²iljak u to£ki (x(t0), y(t0)) jedino ako postoji t0 ∈ I takav da

je ẋ(t0) = 0 i ẏ(t0) = 0.
Dakle, izra£unavanjem derivacija prvog reda parametarskih jednadºbi

(33) evolute sinusoide:

ẋes =
− cos2 x(3 sin2 x+ cos2 x+ 1)

sin2 x
, ẏes =

cosx(3 sin2 x+ cos2 x+ 1)

sin2 x
,

proizlazi ẋes = 0 i ẏes = 0 jedino ako je cosx = 0, odnosno ako je
x = π

2 + kπ, k ∈ Z, jer je 3 sin2 x+ cos2 x+ 1 6= 0 za svaki x ∈ R. Time
dobivamo da za svaki k ∈ Z evoluta sinusoide ima ²iljke u to£kama(

xes

(π
2

+ kπ
)
, yes

(π
2

+ kπ
))

=
(π

2
+ kπ, 0

)
.

Nadalje, lako se moºe pokazati da za evolutu sinusoide vrijedi da:

� je rastu¢a na 〈−π2 + 2kπ, 2kπ〉 i na 〈2kπ, π2 + 2kπ〉;

� za x0 = 2kπ ima kosu asimptotu y = −x+ x0;

� je padaju¢a na 〈π2 + 2kπ, π + 2kπ〉 i na 〈π + 2kπ, 3π2 + 2kπ〉
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� za x0 = π + 2kπ ima kosu asimptotu y = x− x0

za svaki k ∈ Z (vidi slike 5 i 6).
Promotrimo sada graf funkcije kosinus y = cosx, x ∈ R. Primjenom

(10) dobivamo

xec = x− sinx(1 + sin2 x)

cosx
+
π

2

yec = cosx− 1− sin2 x

cosx
, x ∈ R\

{π
2

+ kπ | k ∈ Z
}

(34)

parametarske jednadºbe evolute grafa funkcije kosinus.
Na slici 7 prikazana je evoluta grafa funkcije kosinus na segmentu

[
−π2 ,

3π
2

]
s odgovaraju¢im asimptotama. Usporedbom slike 7 sa slikom 6 moºe se
uo£iti da se evoluta grafa funkcije kosinus moºe dobiti pomakom evolute
grafa funkcije sinus za π

2 ulijevo. Podsjetimo se, iz poznate formule16

cosx = sin (x+ π
2 ) proizlazi da se graf funkcije kosinus moºe dobiti po-

makom grafa funkcije sinus za π
2 ulijevo ²to ima za posljedicu da se evo-

luta grafa funkcije kosinus moºe dobiti pomakom evolute grafa funkcije
sinus za π

2 ulijevo ²to se ra£unski dokazuje na sljede¢i na£in.

Slika 7. Graf funkcije kosinus i njegova evoluta na [−π
2
, 3π

2
].

Uvo�enjem supstitucije x = u+ π
2 u (33), parametarske jednadºbe evo-

16i analogno iz formule sinx = cos (x− π
2

) proizlazi da se graf funkcije sinus moºe

dobiti pomakom grafa funkcije kosinus za π
2
udesno, stoga se graf evolute grafa funk-

cije sinus moºe dobiti pomakom evolute grafa funkcije kosinus za π
2

udesno
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lute grafa funkcije sinus, dobivamo:

xps = u+
π

2
+

cos
(
u+ π

2

) (
1 + cos2 (u+ π

2 )
)

sin (u+ π
2 )

yps = sin
(
u+

π

2

)
−

1− cos2 (u+ π
2 )

sin (u+ π
2 )

, (35)

gdje je u ∈ R\
{
π
2 + kπ | k ∈ Z

}
.

Primjenom formula sin
(
u+ π

2

)
= cosu, cos (u+ π

2 ) = − sinu i za
x := u iz jednadºbi (35) direktno proizlaze jednadºbe (34) £ime smo do-
kazali da se evoluta grafa funkcije kosinus dobiva pomakom evolute grafa
funkcije sinus za π

2 ulijevo. Jasno, analogno se moºe pokazati se evoluta
grafa funkcije sinus dobiva pomakom evolute grafa funkcije kosinus za π

2
udesno.

2.4.2 Kubna parabola

Neka je kubna parabola zadana implicitnom jednadºbom

a3x− y3 = 0, a = konst. 6= 0.

Ako je a > 0, onda je kubna parabola rastu¢a, a ako je a < 0, onda je ona
padaju¢a na skupu realnih brojeva; sije£e os x u ishodi²tu pravokutnog
koordinatnog sustava. Evoluta kubne parabole odre�uje se primjenom
formula (12), stoga izra£unajmo najprije parcijalne derivacije prvog i
drugog reda: Fx(x, y) = a3, Fy(x, y) = −3y2, Fxx(x, y) = 0, Fxy(x, y) =
0, Fyy(x, y) = −6y. Pritom dobivamo: F 2

x (x, y) + F 2
y (x, y) = a6 + 9y4 i∣∣∣∣∣∣

Fxx Fxy Fx
Fyx Fyy Fy
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 a3

0 −6y −3y2

a3 −3y2 0

∣∣∣∣∣∣ = a3
∣∣∣∣ 0 −6y
a3 −3y2

∣∣∣∣ = 6a6y.

Ako implicitnu jednadºbu a3x− y3 = 0 kubne parabole izrazimo pomo¢u
njezine odgovaraju¢e eksplicitne jednadºbe17, onda dobivamo y = a 3

√
x

£ime je: Fx(x, y) = a3, Fy(x, y) = −3a2
3
√
x2, odnosno:

F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y) = a6 + 9a4x 3
√
x,

∣∣∣∣∣∣
Fxx Fxy Fx
Fyx Fyy Fy
Fx Fy 0

∣∣∣∣∣∣ = 6a7 3
√
x,

stoga iz (12) slijedi da su:

xkp =
5

2
x+

a2

6 3
√
x

ykp =
1

2
a 3
√
x− 9

2a
x

3
√
x2, x ∈ R\ {0} (36)

17pri £emu je y realna funkcija realne varijable x
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parametarske jednadºbe evolute kubne parabole a3x− y3 = 0, a 6= 0.
Izra£unavanjem limesa

lim
x→ 0

(
5

2
x+

a2

6 3
√
x

)
=∞, lim

x→ 0

(
1

2
a 3
√
x− 9

2a
x

3
√
x2
)

= 0

proizlazi da evoluta kubne parabole ima horizontalnu asimptotu y = 0.
S druge strane, deriviranjem parametarskih jednadºbi (36) dobivamo:

ẋkp =
45

3
√
x4 − a2

18
3
√
x4

, ẏkp = −45
3
√
x4 − a2

6a
3
√
x2

,

stoga iz ẋkp = 0 i ẏkp = 0 slijedi da je x = ± 4

√(
a2

45

)3
²to povla£i da

evoluta kubne parabole ima ²iljke u to£kama(
xkp

(
− 4

√(
a2

45

)3)
, ykp

(
− 4

√(
a2

45

)3))
,

(
xkp

(
4

√(
a2

45

)3)
, ykp

(
4

√(
a2

45

)3))
.

Konkretno, neka je a = 1. Tada su xkp = 5
2x+ 1

6 3
√
x
, ykp = 1

2
3
√
x− 9

2x
3
√
x2

parametarske jednadºbe evolute kubne parabole x− y3 = 0, vidi sliku 8.
Pritom za evolutu kubne parabole vrijedi da:

� je padaju¢a na 〈−∞,−0.057〉 i rastu¢a na 〈−0.057, 0〉 te za x =
−0.057 ima ²iljak u to£ki (−0.57,−0.15);

� za x = 0 ima horizontalnu asimptotu y = 0;

� je rastu¢a na 〈0, 0.057〉 i padaju¢a na 〈0.057,+∞〉 te za x = 0.057
ima ²iljak u to£ki (0.57, 0.15).

Slika 8. Kubna parabola x− y3 = 0 i njezina evoluta.
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2.4.3 Arhimedova spirala

Promotrimo sada jo² jednu vrlo zanimljivu krivulju, Arhimedovu spi-
ralu, £ija je polarna jednadºba:

% = aϕ, ϕ ∈ R, a 6= 0.

Iz polarne jednadºbe Arhimedove spirale proizlazi da dvijema me�u-
sobno suprotnim varijablama ϕ1, ϕ2 ∈ R, ϕ1 = −ϕ2 odgovaraju dvije
me�usobno suprotne vrijednosti %1 = −%2, gdje je %1 = aϕ1, %2 = aϕ2

²to ima za posljedicu da se Arhimedova spirala sastoji od dviju grana
koje su simetri£ne u odnosu na okomicu na polarnu os na kojoj leºe sje-
ci²ta18 njezinih dviju grana. Ako je ϕ ≥ 0, onda se Arhimedova spirala
odmotava u pozitivnom smjeru19, a za ϕ ≤ 0 u negativnom smjeru20.
Arhimedova spirala se naj£e²¢e prikazuje samo njenom �pozitivnom� gra-
nom (za ϕ ≥ 0 prikazanoj crvenom bojom na slici 9 za a = 1) jer se njena
�negativna� grana (za ϕ ≤ 0 prikazanoj plavom bojom na slici 9 za a = 1)
dobiva simetrijom u odnosu na okomicu na polarnu os kroz pol polarnog
sustava.

Slika 9. Arhimedova spirala % = ϕ za a = 1 i ϕ ∈ [−6π, 6π].

Evolutu Arhimedove spirale odredit ¢emo primjenom (17), stoga ¢emo
najprije odrediti derivacije prvog i drugog reda Arhimedove spirale. Dakle,
iz % = aϕ slijedi %′ = a i %′′ = 0, odakle proizlazi:

%2 + %′2 = a2(ϕ2 + 1), %2 + 2%′2 − %%′′ = a2(ϕ2 + 2).

18sjeci²ta dviju grana Arhimedove spirale su dvostruke to£ke spirale
19smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu
20smjeru kretanja kazaljke na satu
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Uvr²tavanjem dobivenih vrijednosti u jednadºbe (17) i dodatnim sre�i-
vanjem dobivamo

xas =
a(ϕ cosϕ− (ϕ2 + 1) sinϕ)

ϕ2 + 2

yas =
a(ϕ sinϕ+ (ϕ2 + 1) cosϕ)

ϕ2 + 2
, ϕ ∈ R (37)

parametarske jednadºbe evolute Arhimedove spirale.

Iz prethodno navedenog proizlazi da se za obje grane Arhimedove spirale
dobiva ista evoluta, stoga ¢emo u nastavku promatrati samo "pozitivnu"
granu Arhimedove spirale. Za ϕ = 0 na Arhimedovoj spirali dobivamo
pol polarnog sustava, a na evoluti Arhimedove spirale to£ku

(
0, a2

)
²to

direktno slijedi iz jednadºbi (37). S druge strane, kada ϕ teºi prema +∞,
onda se Arhimedova spirala odmotava u pozitivnom smjeru, a njezina
evoluta se pribliºava kruºnici (sa sredi²tem u polu polumjera a > 0) s
njezine unutra²nje strane, vidi sliku 10 za a = 1.

Slika 10. Arhimedova spirala % = ϕ za a = 1 i ϕ ≥ 0 i njezina evoluta.

Naime, izra£unavanjem limesa

lim
ϕ→∞

xas(ϕ) = lim
ϕ→∞

(
a(ϕ cosϕ− (ϕ2 + 1) sinϕ)

ϕ2 + 2

)
= lim
ϕ→∞

(
aϕ2( 1

ϕ cosϕ− sinϕ− 1
ϕ2 sinϕ)

ϕ2(1 + 2
ϕ2 )

)
= −a sinϕ
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lim
ϕ→∞

yas(ϕ) = lim
ϕ→∞

(
a(ϕ sinϕ+ (ϕ2 + 1) cosϕ)

ϕ2 + 2

)
= lim
ϕ→∞

(
aϕ2( 1

ϕ sinϕ+ cosϕ+ 1
ϕ2 cosϕ)

ϕ2(1 + 2
ϕ2 )

)
= a cosϕ

i uvo�enjem oznaka x = −a sinϕ i y = a cosϕ, slijedi x2 + y2 = a2 ²to
se geometrijski interpretira da se evoluta Arhimedove spirale pribliºava
kruºnici k s njezine unutra²nje strane kada ϕ teºi ka beskona£nosti. Pri-
tom je k kruºnica sa sredi²tem u polu (ishodi²tu pravokutnog koodrinat-
nog sustava) polumjera a > 0.

Za a = 1 dobiva se Arhimedova spirala % = ϕ i njezina evoluta kojoj
su xas = ϕ cosϕ−(ϕ2+1) sinϕ

ϕ2+2 , yas = ϕ sinϕ+(ϕ2+1) cosϕ
ϕ2+2 parametarske

jednadºbe.
U ovom slu£aju, kada ϕ teºi u beskona£nost, evoluta Arhimedove

spirale pribliºava se jedini£noj kruºnici x2 +y2 = 1 sa sredi²tem u (polu)
ishodi²tu pravokutnog koordinatnog sustava, vidi sliku 10.
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