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SaZetak

Proucava se evoluta proizvoljne krivulje u ravnini i pritom se iz-
vode formule za odredivanje parametarskih jednadzbi evolute krivulje
zadane vektorskom jednadzbom, odnosno parametarskim jednadzbama,
a potom i za krivulje zadane ekplicitnom, implicitnom i polarnom jed-
nadzbom. Opisat ¢e se konstrukcija evolute i obrazloziti njezina svojstva.
Detaljnije ¢e se analizirati i graficki prikazati evolute nekih ravninskih
krivulja. Takoder, objasnit ¢e se konstrukcija evolvente krivulje i argu-
mentirat njezina povezanost s evolutom.

Kljucne pojmoui: evoluta ravninske krivulje, zakrivljenost krivulje, srediste i
polumjer kruZnice zakrivljenosti, parametarske jednadzbe krivulje, evolventa

1. Uvod

Ovaj rad je proizaao iz zavrSnog rada na Preddiplomskom studiju
Matematika Odjela za matematiku Sveucilista u Rijeci koji je izradila
studentica Lea Vuckovi¢ pod mentorstvom doc. dr. sc. Milene Sosi¢. Rad
je direktno povezan s kolegijem Uvod u diferencijalnu geometriju, gdje
se proucavaju krivulje i plohe i njihova geometrijska svojstva primjenom
diferencijalnog i integralnog rac¢una i diferencijalnih jednadzbi.

Sve §to nas okruzuje mozemo povezati s matematikom, odnosno di-
ferencijalnom geometrijom, na na¢in da predmete koje vidimo oko sebe
promatramo kao krivulje i plohe koje nadalje mozemo proucavati i ana-
lizirati te primjenom diferencijalnog ra¢una opisati njihova geometrijska
svojstva. U ovom radu ¢emo detaljnije proucavati evolutu proizvoljne

71



LEA VUCKOVIC MILENA SOSIC

krivulje u ravnini. Prije nego li definiramo i opiSemo konstrukciju evo-
lute potrebno je definirati sljede¢e pojmove iz podruéja diferencijalne
geometrije.

o Fleksija (u oznaci x) ili zakrivljenost krivulje I' u njezinoj proizvolj-
noj tocki T je nenegativan realan broj kojim se izrazava mjera od-
stupanja krivulje od pravca (tangente) u tocki T. Specijalno, ako
je fleksija jednaka nuli u nekoj tocki krivulje I', onda tu tocku
nazivamo tockom izravnavanja krivulje I'. Navedimo da je pravac
jedina krivulja za koju vrijedi da je fleksija u svim njegovim toc-
kama jednaka nuli. Drugim rije¢ima, sve tocke pravca su ujedno
njegove tocke izravnavanja.

o Kruznica zakrivljenosti (u oznaci k) ili oskulacijska kruznica krivu-
lje T u njezinoj proizvoljnoj tocki T (prema latinskoj rijeci osculari
Sto znadi ljubiti) je kruZnica koja se u okolini tocke T krivulje T’
najviSe od svih kruznica priljubljuje uz krivulju T.

e Polumgjer (u oznaci r) kruznice zakrivljenosti krivulje T' u njezi-
noj proizvoljnoj tocki T je strogo pozitivan realan broj koji je obr-
nuto proporcionalan vrijednosti fleksije u tocki T'. Time jer - x = 1,
odakle proizlazi da je krivulja I' zakrivljenija u onoj tocki u kojoj
je manji polumjer kruznice zakrivljenosti.

o Srediste kruznice zakrivljenosti krivulje T' u njezinoj proizvoljnoj
tock: T je tocka P na normali krivulje I" kroz tocku T takva da je
d(P,T) = r, vidi sliku I} Dakle, udaljenost sredista kruznice zakriv-
ljenosti od toc¢ke T na krivulji I" jednaka je polumjeru r kruznice
zakrivljenosti krivulje I' u tocki 7T'.

Definirani pojmovi fleksije, kruznice zakrivljenosti, polumjera i sredista
kruznice zakrivljenosti krivulje I u njezinoj proizvoljnoj tocki direktno su
povezani s definicijom evolute krivulje I" koju ¢éemo u nastavku detaljnije
objasniti.

2. Evoluta krivulje

Naziv evoluta prozlazi iz latinske rije¢i evolvere Sto znaci odmatati.
Uz pojam evolute Cesto se povezuje i pojam evolvente. To su dvije rav-
ninske krivulje koje odredenim postupkom nastaju jedna iz drugeﬂ Neki
povjesnitari matematike smatraju da se gréki matematicar Apolonije (ot-
prilike 200 g. pr. Kr.) prvi bavio prouavanjem evolute i evolvente krivulje

1Ako sa I'; oznagimo evolutu krivulje I', onda kazemo da je krivulja I" evolventa
krivulje I'1. Drugim rije¢ima, evolventa neke krivulje I'1 je ona krivulja I' za koju
vrijedi da je krivulja I'1 njezina evoluta.
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u svom glavnom djelu Konike, gdje je temeljito obradio teoriju presjeka
stozca i prvi za konike upotrijebio nazive elipsa i hiperbola. Medutim,
vec¢ina povjesnicara matematike smatraju da je evolutu i evolventu kri-
vulje zapravo prvi proucavao nizozemski matematicar, fizicar i astronom
Christiaan Huygens 1673. godine u svojim istrazivanjima izuc¢avanja sata
s njihalom.

Evoluta ravninske krivulje T' je ravninska krivulja koju ¢ini skup
svih sredista kruZnica zakrivljenosti krivulje T'.

U nastavku ¢emo sa I'; oznacavati evolutu krivulje I'. Ideja konstruk-
cije evolute krivulje I' moZe se objasniti pomocu slike

Slika 1. KruZznica zakrivljenosti krivulje I' u njezinoj proizvoljnoj tocki T

U proizvoljnoj tocki T krivulje I' najprije konstruiramo tangetu ¢ i
normalu n, a potom izra¢unamo ﬂeksijuﬂ X u tocki T i njezinu recipro¢nu
vrijednost koja je jednaka polumjeru r kruznice zakrivljenosti u tocki 7.
Srediste P kruznice zakrivljenosti krivulje I" u toc¢ki T" konstruiramo na
normali n krivulje " u to¢ki T tako da je d(P,T) = r, gdje je r = %
Time se dobiva tocka P koja je pripadna toc¢ka na evoluti I'y krivulje I'
obzirom na toc¢ku T krivulje I'. Iz reCenog proizlazi da evolutu I'y krivulje
I' konstruiramo na sljedeéi nacin.

Neka je I' proizvoljna regularnaEI krivulja koja nema nijednu tocku
izravnavanjaﬂi oznacimo sa Ty, ..., T},..., Ty, njezine proizvoljne tocke
tako da je krivulja I" orijentirana od tocke Tj prema tocki T,,. Za svaki
Jj=0,1,2,...,m oznafimo s t; tangentu i s n; odgovaraju¢u normalu

2po definiciji je x > 0; ako u nekoj to¢ki krivulje T' fleksija poprima negativnu
vrijednost, onda je u toj tocki fleksija jednaka svojoj apsolutnoj vrijednosti; speci-
jalno, ako je u nekoj tocki krivulje I" fleksija jednaka nuli, onda tu to¢ku nazivamo
to¢kom izravnavanja krivulje I" §to ima za posljedicu da u toj to¢ki polumjer kruznice
zakrivljenosti tezi prema +oo

3u svakoj to¢ki krivulje postoji jedinstvena tangenta

44 svakoj toc¢ki krivulje fleksija je jednaka strogo pozitivnom realnom broju
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na krivulju I' u tocki T}, a potom u navedenim tockama izra¢unajmo
fleksije x; krivulje I'. Tada primjenom svojstva r-x =1 (x > 0) slijedi
dajer; = XIT = d(Tj, P;) polumjer odgovarajuce kruznice zakrivljenosti,
a P; njezino srediSte za svaki j = 0,1,2,...,m. NanoSenjem vrijednosti
od r; na odgovarajucéu normalu n; krivulje I' u tocki 7; dobiva se tocka
P;, 7 =0,1,2,...,m na evoluti I'y krivulje T, vidi sliku [2| Pritom se
pokazuje da je normala n; u svakoj tocki T; zadane krivulje I' ujedno
tangenta %VJ u odgovarajucéoj tocki P; evolute I'; krivulje I'.

I

ny =1y

Ny =t

Slika 2. Konstrukcija evolute I'y krivulje T

Neovisno o obliku jednadibeﬂ krivulje T', evoluta krivulje I' se uglav-
nom zadaje parametarskim jednadzbama kojima se koordinate sredista
kruznica zakrivljenosti toc¢aka na krivulji T'" iskazuju u obliku realnih
funkcija realne varijable.

U nastavku ¢emo izvesti parametarske jednadzbe evolute krivulje I’
u ovisnosti o obliku zadavanja jednadzbe krivulje T'.

2.1. Izvod parametarskih jednadzbi evolute krivulje
I' zadane vektorskom jednadZbom

Neka je I = (a,b) C R neprazan podskup skupa realnih brojeva i neka
je {i,7} ortonormirana baza vektorskog prostora (ravnine) R2. Kazemo
da je preslikavanje #: I — R2 sa intervala I u vektorski prostor R? vek-
torska funkcija skalarnog argumenta ako je svakom elementu ¢ € I pri-
druzen vektor Z(t) € R?, gdje je Z(t) = z(t)i + y(t)j. Pritom su z = x(t)
i y = y(t) realne funkcije realne varijable ¢. Interval I se naziva domena

Seksplicitna ili implicitna ili polarna ili vektorska jednadZba, ili parametarske jed-
nadzbe

74



EVOLUTA RAVNINSKE KRIVULJE

vektorske funkcije 7, a skup Z(I) = {Z(t) | t € I} C R? slika vektorske
funkcije .

Vektorsku funkciju #: I — R? nazivamo parametrizacijom krivulje u
ravnini R? ako je ona klase C* na I (tj. ako ona ima neprekidne deri-
vacije svakog reda za svaki ¢ € I). Pritom jednadzbu

H) =a®)i+y)]. tel (1)
nazivamo vektorskom jednadzZbom krivulje T', a jednadzbe
v=u(t), y=yt), tel (2)

nazivamo parametarskim jednadzZbama krivulje T'.

Krivulja ' je skup svih tocaka (z,y) = (z(t),y(t)), t € I ravnine R?
takvih da vrijedi (2) i pisemo: T' = {(x(t),y(t)) | t € I}.

Napomenimo da se u diferencijalnoj geometriji uz parametrizacije
krivulja u prostoru R" za svaki n € N, n > 2 ¢eSc¢e proucavaju regularne
parametrizacije krivulja. To su one parametrizacije krivulja z: I — R2
zadane vektorskom jednadzbom za koje vrijedi uvjet regularnostﬂ
#'(t) # 0 za svaki t € I, gdje je

Ft)=i(t)i+y(t)j, tel (3)

Specijalno, ako je krivulja I' zadana parametarskim jednadzbama ,
onda se uvjet regularnosti zapisuje u obliku: za sveki t € I, I C R
postoji barem jedan od x(t), y(t) razliéit od nule.

U nastavku ¢emo promatrati regularne krivulje u ravnini zadane vek-
torskom jednadzbom koje nemaju tocke izravnavanja (u svakoj tocki
krivulje T" fleksija poprima strogo pozitivnu realnu vrijednost).

U kontekstu navedenog, neka je I' regularna krivulja zadana vektor-
skom jednadZzbom koja nema tocke izravnavanja. Oznac¢imo s:

T = (z(t),y(t)) proizvoljnu tocku na krivulji T',

r(t) polumjer kruznice zakrivljenosti krivulje I u tocki T
N (t) jedini¢ni vektor normal na krivulju I" u tocki T,
Z. = Z.(t) vektorsku jednadzbu evolute 'y krivulje T

Tada obzirom na opisanu konstrukciju evolute I'y krivulje I" (vidi sliku
proizlazi da se vektorska jednadzba evolute krivulje I' moze zapisati u
obliku:

—

Z(t) =2(t) +r(t) - N(t) zasvaki te . (4)

6sve tocke krivulje T' su regularne tocke. Drugim rije¢ima, u svakoj togki krivulje
I" postoji jedinstvena tangenta.
7¢iji je pravac nosioc normala n

75



LEA VUCKOVIC MILENA SOSIC

Pritom se polumjer kruznice zakrivljenosti i jedini¢ni vektor normale u
proizvoljnoj tocki T krivulje I' izra¢unavaju primjenom sljedec¢ih formula:

o

"= @ < )
L (@) x W) x 7 (1)
NO = F0T @0 < 0] ©)

gdje je Z'(t) derivacija prvog reda vektorske funkcije & = Z(¢t) dana s ,
a

()

') =i@t)i+gt) ), tel

je derivacija drugog reda vektorske funkcije & = #(t). Uvrstavanjem iden-
titeta i @ u proizlazi vektorska jednadzba evolute I'y krivulje I':

£.(1) = #(0) + %-((*«t)xf“(t))xf’(t). @

|2 (t) x & (¢

Primjenom svojstva vektorskog produkta dva vektora

—(1x )

.

ixi=jxj=0, jx

dobivamo:

(1) x () = (&(0)ii(t) — #(1)g(0)) k. (8)

-

i} desno orijentirana orto-
} desno orljentlrana orto-
k x j = —i. Time dobivamo:

Uzimajudi u obzir da je R? C R? i da je {; 7
normirana baza od R?, odnosno da je {_’ 5 k

-

normirana baza od R3, proizlazi: Exi= 7,
(@'(t) x (1)) x T'(t) = ((&()§(t) - f(t)y(t))/;) :(t) 7+ (1) )
= (&()j(t) — E(0)y(t) - (= 9(t) i+ it ﬂ
Koriste¢i definiciju duljine vektora |@|? = @ - @ na identitete i di-
rektno proizlazi:
| (t)]* = 22(t) + 52 (1),
(1) x & (1) = (@(0)ii(t) — #(0)3(0)

Nadalje, primjenom dobivenih identiteta slijedi da se vektorska jednadzba
evolute I'; krivulje I' moze pisati u obliku:

B R RS
70 = =TT+ 50 s (YOOI,

e (o OGO+ 2, (L HOEO +70) ) -
”Ce“)‘<”“) 000 - & )*(y(t”@(t)g(t)—a‘é(t)g(t))j’
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odakle direktno proizlazi da su

§(t) (&2(t) + 92 (1)) (1) (#°(t) + 52(t))
E()i(t) — E(t)g(t)” (t)ij(t) — £ () (t)
parametarske jednadzbe evolute I'y krivulja I zadane vektorskom jed-

nadzbom (1) ili parametarskim jednadzbama (2)). Pritom se podrazumi-
jeva da je

xe = x(t) —

Ye = y(t) + , (9)

F.(t) = (i + v (t)], tel.
op¢i zapis vektorske jednadzbe evolute.

U ovisnosti o obliku zadavanja jednadzbe krivulje I' dobivaju se od-
govarajuce parametarske jednadZzbe njezine evolute, no sve one direktno
proizlaze iz parametarskih jednadzbi @D §to ¢emo u nastavku detaljnije
obrazloziti.

2.2. Parametarske jednadzbe evolute krivulje I' u
ovisnosti o obliku jednadZbe krivulje I’

2.2.1 Krivulja zadana eksplicitnom jednadZbom

Neka je krivulja T' zadana eksplicitnom jednadZbom y = y(x). Tada

su
y/1+y/2 1+y/2
(y// )’ Ye =y + y"

parametarske jednadzbe evolute krivulje I.

U nastavku ¢emo pokazati da jednadzbe proizlaze iz jednadzbi
@ koristeéi svojstvo da se eliminacijom parametra t iz parametarskih
jednadzbi krivulje I' dobiva njezina pripadna eksplicitna jednadzba
y=y(x).

Uo¢imo da vrijedi i obrat, svaka eksplicitna jednadzba y = y(z),
z € I; C R proizvoljne krivulje I" moze se zapisati u obliku parametar-
skih jednadzbi ako se varijable x i y proglase realnim funkcijama
realne varijable t, gdje je I — I; bijektivno preslikavanje klase C*° na I.

Pretpostavimo da je krivulja I' zadana parametarskim jednadzbama
x=uz(t), y=y(t), t € I CR i da se eliminacijom parametra ¢ dobiva
eksplicitna jednadzba y = y(x), x € I; C R krivulje T

Tada primjenom diferencijalnog ra¢una proizlazi:

(10)

T =12 —

d .
W e iy [0
dx dx(t) @(t)’
dt
y"(z) = d(%) _ 2(t) _ z()y(t) — 2(6)y(t)
dz (1) (1) ’
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odakle slijedi:

y(t)

z(t

gdjejey =/ (z),y

w(t)y(t) — E()y(t)

~ (@), =@ (1)

y" (z). Ako parametarske jednadzbe @ zapisemo

u obliku

g 20 (1+ %) ONCES=0)

ze === 30 30im —ss’ YO im5m — 2oy
odnosno
, 1+ (42 L+ (55 2
ze = aft) - 2 () %=y@+xma§¥Lo

#(t)  0iO-50i0)’

z3(t) z3(t)
onda se primjenom identiteta dobivaju parametarske jednadzbe
(£0).
2.2.2 Krivulja zadana implicitnom jednadZbom

Ako je krivulja T' zadana implicitnom jednadzbom F'(z,y) = 0, onda
su parametarske jednadzbe evolute krivulje I" oblika:

F.(F2+F)) Fy(F} 4+ F})

e = T 0 - | e — —_———, 12
=it E, B “TVYE, By, B P
Fye Iy, Iy Fye Fyy F,
gdje je:
OF (z,y) OF (z,y)
Fo=Fo(wy) = —75 =, By =Fy(w,y) = =5 =
& F(z,y) 82F (z,y)
Fop = Fua(2,y) = T o2 Fyy = Fyy(z,y) = B
O*F(x,y) _ 0°F(z,y)

Dakle, neka je krivulja T zadana implicitnom jednadzbom F(z,y) = 0.
Primjenom svojstva derivacije implicitno zadane funkcije, deriviranjem
jednadzbe F(z,y) = 0 dobivamo:

Ey(x,y) + Fy(z,y) -y =0, (13)
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odakle slijedi:

, . Fulzy)
Y= TRy 14

uz pretpostavku da je F,(z,y) # 0 za svaki (z,y) iz domene funkcije F.
Nadalje, deriviranjem jednadzbe proizlazi:

Foo(@,y) + Foy(@,y) Y + Fya(z,9) -y + Fyy(x,y) -y >+ Fy(z,y)-y" =0,
odakle slijedi

" 1 < < Fm(x7y)>
Y =7 | Frz(®,y) + Foy(z,y) - | -7
Fy(myy) ( ) y( ) Fy(x,y)
Fga(x,y)) E(w,y)
+Fzm7y(_ + F, xay'aji ’
y( ) Fy(x,y) yy( ) Fy2(:17,y)
odnosno
1
y

§to mozemo pisati u obliku sljedec¢e determinante treceg reda

y' = )5 Fp. F, Fyl. (15)
v|F, F, 0

Pritom smo koristili identitet i prethodno uvedene pokrate za par-
cijalne derivacije prvog i drugog reda funkcije F.

S druge strane, primjenom identiteta dobivamo 143’2 = 1+ i—é,
odnosno . ’
Fy
Koristeci identitetdﬂ , i slijedi da se parametarske jednadzbe
(10) evolute krivulje zadane eksplicitnom jednadZbom mogu zapisati u

obliku:

1+y' 2= S (F2 + F)). (16)

~Fw(F;+F)) 2= (F2+ F2)
Te =T — . ) Ye =Y+ - )
Foy FLy r, Fro F»Ly I,
%5 wa EJZI EJ F%? Fyx Fyy Fy
F, F, 0 F, F, 0

odakle nakon sredivanja direktno proizlaze parametarske jednadzbe
evolute krivulje zadane implicitnom jednadzbom.

8kojima je dana veza izmedu derivacija eksplicitno i implicitno zadane funkcije
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2.2.3 Krivulja zadana polarnom jednadZbom

Ako je krivulja T' zadana u polarnom sustavu polarnom jednadzbom
0= o0(p), ¢ € I, CR, onda su

(0 + 0”*)(0cos o + ¢'sin )
92 + 2g/2 _ QQII

(0% + 0?)(osing — o' cos )
Q2 + 2912 _ QQ”

Te = 0COS (P —

Ye = 0Sinp — (17)

parametarske jednadzbe evolute krivulje I'.

Podsjetimo se, ako je krivulja I' zadana polarnom jednadzbom g =
o(p), ¢ € I, C R, onda se njezine parametarske jednadzbe dobivaju
uvodenjem supstitucija

z(p) = ocosp, y(p) = osingy, (18)

gdje su x = z(p) i y = y(yp) realne funkcije realne varijable ¢ € I, C R.
Pritom su ujedno parametarske jednadzbe krivulje I' zadane polar-
nom jednadzbom g = o(p).

Izra¢unavanjem derivacija prvog i drugog reda jednadzbi dobi-
vamo:

i(p) = o' cosp — osing, Y(p) = ¢ sinp + gcosp (19)
i(p) = 0" cosp — 20" sinp — pcos g, ji(p) = 0" sinp + 20’ cos o — psinp,
stoga je:
22 2 2 /2 . . . . 2 /2 11
¥ (p)+y7(p) = 0" +0' ", 2(p)i(e)—i(p)y(p) = 0" +20 ° —00". (20)

Specijalno, za t = ¢, uvrStavanjem identiteta , i u jed-
nadzbe @D i dodatnim sredivanjem dobivaju se parametarske jednadzbe
evolute krivulje I zadane polarnom jednadzbom.

2.3. Svojstva evolute krivulje I

Navedimo sljede¢u tvrdnju bez dokaza.

Tvrdnja 1. Svaka regularna parametrizacija : I — R?, I C R krivulje
I' moZe se reparametrizirati po bilo kojem parametru p € I, I, C R ako
je f: I, — I bijektivno preslikavanje klase C*° na I, C R.

Uzimajuéi u obzir da je duljina luka krivulje I' od neke njezine fiksne
to(zkeﬂ Py = (z(to),y(to)), to € I do bilo koje njezine varijabilne tocke

9%oja se uglavnom uzima kao pocetna tocka krivulje T
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P = (z(t),y(t)), t € I, realna funkcija s: I — [0, L] realne varijable ¢
takva da je:

) = [ 1)l du, (21)

gdje je [0,L] C R{, primjenom tvrdnje |I| proizlazi da se svaka regu-
larna parametrizacija krivulje I' moze reparametrizirati po svojoj duljini
lukﬂ Pritom je svakoj nenegativnoj realnoj vrijednosti s; = s(¢;) >
0, t; € I jednozna¢no pridruzena tocka P; = (z(t;),y(t;)) na krivulji T’
takva da je s; jednaka duljini luka krivulje T' od njezine (proizvoljno
odabrane) pocetne tocke Py do tocke P;. Jasno, pritom se pretpostavlja
da je krivulja I orijentirana od tocke P, prema tocki P; za svaki i € N.
Time je s bijektivna funkcija. S druge strane, iz identiteta proizlazi
s'(t) = |2 (t)| > 0, odakle direktno slijedi da funkcija s raste na segmentu
ICR.

Dakle, svaka regularna parametrizacija Z: I — R? krivulje I' u rav-
nini R? zadana vektorskom jednadzbom moze se reparametrizirati re-
gularnom parametrizacijom §: [0, L] — R? takvom da je §(s) = (F o t)(s),
gdje jet = s~1: [0, L] — I inverzna funkcijalﬂ funkcije s: I — [0, L].

Iz vektorske jednadzbe krivulje T" proizlazi da je

-

J(s) = a(s)i+y(s)j, se[0,L] (22)

vektorska jednadzba krivulje I' po njezinom prirodnom parametru za
koju su z = z(s), y =y(s), s € [0,L] odgovarajuée parametarske jed-
nadzbe i pritom kazemo da je krivulja I' parametrizirana po svom pri-
rodnom parametru s.

U diferencijalnoj geometriji najcesée se razmatraju krivulje zadane
vektorskom jednadzbom oblika jer je svaka krivulja parametrizirana
po svom prirodnom parametru ujedno i regularna krivuljaE

Nadalje, iz |¢(s)| = 1 za svaki s € [0, L] slijedi da je ¢'(s) jedini¢ni
vektor tangente u proizvoljnoj tocki T' = (z(s), y(s)) krivulje I'. Uvedemo
li oznaku

—

T(s) =1(s)

tada je |T'(s)| = 1, odakle slijedi \/T'(s) - T(s) = 1, odnosno T'(s)-T (s) =
1. Deriviranjem dobivenog izraza proizlazi T'(s)-T(s) = 0 §o ima za
posljedicu da je T"(s) ortogonalan na T'(s) za svaki s € [0, L].

10Duljina luka krivulje I naziva se prirodni parametar krivulje I'.

Hegzistencija inverzne funkcije funkcije s proizlazi iz bijektivnosti funkcije s

12proizlazi iz svojstva da je duljina vektora tangente u svakoj to¢ki krivulje, para-
metrizirane po svom prirodnom parametru, jednaka jedan ¢ime je zadovoljen uvjet
regularnosti kojim je duljina vektora tangente razli¢ita od nule u svakoj tocki te
krivulje
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Za svak T'(s) definira se jedini¢ni vektor normale N (s) u proizvolj-

noj tocki T = (z(s),y(s)) krivulje T' takav da je N(s) = ‘7;8‘

Fs)= T s 0. (23)

Nadalje, u proizvoljnoj tocki T = (z(s), y(s)) krivulje I" definiramo flek-
siju (zakrivljenost krivulje)

X(s) = [7"(s)] (24)

kojoj korenspondira r(s) = ﬁ odgovarajuéi polumjer kruznice zakriv-
ljenosti krivulje I' u njezinoj proizvoljnoj tocki 7T'.
Uocimo da iz i proizlazi da je jedini¢ni vektor normale ﬁ(s)
definiran u svakoj tocki krivulje ako ona nema tocke izravnavanja.
Primjenom diferencijalnog ra¢una dokazat ¢emo sljedece dvije tvrd-

nje.

Tvrdnja 2. Normala krivulje T' je tangenta njezine evolute u pripadnoj
tocki.

Dokaz. Primjenom jednadzbe slijedi da je vektorska jednadzba evo-
lute krivulje I' zadane vektorskom jednadzbom oblika

Je(s) = §(s) +r(s) - N(s), (25)

gdje je s € [0, L] prirodan parametar krivulje I, ali proizvoljan parametar
njezine evolute. Deriviranjem jednadzbe po parametru s dobivamo

Ju(s) =T(s) +7'(s) - N(s) +r(s) - N'(s). (26)

gdje se koristilo svojstvo da je f(s) = /(s). Primjenom druge Frenet-
Serretove formul N’(s) = —x(s) - T(s) i ¢injenice da je fleksija krivulje
I" obrnuto proporcionalna polumjeru kruznice zakrivljenosti krivulje T',
dobivamo: r(s) - N'(s) = —T(s), stoga jednadzbu mozemo pisati u
obliku:

J.(s) =1"(s) - N(s) (27)
za svaki s € [0, L]. Identitet geometrijski se interpretira da je vektor

tangete ¢.(s) na evoluti krivulje T" kolinearan s jedini¢nim vektorom
normale N (s) na krivulji T' ¢ime je tvrdnja dokazana. O

13jedini¢ni vektor tangente razli¢it od konstantnog vektora
HMprva Frenet-Serretova formula je: T7(s) = x(s) - N(s)
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Tvrdnja 3. Ako se na nekom luku m krivulje T polumger kruZnica
zakrivljenosti mijenja monotono, onda je prirast duljine luka na odgova-
rajuéem dijelu njezine evolute jednak odgovarajuéem prirastu polumjera
kruznica zakrivljenosti krivulje T

Dokaz. Uzimajuéi u obzir da je N(s) jedinitni vektor, iz identiteta
proizlazi

|Ge () = Ir'(s)], (28)

gdje |7.(s)| > 0 oznacava duljinu vektora tangente na evoluti krivulje T
Uz pretpostavku da se polumjer kruznica zakrivljenosti mijenja mono-
tono i uvodenjem oznake

identitet mozemo pisati u obliku o’(s) = r'(s), odakle direktno
proizlazi

= . 2
ds ds (29)

Integriranjem po diferencijalu ds u granicama s1, se € [0, L] C Rar
dobivamo

S1 S1

odnosno
o(s2) —o(s1) =r(s2) —r(s1), (30)

gdje se primijenila Newton-Leibnitzova formula za izra¢unavanje odre-
denih integrala.

Primijetimo da je izrazom o(s3) — o(s1) dan prirast duljine luka na
evoluti I'y krivulje I, a izrazom r(sq) — 7(s1) prirast polumjera kruznica
zakrivljenosti krivulje I". Dakle, identitetom dokazana je tvrdnja.

O
Uvodenjem oznaka
|I§1§2| = 0(s2)—0(s1), 02 := 0(s2), 01 := 0(81), 12 :=1r(s2), 11 :=r(s1),
identitet moZemo pisati u obliku
T2:7’1+\1§1E\- (31)

koji se interpretira na sljedeé¢i nacin:
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ako pretpostavimo da preko luka 151—1?2 evolute I'y od njezine tocke
P, nategnemo nerastezljivu gipku nit do tocke 77 na krivulji T,
onda odmatanjem te niti s evolute, drzeéi je pritom nategnutu,
tocka Tp ¢e pri tom odmatanju opisivati luk P/lf\’g na krivulji T,
vidi sliku Bl

Slika 3. Evolventa i evoluta.

Time se dobiva krivulja I koju nazivamo odmotaljkom ili evolventom kri-
vulje I';. Dakle, uz pojam evolute krivulje direktno je povezan i pojam
evolvente krivulje. Zapravo to su dvije ravninske krivulje koje odrede-
nim postupkom nastaju jedna iz druge. Konkretno, evoluta krivulje I" je
krivulja I'; koju ¢ini skup svih sredista kruznica zakrivljenosti obzirom
na svaku toc¢ku krivulje I'. S druge strane, evolventa krivulje 'y je kri-
vulja ' za koju vrijedi da je krivulja I'y njezina evoluta. Iz prethodno
navedenog proizlazi da za svaku krivulju postoji to¢no jedna evoluta,
medutim obrat ne vrijedi. Naime, za svaku evolutu postoji beskona¢no
mnogo evolvenata §to ¢éemo u nastavku obrazloziti.

Objasnimo najprije konstrukciju evolvente krivulje I';. Odaberimo
proizvoljne to¢ke Py, ..., P;,..., Py nakrivulji I'y uz pretpostavku da je
ona orijentirana od tocke Py prema tocki P, i ozna¢imo s ¢, . . . , %}, oy tm
tangente na krivulju I'y u tockama P, ..., P;,..., Py. Primjenom iden-
titeta , proizlazi:

ri+e=ro+c+|BP, ceR, (32)

Sto se interpretira da se na svakoj tangenti %vj u tocki P; krivulje I'y moze
proizvoljno odabrati tocka T za koju vrijedi da je njezina udaljenost od
tocke P; jednaka r; 4+ c. Pritom je ¢ proizvoljan realan broj, a r; € RS
je polumjer kruznice zakrivljenosti u tocki 7} krivulje I' takav da j

15vidi konstrukeiju evolute krivulje T’
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r; = d(T}, P;). Skup svih tako dobivenih to¢aka T} ¢ini evolventu krivulje

I

Slika 4. Konstrukcija evolventi krivulje I';.

I'y. Pritom se tocka T} dobiva takozvanim odmatanjem krivulje I';.
Geometrijska interpretacija identiteta je da za krivulju I'y postoji
beskona¢no mnogo evolventi I', IV, T, ... koje se dobivaju u ovisnosti o
izboru vrijednosti konstante ¢ € R, vidi sliku [
Specijalno, ako je ¢ = 0, onda je krivulja I' evolventa krivulje I'y.

2.4. Primjeri krivulja i njihovih evoluta

U nastavku éemo prikazati evolute nekih krivulja u ravnini i opisati
njihova svojstva.

2.4.1 Funkcije sinus i kosinus

Prije nego li prikazemo evolute grafova trigonometrijskih funkcija si-
nus i kosinus zadanih eksplicitnom jednadzbom y = sinx i y = cos x, pri-
sjetimo se, trigonometrijske funkcije sinus i kosinus su periodi¢ne funkcije
s temeljnim periodom 27, definirane na skupu realnih brojeva kojima je
segment [—1, 1] podrudje vrijednosti. Promatrajmo najprije funkciju si-
nus zadanu eksplicitnom jednadzbom

y=sinx, =z €€R.

Funkcija sinus raste na intervalima (-7 + 2km, T + 2k7), k € Z i pada
na intervalima (3 + 2km, 3T 4 2kn), k € Z, stoga u totkama —7F + 2km
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ima minimume, a u tockama 7 + 2k7 ima maksimume za svaki k € Z.
Nultocke funkcije sinus su k7 za svaki k € Z.

U nastavku ¢emo koristiti terminologiju da je graf funkcije f rastuéi
na intervalu I C R ako funkcija f raste na I i analogno da je graf
funkcije f padajuéi na intervalu I ako funkcija f pada na I.

U suglasnosti s navedenim, sinusoida (graf funkcije sinus) je rastuca

na intervalima (-7 + 2km, § 4 2k7) i padajuca na intervalima (7 +

2k, 3% + 2km) za svaki k € Z. Primjenom dobivamo

cos x(1 + cos® z)
Tes =T+ ——— 2
sin

1+ cos?®x

sinx

, x e R\{kr | k € Z} (33)

Yes = sinz —

parametarske jednadzbe evolute sinusoide.

sinusoida

evoluta sinusoide

Slika 5. Sinusoida i evoluta sinusoide na [—3m, 57].

Pritom se koristilo svojsvo da iz sinx # 0 slijedi x# k7 za svaki k € Z
Sto ima za posljedicu da evoluta sinusoide nije definirana za x = km,
k € Z. Izratunavanjem limesa od x.s i y.s kada x tezi prema k7, k € Z

cosz(l+cos®z)\
sinx N

lim z.s = lim [x+
z— km z— km
) ) . 14 cos? x
lim yes = lim [sine — ——— | =
x— km r— km Sm T

dobivamo da su oni jednaki beskonac¢nosti, odakle proizlazi da za t = k,
k € Z evoluta sinusoide ima kose asimptote y = ax + b Ciji se koefi-
cijenti a i b izratunavaju primjenom formula: a = lim;_, g, gfz, b =
limy—, gr (Yes — aZes). Uzimajuéi u obzir da je

sin(kr) =0, cos?(km) =1, cos(2km) =1, cos(m+ 2km) = —1
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dobivaju se dvije familije kosih asimptota:
1. y=—x+z9 akoje zg=2km k€Z,

2. y=x—z9 akoje zg=m+2km keZ.

Na slici |§| prikazana je sinusoida i njezina evoluta na segmentu [—%, 37”]

s odgovarajuéim asimptotama. Promatrajucéi sliku [] moze se naslutiti
da evoluta sinusoide ima Siljke u nekim tockama koje éemo u nastavku
odrediti koristeci sljedece svojstvo.

Yy=r— Yy=x -7

—4 -3 -2 -1 1 2 4 5 6 7

-1
sinusoida

-2
evoluta sinusoide

3

Slika 6. Sinusoida i evoluta sinusoide na [—7, 5]

Krivulja zadana parametarskim jednadzbama x = z(t), y = y(t), t €
I C R ima Siljak u tocki (xz(to),y(to)) jedino ako postoji ty € I takav da
je &(to) = 0 i g(to) = 0.

Dakle, izracunavanjem derivacija prvog reda parametarskih jednadzbi
evolute sinusoide:

. —cos?x(3sin’x +cos®x +1) | cos x(3sin® x + cos? x + 1)
Tes = ) y Yes = ) )
sin® x sin” x

proizlazi .5 = 0 i g5 = 0 jedino ako je cosx = 0, odnosno ako je
z=7Z%+knm k€Z, jer je 3sin’x + cos?x + 1 # 0 za svaki = € R. Time
dobivamo da za svaki k € Z evoluta sinusoide ima §iljke u tockama

(ree (2 k) e (5 ) ) = (& 5 km0).

Nadalje, lako se moze pokazati da za evolutu sinusoide vrijedi da:
e je rastuca na (—35 + 2k, 2km) i na (2km, § 4 2km);
e za xo = 2km ima kosu asimptotu y = —x + x;

e je padajuca na (5 + 2km,m + 2km) i na (7 + 2km, 3T + 2km)
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e 73 rg = 7w + 2km ima kosu asimptotu y =z — xg

za svaki k € Z (vidi slike [5]i[6).
Promotrimo sada graf funkcije kosinus y = cosz, x € R. Primjenom

dobivamo

sinz(l +sin’z) 7
Tee =0 — ————— + —
cos T 2
1 — sin?
yec:COS(E—&, .%'ER\{E+]€7T|]€€Z} (34)
coszT 2

parametarske jednadzbe evolute grafa funkcije kosinus.

Na sliciprikazana je evoluta grafa funkcije kosinus na segmentu [— s 37”]
s odgovaraju¢im asimptotama. Usporedbom slike [7] sa slikom [6] moze se
uoCiti da se evoluta grafa funkcije kosinus moze dobiti pomakom evolute
grafa funkcije sinus za 7 ulijevo. Podsjetimo se, iz poznate formulﬂ
cosx = sin (x + %) proizlazi da se graf funkcije kosinus moze dobiti po-
makom grafa funkcije sinus za § ulijevo §to ima za posljedicu da se evo-
luta grafa funkcije kosinus moze dobiti pomakom evolute grafa funkcije

sinus za 7 ulijevo $to se racunski dokazuje na sljedeci nacin.

evoluta kosinusoide

Slika 7. Graf funkcije kosinus i njegova evoluta na [—7, 2T].

Uvodenjem supstitucije x = u + 5 u , parametarske jednadzbe evo-

16j analogno iz formule sinz = cos (z — ) proizlazi da se graf funkcije sinus moZe
dobiti pomakom grafa funkcije kosinus za = udesno, stoga se graf evolute grafa funk-

2
cije sinus moZze dobiti pomakom evolute grafa funkcije kosinus za 7 udesno
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lute grafa funkcije sinus, dobivamo:

7 cos(u+3) (14 cos®(u+3))

mpszu+§+ sin (u + %)
T 1—cos? (u+ %)
s =si Iy —— T3 35
Yps = S (u—i— 2) sin (u + %) (35)

gdje je u € R\ {5 +kr | k € Z}.

Primjenom formula sin (u+ %) = cosu, cos(u+ %)= —sinu i za
x := u iz jednadzbi direktno proizlaze jednadzbe ¢ime smo do-
kazali da se evoluta grafa funkcije kosinus dobiva pomakom evolute grafa
funkcije sinus za § ulijevo. Jasno, analogno se moze pokazati se evoluta
grafa funkcije sinus dobiva pomakom evolute grafa funkcije kosinus za 7
udesno.

2.4.2 Kubna parabola
Neka je kubna parabola zadana implicitnom jednadzbom
adr—y> =0, a=konst. #0.

Ako je a > 0, onda je kubna parabola rastuca, a ako je a < 0, onda je ona
padajuéa na skupu realnih brojeva; sije¢e os = u ishodistu pravokutnog
koordinatnog sustava. Evoluta kubne parabole odreduje se primjenom
formula ([12), stoga izraGunajmo najprije parcijalne derivacije prvog i
drugog reda: F,(z,y) = a3, Fy(z,y) = —3y?, Fux(x,y) =0, Fpy(z,y) =
0, Fyy(z,y) = —6y. Pritom dobivamo: F7(z,y) + Fp(z,y) = a® + 9y* i

Fo. Fo F| [0 0 a?
Fy. Fy, F,/ =0 -6y -3y% =d°
0

3 a2
F, F, @ —3y* 0 @ 3y

Ako implicitnu jednadzbu a®>z — y3 = 0 kubne parabole izrazimo pomoéu
njezine odgovarajuce eksplicitne jednadi\?ﬂ onda dobivamo y = a/x

¢ime je: Fy(x,y) = a®, Fy(z,y) = —3a%Vx2, odnosno:
Ff(x,y)+Fy2(x,y):a6+9a4x\?’/5, Fyz Fyy Fy :6a7\3/57
F, F, 0
stoga iz slijedi da su:
) n a®
Thp = T+ ——
KN X
1 9 .
Yrp = 50 Jr — 2—96\/3 x2, z € R\ {0} (36)
a

L7pri Gemu je y realna funkcija realne varijable z
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parametarske jednadzbe evolute kubne parabole a®z — 33 = 0, a # 0.
Izra¢unavanjem limesa

lim éx—s—a—Q =00 lim 1a?’x—gx\/gxz =0
e 0\27 " 6yz) T a50\2 2a B

proizlazi da evoluta kubne parabole ima horizontalnu asimptotu y = 0.
S druge strane, deriviranjem parametarskih jednadzbi dobivamo:

. _45\3/964—@2 o 4524 — a2
ETro e

a?

3
stoga iz Zxp = 01 Yrp = O slijedi da je z = + y (45) §to povlaci da

evoluta kubne parabole ima §iljke u tockama

N N N N
(xkp(— /)Y~ {/(22) )), (( (2)")om (Y(22) )).
Konkretno, neka je a = 1. Tadasu xy, = %x—&—ﬁ, Yp = 5VT—JaV a2

parametarske jednadzbe evolute kubne parabole z — y? = 0, vidi sliku
Pritom za evolutu kubne parabole vrijedi da:

e je padajuca na (—oo, —0.057) i rastuc¢a na (—0.057,0) te za = =
—0.057 ima giljak u tocki (—0.57, —0.15);

e za x = ( ima horizontalnu asimptotu y = 0;

e je rastuca na (0,0.057) i padajuca na (0.057, +00) te za x = 0.057
ima siljak u tocki (0.57,0.15).

evoluta kubne parabole

kubna parabola ,

-3

Slika 8. Kubna parabola z — y® = 0 i njezina evoluta.
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2.4.3 Arhimedova spirala

Promotrimo sada jos jednu vrlo zanimljivu krivulju, Arhimedovu spi-
ralu, ¢ija je polarna jednadzba:

o=ap, peR a#0.

Iz polarne jednadzbe Arhimedove spirale proizlazi da dvijema medu-
sobno suprotnim varijablama ¢1,p2 € R, ¢1 = —p9 odgovaraju dvije
medusobno suprotne vrijednosti o1 = —p2, gdje je 01 = ap1, g2 = aps
§to ima za posljedicu da se Arhimedova spirala sastoji od dviju grana
koje su simetri¢ne u odnosu na okomicu na polarnu os na kojoj leze sje-
ciétﬁ njezinih dviju grana. Ako je ¢ > 0, onda se Arhimedova spirala
odmotava u pozitivhom smjerdﬂ a za ¢ < 0 u negativhom smjerﬂ
Arhimedova spirala se najéeSce prikazuje samo njenom ,pozitivnom” gra-
nom (za ¢ > 0 prikazanoj crvenom bojom na slici@za a = 1) jer se njena
,negativna” grana (za ¢ < 0 prikazanoj plavom bojom na slici@za a=1)
dobiva simetrijom u odnosu na okomicu na polarnu os kroz pol polarnog
sustava.

Slika 9. Arhimedova spirala p = p za a =11 ¢ € [—6m, 67].

Evolutu Arhimedove spirale odredit ¢emo primjenom , stoga ¢emo
najprije odrediti derivacije prvog i drugog reda Arhimedove spirale. Dakle,
iz 0 = ap slijedi o' = a i ¢’ =0, odakle proizlazi:

P+ 0?=ad (P +1), 0 +20% 00 =d*(p*+2).

18sjecigta dviju grana Arhimedove spirale su dvostruke totke spirale
smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu
20gmjeru kretanja kazaljke na satu

91



LEA VUCKOVIC MILENA SOSIC

Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti u jednadzbe i dodatnim sredi-
vanjem dobivamo

a(pcosp — (p* + 1) singp)
0% +2
a(psing + (p* + 1) cos p)

as — 5 R 37
Y, 210 pE (37)

LTas =

parametarske jednadzbe evolute Arhimedove spirale.

Iz prethodno navedenog proizlazi da se za obje grane Arhimedove spirale
dobiva ista evoluta, stoga ¢emo u nastavku promatrati samo "pozitivnu"
granu Arhimedove spirale. Za ¢ = 0 na Arhimedovoj spirali dobivamo
pol polarnog sustava, a na evoluti Arhimedove spirale tocku (0, %) sto
direktno slijedi iz jednadzbi . S druge strane, kada ¢ tezi prema +oo,
onda se Arhimedova spirala odmotava u pozitivhom smjeru, a njezina
evoluta se priblizava kruznici (sa sredistem u polu polumjera a > 0) s

njezine unutrasnje strane, vidi sliku [I0]za a = 1.

Arhimedova spirala 08
10
04
02
&\ < , < 02 04 o5 o8 T2

Evoluta Arhimedove spirale

Slika 10. Arhimedova spirala ¢ = ¢ za a = 1 1 ¢ > 0 i njezina evoluta.

Naime, izra¢unavanjem limesa

— (2 i
lim Zas(0) = lim (a(gacosw (¢ +1)sm<,0))

p—00 p—00 (p2 + 2
ap?(L cosp —sinp — 25 sin )
= lim £ " = —asingp
i3 A+ 2)
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. -
lim ya(p) = lim (a(9051n<ﬂ+(90 + )Cosgo))

p—r00 p—r00 @2 + 2
201 1
. ap?(= sinp 4 cosp + —5 cos )
= lim £ 5 e =acosp
i 20+ 2)
i uvodenjem oznaka x = —asiny i y = acos, slijedi 22 4+ y? = a? §to

se geometrijski interpretira da se evoluta Arhimedove spirale priblizava
kruznici k£ s njezine unutrasnje strane kada ¢ tezi ka beskonacnosti. Pri-
tom je k kruZnica sa srediStem u polu (ishodistu pravokutnog koodrinat-
nog sustava) polumjera a > 0.

Za a = 1 dobiva se Arhimedova spirala ¢ = ¢ i njezina evoluta kojoj
pcos p—(p241) sin p _ psinp+(p?+1)cosp
¢2+2 ) yas - ¢2+2

SU  Tgs = parametarske
jednadzbe.

U ovom slucaju, kada ¢ tezi u beskonacnost, evoluta Arhimedove
spirale priblizava se jedini¢noj kruznici 22 +y? = 1 sa sredigtem u (polu)

ishodistu pravokutnog koordinatnog sustava, vidi sliku [I0]
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