NEKE NEJEDNAKOSTI KVADRA

[Vatka 30 (2021./2022.) br. 120

T
,

Sefket Arslanagi¢ i Daniela Zubovi¢, Sarajevo

ovom c¢lanku bit ¢e govora o nekim zanimljivim nejednakostima
koje se odnose na kvadar. Kvadar je uspravna cetverostrana prizma
omedena s tri para medusobno sukladnih pravokutnika.

Oznac¢imo li s g, b i ¢ duljine bridova kvadra, s d duljinu plo$ne dijagonale
njegove baze, a s D duljinu prostorne dijagonale toga kvadra, tj. uz oznake kao
na slici, vrijede sljedece formule (Slika 1.):

Slika 1.
O=2(ab+bc+ac), (1)
V =abc, (2)
d=a’+b, (3)
D’ =a’+b’ +c°. (4)

Dat ¢emo viSe primjera nejednakosti za ¢ije ¢emo dokaze koristiti gornje
formule, neke od poznatih nejednakosti kao i ostale vazne osobine nejednakosti.

Primjer 1. Odredimo najvece oplosje koje moze imati kvadar ¢ija je dulji-
na prostorne dijagonale jednaka m.

Rjesenje: Oznacimo li s x, y i z duljine bridova kvadra, tada je njegovo oplosje
O prema (1)
@) =2(xy+yz+xz).

Ocigledno (zbog (x —y)2 >0 ) vrijedi da je
X +y 22y Y+ 22yz X+ 2 224z
Zbrojimo li te nejednakosti, dobit ¢emo da je
2(x2+y2+z2)22(xy+yz+xz). (5)

Budud¢i da prema (4) vrijedi da je x*+y’+2z°=m?, iz (5) slijedi da je
2(xy+yz+xz)<2m’, 1. O<2m’.

Prema tome, najvece oplosje je 2m?>.
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0.4 m® ako je zbroj njenih triju dimnezija (duljina njenih bridova) jednak 2 m?

Rjesenje: Neka su dimnezije kutije a, b, i ¢, pri ¢emu vrijedidajea+ b+ c=2m.
Tada iz (2) vrijedi da je abc = 0.4 m®. S obzirom na nejednakost izmedu ari-

+c
>3/abc ,

tmeticke i geometrijske sredine A > G za tri pozitivna broja

zaklju¢ujemo da vrijedi:
2oifoa=32
3 5

8 _2
Nakon kubiranja ove nejednakosti dobivamo > > B < 20227, §to nije

to¢no. Prema tome, trazena se kutija ne moze napraviti.
Primjer 3. Dokazimo da vrijedi:

a) Oplosje kocke manje je od oplosja kvadra istog volumena.
b) Volumen kocke ve¢i je od volumena kvadra istog oplosja.

Rjesenje: a) Koristeci ve¢ spomenutu nejedankost (A > G) dobivamo:

W>i}ab-bc-ac , 4.

w > %l(abc)z. 6)

Ovdje vrijedi stroga nejednakost jer u kvadru duljine bridova a, b i ¢ nisu
medusobno jednake. (Inace se jednostavno dokazuje da u nejednakosti A > G,

. X+ty+z

tj. >3/xyz , (x, y, z> 0) jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y = z).

Ako je k duljina brida kocke, prema uvjetu u zadatku vrijedi:

k* = abe.
Sada iz (6) slijedi da je
ab+ b3c +ac . %/k—ﬁ ’

odnosno ab+bc+ac >3k’ a odavde je 6k’ <2(ab+bc+ac), §to je i trebalo
dokazati.

b) Prema dokazanom u a) zadatku dobivamo da je ab + bc + ac > 3k? pa iz
nejednakosti (6) redom dobivamo da je

(ab +bc+ ac)3 > 27(abc)2 R

tj. (3k2 )3 > 27(abc)2, odnosno 27k° >27(abc)2 ) 4. k* > abc, $to je i trebalo
dokazati.
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Primjer 4. Dokazimo nejednakost
a’b* + b +a*t > abcD\/g R
gdjesua, bicduljine bridova kvadra, a D duljina njegove prostorne dijagonale.
Rjesenje: 1z ocigledne nejednakosti
(x—y)z +(y—z)2 +(x—z)2 >0; (x,y,z eR)
nakon kvadriranja dobiva se nejednakost 2(x2 +y +2° ) > 2(xy +yz+ xz) ,

odnosno
XH+y > xy+yz+xz, (7)

aodavde je x* +y’ +2° +2xy +2yz +2xz > 3(xy + yz +xz)
ili

(x+y+z)223(xy+yz+xz), (8)
gdje su x, y,z € R. Jednakost vrijedi ako i samo ako jex =y =z.
Uvrstimo li u (8) daje x = (ab)2 , ¥y = (bc)2 iz= (ac)2 , dobivamo

[(ab)z +(bc)2 - (ac)zJ2 >3a’b’c? (a2 +b*+¢° ),

odnosno zbog (4):

(a2b2 +b’c® +a’c )2 >3a’b’c’D’.

Nakon korjenovanja dobivamo a’b’ +b’c* +a’c’ > abcDA3 , §to je treba-

lo dokazati. Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = ¢, tj. kada je u pitanju
kocka.

Primjer 5. Ako su a, b, c duljine bridova i O oplosje kvadra, dokazimo da
vrijedi nejednakost

2
Oég(a+b+c)2.
Rjesenje: 1z dokazane nejednakosti (7), tj. x* + y* +z*> > xy + yz + xz, dobiva-
mo ekvivalentnu nejednakost 2(x2 +y'+2 ) > 2(xy +yz +xz). Dalje je
3(x2 +y° +z2)2 x*+ Y + 20+ 2xy +2yz + 2%z, 4.

3(x2 +y° +22)2(x+y+z)2
ili 1 ,

x2+y2+z22§(x+y+z) . 9)

Nadalje je:
O=2(ab+bc+ac)=(a+b+c)2—(a2+b2+cz). (10)

Mnozeci nejednakost (9) brojem -1, dobivamo nejednakost

_(x2+y2+z2)s—§(x+y+z)2. (11)
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1
Iznejednakosti(10) zbognejednakosti(11)slijedi O < (a +b+ c)2 —g(a +b+ c)2
ili 0< %(a +b+ c)2 , §to je trebalo i dokazati.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = c kada je u pitanju kocka, tj. O = 6a’.

Primjer 6. Neka su g, b, ¢ duljine bridova kvadra, a D duljina njegove pro-
storne dijagonale. Dokazimo da vrijedi nejednakost

B3

T(a+b+c)£D<a+b+c.

RjeSenje: 1° Iz (4) na temelju dokazane nejednakosti (9) dobivamo

1
D’ > g(a +b+ c)2 , a nakon korjenovanja dobivamo redom:

1 . 1 ]
DZ\/;(cH—anc),t). Dzﬁ(a+b+c) ili DZ?(a+b+c).

2° Da bismo dokazali drugi dio nejednakosti iz ovog primjera, oznac¢imo s
d dijagonalu donje strane, tj. pravokutnika kojemu su bridovi duljine a i b
(Slika 1.). Koristeci nejednakost trokuta, dobit ¢emo:

D<d+cid<a+b,
pajeD<a+ b+ sto je trebalo i dokazati.
Iz dokazanih tvrdnji 1°i 2° slijedi dana nejednakost.

Jednakost na lijevoj strani dane nejednakosti vrijedi ako i samo akojea=b=c,
tj. kada je u pitanju kocka, tj. D = a3 .

Primjer 7. Ako je O oplosje i V' volumen kvadra, dokazimo da vrijedi
nejednakost O >216V°.

Rjesenje: S obzirom na to daje O = 2(ab +bc+ ac) i V =abc, prema nejedna-
kosti za aritmeticku (A) i geometrijsku (G) sredinu koja glasi A > G, dobivamo:

Wzimb-bc-ac ) 4. ab+bc+ac>33a’b*c* .

Nakon kubiranja je ,
(ab +bc+ ac) >27a’b’c?

3
ili (%j >27V?2, tj. O’ 28-27V?, odnosno O’ >216V?, §to je i trebalo dokazati.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a=b=c, tj. kada je u pitanju kocka, te
0=6a’, V=abc.
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