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LINEARNE DIOFANTSKE JEDNADZBE

Filip Nikoli¢, XV. gimnazija, Zagreb

ko imamo zadanu jednadzbu y = x, onda je graf te jednadzbe skup

svih toc¢aka T(x, y) u koordinatnom sustavu koje je zadovoljavaju.
Ako je tocka T\ (2, 2), onda ona pripada grafu jednadzbe jer je 2 = 2. Toc-
ka T,(2, 3) ne pripada grafu jednadzbe jer 3 # 2. Tocka T,(0.5, 0.5) takoder
pripada grafu jednadzbe. Ako bismo provjerili svaku toc¢ku ravnine s ovom
jednadzbom, dobili bismo skup toc¢aka koje ¢ine pravac, pa je graf jednadzbe
pravac.

U primjeru smo vidjeli da tocka T,(0.5, 0.5) pripada jednadzbi, ali $to ako
bismo htjeli da rjesenja budu samo cjelobrojna? Drugim rijecima, da tocke
(1,1), (-1 -1), (123, 123) pripadaju, ali da tocke (0.5, 0.5), (12.34, 12.34), (82.3,
82.3) ne pripadaju rjesenjima jednadzbe?

Kako bismo to ostvarili, potrebne su nam diofantske jednadzbe, u ovom
slucaju linearne diofantske jednadzbe.

U diofantskim jednadzbama rjesenja su uvijek cijeli brojevi: x, y € Z.

Primjer 1.
] / y=x

Pravac prikazuje linearnu jednadzbu, a podebljane tocke prikazuju rjese-
nja diofantske jednadzbe.

Primjecujemo da su rjeSenja diofantske jednadzbe ujedno i tocke pravca
y=X.

Lako je vidjeti diofantska rjeSenja ako nacrtamo graf linearne jednadz-
be, ali je li to prakti¢no? Je li moguce dobiti rjeSenja iskljucivo rac¢unski?
Da, naravno da je moguce.
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Mozemo osmisliti varijablu # koja ¢e biti cijeli broj: n € Z. Mozemo reci
da nam x bude jednak n:
x = n . Iz zadane jednadzbe vidimo da je y jednak x pa je onda y jednak n:
y = n. Dobili smo rjesenje diofantske jednadzbe koje zapisujemo ovako:
x=ny=nnclrl

Rjesenja su svi uredeni parovi (x, y), tj. rjeSenja su svi uredeni parovi (n, n),
n € Z. Ako je n cijeli broj, onda su x i y cijeli brojevi, $to znaci da su sva rjesenja
cjelobrojna.

Neko od rje$enja mozemo dobiti tako da zadamo neki broj n.
Primjer racuna:
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Mozemo primijetiti da je varijabla n nesto kao redni
broj tocke gdje prva tocka ima redni broj 0, sve vrijednosti

desno od nje imaju pozitivan redni broj, a sve lijevo
imaju negativan redni broj.

Primjer 2.

Primjer 1 bio je dosta lagan, ali ogranicen.

Sto ako zelimo promijeniti nagib pravca?
Sto ako je y = ax?

y=2x
Opet mozemo reci da je x = n.

Ali ovaj je put y = 2n.
Do toga smo dosli iz svojstva nagiba pravca:
ako x povecamo za 1, onda ce se y promijeniti za a.

U ovom slucaju, ako x pove¢amo za 1, y ¢e narasti za 2.
Vrijedi i obratno; ako x smanjimo za 1, y ¢e se smanjiti za 2.
x=ny=2nnecl
Diofantska rjesenja ove jednadzbe su svi uredeni parovi (1, 2n), n € Z.
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Primjer 3.

Sto ako nagib nije cijeli broj?

1,
4 2

et

U ovom primjeru moZemo primijeniti istu metodu kao u primjeru 2: ako

x povecamo za 1, y ¢e se povecati za 0.5.

x=n
y=05-n

Ali, upravo mnozimo cijeli broj s racionalnim, onda y nije uvijek cijeli pa to ne
moze biti diofantsko rjesenje!

Mozemo se zapitati koliki x treba biti da bi desna strana jednadzbe y = %x bila

cijeli broj.

1 1
x moze biti 0 (jerjez- 0=0),2 (jerjeg- 2=1),4,6,8,10...

x treba biti visekratnik broja 2!

Onda, umjesto da x povec¢avamo za 1, povecavat c¢emo ga za 2; ako x pove¢amo
za 2, onda Ce y narasti za 1.

x=2ny=nnc€lZl

Diofantska rjesenja ove jednadzbe su svi uredeni parovi (2n, n), n € Z.

Primjer 4.

Dosadno je da pravac uvijek prolazi kroz ishodiste (0, 0) pa smo u linearnim

jednadzbama dodali koeficijent b ili odsjecak na y-osi. Mozemo zadati linearnu
jednadzbu s koeficijentom b te odrediti sva diofantska rjesenja za tu jednadzbu.
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Promotrimo postupak na primjeru jednadzbe
y=2x+1

Ako bismo nacrtali graf linearne jednadzbe bez odsjecka
na y-osi, dobili bismo pravac s nekim nagibom koji pro-
lazi kroz ishodiste. Kako bismo dobili to¢an pravac, podi-
gnemo ga (ili spustimo) za vrijednost odsjecka na y-osi.
Na slici mozemo vidjeti da to vrijedi i za diofantske jed-
nadzbe. Kako bismo rjesili diofantsku jednadzbu, moze-
mo prvo izracunati sva rje$enja jednadzbe bez koefici-
jenta b, a zatim sve dobivene tocke podignuti za 1.

U primjerima 1, 2 i 3 mi smo zapravo pokusavali dobiti
nagib diofantske jednadzbe, a nagib ne ovisi o koefici-
jentu b, pa ga mozemo ignorirati, te ga na kraju vratiti.

Jednadzba y = 2x je homogena jer sadrzi clanove
samo jednog stupnja: 1 je nulti stupanj, a je prvi stu-
panj, 4a je takoder prvi stupanj, ab je drugi stupanj...
Homogenu smo jednadzbu dobili tako da smo od zada-
ne maknuli b (+ 1).

Ovu (homogenu) jednadzbu ve¢ smo rijesili u primjeru

2, arjeSenje je:
x,=ny =2nncl

Ovo nije rjesenje diofantske jednadzbe jer nismo uzeli u obzir koeficijent b.

Kao $to je receno maloprije, koeficijent b podize ili spusta pravac za vrijednost
koeficijenta, tj. svakoj toc¢ki pravca doda vrijednost b y-koordinati. Zato ¢emo

svakoj y-koordinati svake tocke dodati b ili u ovom slucaju 1.

x=x,=ny=y,+1=2n+1,n€Z

Diofantska rjeSenja ove jednadzbe su svi uredeni parovi (n, 2n + 1), n € Z.

I na kraju, evo nekoliko zadataka za vjezbu.

Zadatci za vjezbu

Nadite cjelobrojna rjeSenja jednadzbi:

1. y=4x
2. y=3x-5
3. y=-2x+2
2
4. y=—x+4
Y 3
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