Poucak 89

Jedna vazna algebarska
nejednakost i njezina primjena
SEFKET ARSLANAGIC', DANIELA ZUBOVIC?

U ovom ¢emo ¢lanku dokazati jednu vaznu algebarsku nejednakost te njenu pri-
mjenu, i to u nekoliko primjera. Po¢i ¢emo od sljedece algebarske nejednakosti:

X +y +7 [xty+z
3 - 3

koja je nakon sredivanja ekvivalentna sa sljedecom nejednakoscu:

j 5 (%, ¥,2>0), (1)

3+ Yy +2) > (x+y+2)
$to je dalje ekvivalentno
2+ 2y + 227 - 2xy - 2yz - 22x > 0,
odnosno
(x—y)2 +(y—z)2 +(z—x)2 =0,
a ovo je o¢igledno to¢na nejednakost. Vrijedi jednakost u (1) akoisamo akojex=y=z.

Uocimo takoder da je nejednakost (1) oc¢igledna posljedica nejednakosti izmedu
aritmeticke i kvadratne sredine za tri pozitivna broja, tj.

x+y+z< x2+yz+z2
3\ 3 ’

odnosno nakon kvadriranja ove nejednakosti:

xty+z 2<x2+y2+z2
3 B 3

za X, ¥,z >0, a ovo je nejednakost (1).

Sada se namece jedno ocigledno pitanje: vrijedi li i nejednakost

Xty +z (xty+z ’
3 L3

()
za x,9,2>07?
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JEDNA VAZNA ALGEBARSKA NEJEDNAKOST...

Oti¢i ¢emo korak dalje, tj. dokazat ¢emo da vrijedi sljedeca vazna nejednakost:

n n n n
X"+ Yy +z >(x+y+z}

3 3 (3)

za X,9,2>0,nEN.

Dokaz: Koriste¢i nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za n
pozitivnih brojeva, imamo:

n n(n—l) n—1
xn+(n_1)(Ly+Z) an\l/xn(m) =H(M) .

3 3 3
+y+z) +y+
y”+(n—l)(x—yz) any” XT}}Z

n n(n—l) n—1
+y+ +y+ +y+
Zn+(n_1)(u) ani/z”(u) =n(u) .

3 3

n(n—l) (x+y+z)n—l
=n T y s

Nakon zbrajanja gornjih nejednakosti dobivamo sljede¢u nejednakost:

n n—1
x"+y”+z"+3(n—l)(%) Zn(%) (x+y+z),

koja je ekvivalentna

x+y+z\" x+y+z)

3

>

x"+y”+z”2n( (x+y+z)—3(n—1)(

§to je dalje ekvivalentno
+y+z)
xX"+y'+zZ" = 3n(xTyZ) —3(n—1)

Sredivanjem dobivamo

x+y+z"
— ]
" . " x+y+z !
R A K
odnosno

X'ty 42" (xty+zY
3 - 3

¢ime je tvrdnja dokazana.

Vrijedi jednakost (3) uslucajukadaje n=1ili x=y==z.

Sada vidimo da nejednakost (1) slijedi iz nejednakosti (3) za n=2, a nejedna-
kost (2) slijedi iz nejednakosti (3) za n=3.

Napomena 1. To¢nost nejednakosti (3) mogla bi se dokazati i pomoc¢u mate-
maticke indukcije. Ona ocigledno vrijedi za n = 1 kada vrijedi jednakost (kao i za
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n = 2, tj. vrijedi nejednakost (1)). Za korak indukcije trebalo bi dokazati da vrijedi
nejednakost

n+ n+ n+ n+l
x‘+y'+z‘Z X+y+z @
3 3
za x,y,z>0,n €N ako vrijedi nejednakost (3).
+y+
Mnozenjem nejednakosti (3) sa ETVTZ 50 dobivamo
x+y+z)" - x"+y"+z" xty+z
3 B 3 3
odnosno
x+y+z "+l<(x+y+z)(x”+y”+z”) )
3 B 9 '
Sada bi trebalo dokazati da vrijedi nejednakost
x+yv+zNx"+y"+2Z" n+1+ n+1+ n+l
( Yy )( J ) X y z ' ©)

9 B 3
Tada bismo iz nejednakosti (5) i (6) dobili nejednakost (4).

Sada ¢emo dokazati nejednakost (6).

Dokaz: S obzirom da su brojevi x—y i x" — y" istoga predznaka, mozemo pisati
(x-y)(x"-y1) =0
za n=1. Na isti nacin imamo
-200"-29=20

(z-x)(z"-x) =0
zan=1.

Ako zbrojimo tri posljednje nejednakosti, dobivamo nejednakost
(x—y)(x” —y")+(y—z)(y” —z”)+(z—x)(z" —x") >0,
koja je ekvivalentna s nejednako$cu
Z(x”Jrl + " +z”+1)2 x(y” +z”)+y(z" +x”)+z(x" +y") .

Ako lijevoj i desnoj strani ove nejednakosti dodamo po x"*' + y"*' +z"*', dobi-

vamo sljedecu nejednakost:
3(x”+1 + y"! +Z"+1) > (x+y+z)(x” +y" +z") ,

odnosno W w
(x+y+z)(x +y +z ) - xn+1 +yn+1 +Zﬂ+1

) 5

9 3
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JEDNA VAZNA ALGEBARSKA NEJEDNAKOST...

a ovo je nejednakost (6) koju je trebalo dokazati. Dakle, ovime je dokazana i nejed-
nakost (4).

Dat ¢emo sada nekoliko primjera nejednakosti koje se dokazuju pomocu nejed-
nakosti (3).

Primjer 1. Neka su a,b,c > 0 realni brojevi. Tada vrijedi nejednakost:

a b odoab ¢ )
v & ad b ¢ oa’
I , . a b c Lo
Rjesenje: Uzet cemo zamjenu Pkt z . Odavde slijedi jednakost xyz =1.
c a

Sada je dana nejednakost (7) ekvivalentna s nejednakosc¢u

+y 4+ =x+y+z. (8)
Iz nejednakosti (1) slijedi nejednakost ,
x2+y2+222—(x+y+z) . )
Na osnovi nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna
broja imamo: N
——z 3fxyz. (10)
Sada iz nejednakosti (9) i (10), uz ¢injenicu da je xyz =1, slijedi da je
X +y 47t 2%(x+y+z)2i/xy_z(x+y+z)=x+y+z,
odnosno

x’ +y2 +7° =Zx+y+z,
a ovo je nejednakost (8). Ovime je dokazana i nejednakost (7).
Vrijedi jednakost u (8) ako i samo ako je x=y =z =1, odnosno vrijedi jedna-
kost u (7) ako i samo ako je a=b=c.

Primjer 2. Neka su a,b,c realni pozitivni brojevi takvi da vrijedi jednakost
a+b+c=1. Tada vrijedi nejednakost
a b c

| o

+ + =>—. (11)
(b+c)2 (c+a)2 (a+b)2 4
Rjesenje: Zbog dane jednakosti a+b+c=1 imamo:
a_. b ¢ _a(a+b+c) b(a+b+c) cla+b+c)
(b+c)2 (c+a)2 (a+b)2 (b+c)2 (c+a)2 (a+b)2
a Y b\ c Y a b c (12)
= + + bt
(b+c (c+a) a+b) b+c c+a a+b
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b
Iz nejednakosti (1) za x = 2 , Y= ,Z= < slijedi da je
b+c cta a+b

2
a b c
a Y b Y c Y (b+c+c+a+a+bj
+ + > . (13)
b+c c+a a+b 3
Imamo dobro nam poznatu Nesbittovu nejednakost:

a b c 3

+—t >, (14)

b+c cta a+b 2

¢ijih se vie raznih dokaza moze nadi u [1] i [2].
Sada iz nejednakosti (12), (13) i (14) slijedi:
a b c 1{ a b c
—+ —+ —=— +——t —t—t
(b+¢)” (c+a) (a+b)” 3\b+c c+a a+b b+c c+a a+b

1 (3 3 1
> ===
3 2) 273

a b c

odnosno
a b c 9
ot ot =
(b+c)” (c+a) (a+b) 4
¢ime je nejednakost (11) dokazana.
1
Vrijedi jednakost u (11) ako i samo ako je a=b=c= 3
Primjer 3. Neka su a,b,c ER" i abc =1. Tada vrijedi nejednakost
2 2 2
a b c 3
+ + >, (15)
1+ab 1+bc 1+ca 4
Rjesenje: Na osnovi nejednakosti (1) imamo da je
a Y b Y\ c V_1( a b ¢ Y
- - > + + : (16)
1+ab 1+bc 1+ca 3\1+ab 1+bc 1+ca
Neka je a = i, b =Z, c= i. Sada imamo da je
y z x
) >y =z
2 AR £ =7 —+ Z_+
1+ab 1+bc 1+ca 1+ 142 147
z X y
X v yz 22
yz+xy xz+yz xy+xz 2

jer, stavljajuci da je xy =u, yz =v, xz=w, dobivamo Nesbittovu nejednakost
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u v w - é
v+w  utw utv 2
Dakle, imamo nejednakost
a b c 3
+ + >,
1+ab 14+bc 14ca 2
odnosno ,
a b c 9
+ + =>— . (17)
14+ab 1+4+bc 1+ca 4

Sada iz (16) i (17) slijedi nejednakost

2 2
a b c
+ +
1+ab 1+bc 1+ca
2 2 2
a b c 3
+ + >,
1+ab 1+bc 1+ca 4

¢ime je nejednakost (15) dokazana.

2

19
===,
34

odnosno

Vrijedi jednakost u nejednakosti (15) ako i samo ako je a=b=c=1.

Primjer 4. Neka su «, 3, y € [0,90°] takvi kutovi da vrijedi jednakost sin @ +
+sin B + siny = 1. Tada vrijedi nejednakost

3
tg2a+tg2ﬁ+tg2y2§. (18)
Rjesenje: Imamo
) sinx  1—cos® x 1
tg'x=—7—= 5 =—F-1,
cos“x  cos"x  cos x
pa dana nejednakost sada glasi
1 1 1 3
—t——+——==+3,
cos“a cos*f cos'y 8
odnosno
1 1 1 27
+ =—. (19)

2 2 + 2 -
cos“a cos"f cosy 8

Na osnovi nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine za tri pozitiv-
na broja slijedi nejednakost
3 - cos” a+cos” B+ cos’ y
1 1 1 3
2 + 2 + 2
cos“a cos*fB cos'y

1—sin* @ +1—sin* B+1—sin’y - sin’ @ +sin” B +sin” y
3 3 '

(20)
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Iz nejednakosti (1) imamo nejednakost

sin® o +sin” B +sin’ y - sinc+sin B +siny )’
3 B 3 ’
a odavde, zbog danoga uvjeta sina +sin f+siny =1, slijedi nejednakost

1
sin2a+sin2,3+sin2y2§,

odnosno
1
—(sin205+sin2ﬁ+sin2 y)s—g. (21)
Sada iz (20) i (21) dobivamo nejednakost
3 1 8
1 1 T Ty
2 + 2 + 2
cos“a cos”ff cos'y
a odavde slijedi nejednakost
1 1 1 1 9
- + >,
3\cos’a  cos’B cos’y) 8

odnosno
1 1 1 27

>

+ - >
cos’a cos’fB cos’y 8

a ovo je nejednakost (19). Ovime je dana nejednakost (18) dokazana.
Vrijedi jednakost u (18) ako i samo ako je sina=sinf=siny, tj.

1
zbog sina+sinf+siny=1, ako i samo ako je sina=sin,3=siny=§, te

22 1 2

cosa = cos § = cos —\/g ——,odnosno tga=tgf=tgy=—r=—
YN T T3 g g gV N

Primjer 5. Vrijedi nejednakost

n

a”+b”+c”2(a+2b n+(b+2c)n+ c+2a (22)
3 3 3
zasve a,b,c>0in€EN.
RjeSenje: Na osnovi nejednakosti (3) imamo
a'+b" +b" >(a+b+b L a+2b)”’
3 3 3
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! _(b+2c)n
3 bl

b" +c"+c" >(b+c+c

3 3
c"+a"+a" - cta+a n_ c+2a)
3 - 3 3 )7

a odavde, nakon zbrajanja ovih nejednakosti,

0 in o on (a+2b)n (b+2c)n
a'+b"+c" = 3 + +

3 3

c+2a)n

§to je trebalo i dokazati.

Vrijedi jednakost u (22) ako i samo akojea=b=c.
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