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Jedna važna algebarska  
nejednakost i njezina primjena

Šefket Arslanagić1, Daniela Zubović2

U ovom ćemo članku dokazati jednu važnu algebarsku nejednakost te njenu pri-
mjenu, i to u nekoliko primjera. Poći ćemo od sljedeće algebarske nejednakosti:
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� ; (x, y, z > 0),                               (1)

koja je nakon sređivanja ekvivalentna sa sljedećom nejednakošću:

3(x2 + y2 + z2) ³ (x + y + z)2,
što je dalje ekvivalentno

2x2 + 2y2 + 2z2 – 2xy – 2yz – 2zx ³ 0,

odnosno
     x y y z z x2 2 2 0,       

a ovo je očigledno točna nejednakost. Vrijedi jednakost u (1) ako i samo ako je x = y = z.

Uočimo također da je nejednakost (1) očigledna posljedica nejednakosti između 
aritmetičke i kvadratne sredine za tri pozitivna broja, tj.

x y z x y z2 2 2

,
3 3

   
£

 
odnosno nakon kvadriranja ove nejednakosti:

x y z x y z2 2 2 2

3 3
    

£ 
   

za x y z, , 0 , a ovo je nejednakost (1).

Sada se nameće jedno očigledno pitanje: vrijedi li i nejednakost
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(2)

za x y z, , 0 ?
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Otići ćemo korak dalje, tj. dokazat ćemo da vrijedi sljedeća važna nejednakost:
x y z x y zn n n n
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�3 3                                        

(3)

za x y z n, , 0,  .

Dokaz: Koristeći nejednakost između aritmetičke i geometrijske sredine za n  
pozitivnih brojeva, imamo:

 
 

 n n n n
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Nakon zbrajanja gornjih nejednakosti dobivamo sljedeću nejednakost:

    
n n

n n n x y z x y z
x y z n n x y z

1

3 1
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 ,

koja je ekvivalentna

    
n n

n n n x y z x y z
x y z n x y z n

1

3 1
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, 

što je dalje ekvivalentno

  
n n

n n n x y z x y z
x y z n n3 3 1

3 3
      

        
   

.

Sređivanjem dobivamo

 
n

n n n x y z
x y z 3

3
  

     
 

,

odnosno
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x y z x y zn n n n

3 3

čime je tvrdnja dokazana.

Vrijedi jednakost (3) u slučaju kada je n 1  ili x y z  .

Sada vidimo da nejednakost (1) slijedi iz nejednakosti (3) za n 2 , a nejedna-
kost (2) slijedi iz nejednakosti (3) za n 3 .

Napomena 1. Točnost nejednakosti (3) mogla bi se dokazati i pomoću mate-
matičke indukcije. Ona očigledno vrijedi za n = 1 kada vrijedi jednakost (kao i za  

Jedna važna algebarska nejednakost...



Poučak 89

20  

n = 2, tj. vrijedi nejednakost (1)). Za korak indukcije trebalo bi dokazati da vrijedi 
nejednakost
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1 1 1 1

3 3                                
(4)

za x y z n, , 0,   ako vrijedi nejednakost (3).

Množenjem nejednakosti (3) sa 
x y z

0
3

 
  dobivamo

n n n nx y z x y z x y z1

3 3 3

      
£  

 
 ,

odnosno
  n n nn x y z x y zx y z 1

3 9

      
£ 

 
.                               (5)

Sada bi trebalo dokazati da vrijedi nejednakost
   n n n n n nx y z x y z x y z1 1 1

9 3

       
£ .                           (6)

Tada bismo iz nejednakosti (5) i (6) dobili nejednakost (4).

Sada ćemo dokazati nejednakost (6).

Dokaz: S obzirom da su brojevi x y  i n nx y  istoga predznaka, možemo pisati

(x – y) (xn – yn) ≥ 0

za n 1 . Na isti način imamo
(y – z) (yn – zn) ≥ 0
(z – x) (zn – xn) ≥ 0

za n ≥ 1. 

Ako zbrojimo tri posljednje nejednakosti, dobivamo nejednakost

        n n n n n nx y x y y z y z z x z x 0         ,

koja je ekvivalentna s nejednakošću
       n n n n n n n n nx y z x y z y z x z x y1 1 12           .

Ako lijevoj i desnoj strani ove nejednakosti dodamo po n n nx y z1 1 1    , dobi-
vamo sljedeću nejednakost:

    n n n n n nx y z x y z x y z1 1 13          ,

odnosno
  n n n n n nx y z x y z x y z1 1 1

9 3

       
£  ,
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a ovo je nejednakost (6) koju je trebalo dokazati. Dakle, ovime je dokazana i nejed-
nakost (4).

Dat ćemo sada nekoliko primjera nejednakosti koje se dokazuju pomoću nejed-
nakosti (3).

Primjer 1. Neka su a b c, , 0  realni brojevi. Tada vrijedi nejednakost:

 
a b c a b c

b c ab c a

2 2 2

2 2 2      .                                           (7)

Rješenje: Uzet ćemo zamjenu 
a b c

x y z
b c a

, ,   . Odavde slijedi jednakost xyz 1 . 

Sada je dana nejednakost (7) ekvivalentna s nejednakošću

 x y z x y z2 2 2     .                                            (8)

Iz nejednakosti (1) slijedi nejednakost

 
 x y z

x y z
2

2 2 2

3
 

   .                                        (9)

Na osnovi nejednakosti između aritmetičke i geometrijske sredine za tri pozitivna 
broja imamo:
 

x y z
xyz3

3
 

 .                                               (10)

Sada iz nejednakosti (9) i (10), uz činjenicu da je xyz 1 , slijedi da je

    x y z
x y z x y z xyz x y z x y z2 2 2 3

3
 

           ,

odnosno
x y z x y z2 2 2     ,

a ovo je nejednakost (8). Ovime je dokazana i nejednakost (7).

Vrijedi jednakost u (8) ako i samo ako je x y z 1   , odnosno vrijedi jedna-
kost u (7) ako i samo ako je a b c  .

Primjer 2. Neka su a b c, ,  realni pozitivni brojevi takvi da vrijedi jednakost 
a b c 1   . Tada vrijedi nejednakost

 
     

a b c
b c c a a b2 2 2

9
4

  
  

.                                (11)

Rješenje: Zbog dane jednakosti a b c 1    imamo:

     

 

 

 

 

 

 
a a b c b a b c c a b ca b c

b c c a a b b c c a a b2 2 2 2 2 2

     
    

     
 

a b c a b c
b c c a a b b c c a a b

2 2 2     
          

          
.
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Iz nejednakosti (1) za 
a b c

x y z
b c c a a b

, ,  
  

 slijedi da je
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Imamo dobro nam poznatu Nesbittovu nejednakost:

 
a b c

b c c a a b
3
2

  
  

,                                          (14)

čijih se više raznih dokaza može naći u [1] i [2].

Sada iz nejednakosti (12), (13) i (14) slijedi:

     
a b c a b c a b c

b c c a a b b c c a a bb c c a a b

2

2 2 2
1
3
 

        
        

 

21 3 3 1 9 3 3 3 9
3 2 2 3 4 2 4 2 4

 
         

 
, 

odnosno

     
a b c

b c c a a b2 2 2
9
4

  
  

,

čime je nejednakost (11) dokazana.
Vrijedi jednakost u (11) ako i samo ako je a b c

1
3

   .

Primjer 3. Neka su a b c, ,   i abc 1 . Tada vrijedi nejednakost

a b c
ab bc ca

2 2 2 3
1 1 1 4

     
       

       
.                                 (15)

Rješenje: Na osnovi nejednakosti (1) imamo da je

 
a b c a b c
ab bc ca ab bc ca

2 2 2 21
1 1 1 3 1 1 1

       
           

            
.           (16)

Neka je 
yx z

a b c
y z x

, ,   . Sada imamo da je
x y z
ya b c z x

x y zab bc ca
z yx

1 1 1 1 11
    

    
 

xy yzxz
yz xy xz yz xy xz

3
2

   
    

jer, stavljajući da je xy u yz v xz w, ,   , dobivamo Nesbittovu nejednakost 
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u v w
v w u w u v

3
2

  
  

.

Dakle, imamo nejednakost
a b c
ab bc ca

3
1 1 1 2

  
  

,

odnosno

 
a b c
ab bc ca

2 9
1 1 1 4

 
   

   
 .                                       (17)

Sada iz (16) i (17) slijedi nejednakost

a b c
ab bc ca

2 2 2 1 9
1 1 1 3 4

     
        

       
,

odnosno
a b c
ab bc ca

2 2 2 3
1 1 1 4

     
       

       
, 

čime je nejednakost (15) dokazana.

Vrijedi jednakost u nejednakosti (15) ako i samo ako je a b c 1   .

Primjer 4. Neka su a, b, g Î [0,90°] takvi kutovi da vrijedi jednakost sin a + 
+ sin b + sin g = 1. Tada vrijedi nejednakost

2 2 2 3
tg tg tg

8
a b g  .                                            (18)

Rješenje: Imamo
x x

x
x x x

2 2
2

2 2 2
sin 1 cos 1

tg 1
cos cos cos


    ,

pa dana nejednakost sada glasi

2 2 2
1 1 1 3

3
8cos cos cos

   
a b g

, 

odnosno

2 2 2
1 1 1 27

8cos cos cos
  

a b g
.                                       (19)

Na osnovi nejednakosti između aritmetičke i harmonijske sredine za tri pozitiv-
na broja slijedi nejednakost

2 2 2

2 2 2

3 cos cos cos
1 1 1 3

cos cos cos

a b g
£

 
a b g  

2 2 2 2 2 21 sin 1 sin 1 sin sin sin sin
1

3 3
 a  b  g a b g

   .              (20)
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Iz nejednakosti (1) imamo nejednakost
22 2 2sin sin sin sin sin sin

3 3
 a b g a b g

 
 

,

a odavde, zbog danoga uvjeta sin sin sin 1a b g  , slijedi nejednakost  

2 2 2 1
sin sin sin

3
a b g  ,

odnosno

 2 2 2 1
sin sin sin

3
 a b g £ .                                       (21)

Sada iz (20) i (21) dobivamo nejednakost

2 2 2

3 1 8
11 1 1 9 9

cos cos cos

£  
 

a b g

,

a odavde slijedi nejednakost

2 2 2
1 1 1 1 9
3 8cos cos cos

 
   

g b g 
,

odnosno

2 2 2
1 1 1 27

8cos cos cos
  

g b g
, 

a ovo je nejednakost (19). Ovime je dana nejednakost (18) dokazana.

Vrijedi jednakost u (18) ako i samo ako je sin sin sina b g , tj. 

zbog sin sin sin 1a b g  , ako i samo ako je 
1

sin sin sin
3

a b g  , te 

8 2 2
cos cos cos

9 3
a b g   , odnosno 

1 2
tg tg tg

42 2
a b g   .

Primjer 5. Vrijedi nejednakost

 
n n n

n n n a b b c c a
a b c

2 2 2
3 3 3

       
         

     
                             (22)

za sve a b c, , 0  i n  .

Rješenje: Na osnovi nejednakosti (3) imamo
n nn n na b b a b b a b2

3 3 3
       

    
   

,

a

a
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n nn n nb c c b c c b c2
3 3 3

       
    

   
,

n nn n nc a a c a a c a2
3 3 3

       
    

   
,

a odavde, nakon zbrajanja ovih nejednakosti,
n n n

n n n a b b c c a
a b c

2 2 2
3 3 3

       
         

     
, 

što je trebalo i dokazati.

Vrijedi jednakost u (22) ako i samo ako je a = b = c.
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