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Diracov zapis u linearnoj algebri
— primjer s nastave na stru¢cnim
inzenjerskim studijima
Davor STERC', RENI BANOV?, MAjJA BENKOVIC?

Uvod

Dinamican razvoj informacijskih tehnologija u proteklih pedesetak godina do-
veo je do potrebe za boljim poznavanjem linearne algebre u inzenjerskim znanosti-
ma. Mozemo reci kako obrada velikih koli¢ina podataka gotovo vise nije moguca bez
upotrebe naprednih tehnika iz linearne algebre. Kolegiji iz linearne algebre standar-
dno su sastavni dio nastavnoga programa inzenjerskih studija na sveuc¢ili$nim studi-
jima, a posljednjih godina prepoznata je potreba i za uvodenjem takvih kolegija na
stru¢nim studijima kao sastavnom dijelu uspjesnog obrazovanja modernih inzenjera.

U ovom ¢lanku iznosimo svoja iskustva s nastave iz kolegija Linearna algebra
na specijalistickim diplomskim stru¢nim studijima koji se izvode na Tehnickom ve-
leucilistu u Zagrebu [1]. Izvodenje nastave matematike na stru¢nim inzenjerskim
studijima nosi neke svoje specifi¢nosti. Jedna od njih odnosi se i na matematicke
oznake. Najjednostavniji primjer je primjer zapisa decimalnih brojeva. Naime, iako
je u hrvatskoj matematickoj zajednici uvrijeZeno i opce prihvaceno pravilo decimal-
ne brojeve zapisivati koristenjem decimalne tocke, na stru¢nim studijima cesto se
prilagodavamo zahtjevima struke, pa sukladno medunarodnim i doma¢im ISO nor-
mama decimalne brojeve zapisujemo koristenjem decimalnog zareza [2, 3]. Druga
specificnost ovoga konkretnog kolegija je da se izvodi na prvoj godini specijalistic-
kog studija, dakle tek na cetvrtoj godini fakultetskog obrazovanja. Studenti stru¢nih
studija u toj su fazi usko usmjereni i zainteresirani za vlastitu inzenjersku struku pa
ih je potrebno dodatno motivirati za matematicke kolegije i pokazati njihove primje-
ne. Primjerice, prilikom generalizacije pojma vektora i uvodenja vektorskih prostora
jedan od najces¢ih primjera je prostor polinoma. Nase je iskustvo da je studentima
stru¢nih studija ovaj primjer Cesto suviSe apstraktan. S druge strane, nasi studenti
odli¢no reagiraju na primjer promatranja sinusoida kao vektora. Razlog je jednosta-
van. S tim su funkcijama, kao osnovnim vrstama signala, dobro upoznati i ¢esto su ih
tijekom studija prikazivali kao kompleksne brojeve pa je prijelaz na vektore prirodan.
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Iz navedenih razloga u svojoj smo nastavi na kolegiju Linearna algebra izabrali
koristiti Diracov zapis za vektore i operatore. Diracova notacija primarno je razvi-
jena za potrebe kvantne mehanike [4], a kod studenata naseg kolegija naisla je na
dobar odjek te su prepoznali Diracov zapis kao koncizan i razumljiv. Nadamo se da
Ce Citatelji, za koje pretpostavljamo da su navikli na standardne zapise u linearnoj
algebri, prepoznati ideje iz kojih je zapis nastao, te da ¢e ih naci dovoljno opéenitima
da se mogu primijeniti za bolje razumijevanje matematickog alata linearne algebre.
Na kraju napominjemo da, prema nasima saznanjima, samo jedan matematicki udz-
benik pisan na hrvatskom jeziku koristi ovu notaciju. Rije¢ je o udzbeniku profesora
Davora Butkovica [5] koji je zasigurno dobro poznavao problematiku matematickog
obrazovanja na tehnickim studijima - prije studija matematike profesor Butkovi¢
zavrsio je studij elektrotehnike i dugi je niz godina predavao matematicke kolegije na
tehnickim fakultetima u Zagrebu, Splitu i Osijeku.

Osnovni elementi zapisa

U dvodimenzijskom i trodimenzijskom prostoru vektori su usmjerene duzine,
zbog Cega ih standardno prikazujemo strelicom + . Ovu oznaku zadrzavamo i za
generalizirane vektore, zbog ¢ega iznad naziva vektora stavljamo oznaku strelice —.
Za koordinatni zapis vektora koristimo matrice u obliku stupca

4

Osnovna ideja Diracova zapisa za vektore je zadrzati pocetak '|" i zavrietak stre-
lice )", i izmedu njih zapisati naziv. Drugi vazan oblik zapisa u vektorskom rac¢unu je
zapis linearnog funkcionala (dualni vektori) za koji koristimo transponirani matri¢ni
zapis vektora (matrica redak)

=T __
a —[al---an].

Tada se skalarni i tenzorski (dijadski) umnozak dvaju vektora d,b mogu u ma-
tricnome zapisu jednostavno iskazati pomoc¢u mnozZenja matrica

bl
ﬁ-l;=(?i)Tl;=[al---an] :
bi’l
a
i®b=a®)" =| i |[b-b,]
a
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Bududi da linearni funkcionali djeluju na vektorima, njih bismo u Diracovu za-
pisu oznacavali na sli¢an nacin kao i vektore, s time da je pocetak oznake (', dok bi

zavrSetak bio '|'. Na taj nacin dobijemo dvije osnovne oznake u Diracovu zapisu:
| ) 'ket' oznaka za vektore: |a) =4,
(| 'bra’ oznaka za dualne vektore: (b|=|b)".

Ovdje je potrebno napomenuti da, kada se radi s kompleksnim brojevima, prije
transponiranja treba napraviti konjugiranje elemenata vektora. Sada skalarni i ten-
zorski umnozak poprimaju jednostavan oblik u Diracovu zapisu, pa je njihovo dje-
lovanje bitno jasnije iskazano. Primjerice, skalarni umnozak zapisujemo u 'braket’
(eng. bracket — zagrada) oznaci

i-b=(alb),

dok je tenzorski umnozak zapisan u ketbra oznaci
i®b=|a)b]|.

Time dolazimo do osnovne ideje Diracova zapisa koju mozemo jednostavno
iskazati rije¢cima: braket zapis daje broj, a ketbra zapis rezultira matricom (operator).

Jednostavnost primjene Diracova zapisa mozemo vidjeti na primjeru operatora
projekcije (projektor) na pravac. Proizvoljan vektor v mozemo projicirati na pravac
p tako da definiramo operator projekcije P, pomocu vektora smjera s tog pravca,

o L]
P s)s)

Da se radi o projekciji na pravac p, mozemo zakljuciti iz sljede¢eg razmatranja.
Jasno je kako projekcija bilo kojeg vektora v na pravac p odgovara nekom vektoru
koji je paralelan s vektorom smjera

V=15, AER,

tj. projekcija je jednaka umnosku vektora smjera i realnog broja A. Primijenimo li
Diracov zapis za P, , dobijemo jednostavno

LXel) y 9512 310, aer,

(s]s) (s]s)

gdje A predstavlja skalarnu komponentu vektora v u smjeru vektora s, tj. predstav-
lja duljinu vektora ¥, podijeljenu s duljinom vektora smjera.

B, (7)=

VZVH-FVJ_

|
|
1
1
1
1
1
1
\
4

N
7

p s Y
Projekcija vektora na pravac
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Takoder, u Diracovu zapisu jednostavno mozemo provjeriti idempotentnost
operatora projekcije na pravac

| sXs|]s)s] 5>M<5 |s)s|
G19 Gl Gl Gl

P?=pp=

Napomena.

Diracov zapis koristimo i za definiciju Kroneckerovog (takoder tenzorski)
umnoska dvaju ket vektora

albl
al bn
a,b

271

|a)|b) =|a)® | b) =

ab

n-n

s kojim dobijemo vektore iz prostora dimenzije #°, uz napomenu kako na taj na¢in
mozemo mnoziti vektore iz prostora razli¢itih dimenzija. Napomenimo kako mno-
zenje dvaju bra vektora nije definirano u Diracovu zapisu.

Ako promotrimo svojstva tenzorskog umnoska dvaju vektora

D, =|a,Xb, |
=|a,Xb, |
Dy |a)=|a,Xb, ||a)=[a,Xb, |a)=4]a), AER
D, =|aXb, [|a,Xb, | =|a,){b, |a,){b, |= u|a, Xb, |, u€ER.

dolazimo do zaklju¢ka kako primjenom tenzorskoga umnoska na vektor dobijemo
novi vektor paralelan s ket vektorom iz umnoska, dok nam mnozenje dvaju tenzorskih
umnozaka daje novi operator proporcionalan s tenzorskim umnoskom ket vektora iz
prvog i bra vektora iz drugog operatora. Prethodni zakljucci bitno ¢e nam olaksati raz-
matranja na primjerima, posebice na ilustrativnim primjerima s vektorima u ravnini.

Primjena Diracova zapisa

Standardnu ortonormiranu bazu vektorskog prostora R* ¢ine vektori

]

koje u Diracovu zapisu pisemo u oznaci |i),| j). Buduéi da je standardna baza orto-
normirana, za skalarni umnozak vektora baze vrijedi
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1, i=j

0, i#j

<i|j>=aij={

gdje je simbol 0;; Kroneckerova delta funkcija. Promotrimo projektore na koordinat-
ne osi definirane pomocu vektora standardne baze. Njihov zbroj daje novi operator
odreden jedini¢cnom matricom (operator identiteta)

10
I=|i>(i|+|j>(j|=[0 1].

Jednostavno se moze provjeriti da e isto svojstvo vrijediti za definiciju projek-
tora pomocu vektora iz neke druge ortonormirane baze. Drugim rije¢ima, definicija
projektora invarijantna je za izbor ortonormirane baze, a moze se generalizirati na
prostore proizvoljne dimenzije. Na isti na¢in mozemo definirati operatore odredene
dijagonalnim matricama. U Diracovu zapisu to znaci da uvodimo realne brojeve iz-
medu tenzorskog umnoska vektora ortonormirane baze

D =i+ (. dad; ER.
Naravno, izraz mozemo poop¢iti na visedimenzijske vektorske prostore

D=Y|id(i|, d ER.

Vazno je napomenuti kako zbog asocijativnosti mnozenja bra i ket vektora real-
nim brojem, broj mozemo pisati ispred ili iza tenzorskog umnoska baznih vektora.
Vidjet ¢emo na primjerima kako se svojstvo asocijativnosti .isplati” te bitno olaksava
provedbu vektorskog racuna. Ako je rije¢ o svojstvenim vrijednostima i svojstvenim
vektorima operatora

D|v)y=4|v), AER,

tada Dirac uvodi (vazno u kvantnoj mehanici) skraceni zapis A|A) umjesto 4|v),
¢ime se jasno oznacava kako je A svojstvena vrijednost, a | A) pridruzeni svojstveni
vektor. Stovise, ¢itatelju ostavljamo za ispitati tvrdnju kako svojstvenoj vrijednosti
A kod operatora odredenog simetri¢nom matricom (ortogonalni operator) pripada
svojstveni vektor (4| u dualnom prostoru. Za primjer mozemo provjeriti tvrdnju
kako su svojstveni vektori pridruzeni razli¢itim svojstvenim vrijednostima 4,4,
operatora odredenog simetri¢cnom matricom D ortogonalni:

D|}'1>=}.1|}'1>’ D|}*2>=}'2|’12>~

Promotrimo umnozak (4, | D|A,) za koji smo sigurni kako predstavlja realan
broj. Umnozak mozemo izracunati na dva nacina, slijeva ili zdesna:
(A ID[2,)=((A D) A) = (A |4y [ Ay) = A2, | Ay) .. slijeva”
(4, |D]4,)=(4, |(D|’12>)=</11 |4, 12,)=2,{4,|4,) ... "zdesna”
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Oduzimanjem druge jednakosti od prve slijedi
0=(4, =24,)X4,|4,),

a budu¢i da su svojstvene vrijednosti razlicite, neposredno slijedi kako je skalarni
umnozak svojstvenih vektora jednak nuli, ¢ime je potvrdena njihova ortogonalnost.
Za primjenu Diracova zapisa ovdje je vazno napomenuti kako izraz (i|D| j) pred-
stavlja element D, umatrici D zapisa operatora u ortonormiranoj bazi.

Dekompozicija matrice
Neka su nam zadane dvije ortonormirane baze «;,, 8,, za neki vektorski prostor,
tj. vrijedi
(a;|a j> = 51‘1
(B:1B;)=0;.
Tada mozemo jednostavno definirati operator za prijelaz zapisa vektora iz jedne

u drugu bazu pomocu tenzorskog umnoska baznih vektora. Primjerice, operator pri-
jelaza zapisa vektora iz baze @, ubazu f; glasi

T,=6Xa |

Poucno je za itatelja ovdje provjeriti (uputa: primijenite operator na bazne vek-
tore) kako matri¢ni zapis operatora T, predstavlja ortogonalnu matricu. Medutim,
ono sto nije oc¢igledno jest ¢injenica kako se ubacivanjem realnih brojeva unutar ten-
zorskog umnoska baznih vektora moze odrediti dekompozicija bilo koje druge realne
matrice. Drugim rijecima, u zapisu

D=la)i B, i ER

odgovaraju¢im izborom baza i brojeva A, dobijemo dekompoziciju proizvoljne ma-
trice. Primjerice, za bazu @, uzmimo svojstvene vektore matrice DD”, a za bazu £,
uzmimo svojstvene vektore matrice D'D. Izborom vrijednosti | 4, |, gdje su 4, svoj-
stvene vrijednosti od D, dobivamo dekompoziju singularnim vrijednostima (eng.
Singular Value Decomposition) koja je od izuzetne teorijske i prakti¢ne vaznosti.
Brojni algoritmi za kompresiju ili izdvajanje «znacajnog” dijela slike (npr. za prepo-
znavanje) zasnivaju se na dekompoziciji matrice singularnim vrijednostima.

Kompozicija operatora i mnozenje matrica

Neka su zadana dva operatora A, B na istom vektorskom prostoru
A=Xa; lixj]
i.j
B= by, [kXI|.
kil
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Promotrimo Diracov zapis njihove kompozicije P = AB :
P =AB

2a; i) |)(%ka | kX1 I) =2 2a; |11 by | kX!

ij kil

= 3 SIN7 1R aby = S 1K1 e b

= le ixl I(Ekﬁ | k)“ijbkl) = le iX1 I(ZU | J')a,-jbﬂ)
- Zl| ixl |(2aﬁbj,).

Odavde vidimo kako kompozicija dvaju linearnih operatora u Diracovu zapisu
ustvari predstavlja mnozenje matrica. Drugim rijecima, elementi kompozicije odre-
deni su umnoskom redaka i stupaca matrica iz zapisa operatora

P, =(AB),; = Y a,b;.
]
Primjenom kompozicije operatora u Diracovu zapisu mozemo jednostavno po-

kazati osnovne geometrijske transformacije rotacije i zrcaljenja u ravnini.

Rotacija i zrcaljenje u ravnini

U standardnoj bazi, jedini¢ni vektor pod kutom « odreden je vrijednostima
osnovnih trigonometrijskih funkcija

|a)= {COS a}, (a|= [cosa sin a].

sina

Definirajmo dva operatora zrcaljenja u ravnini pomocu tenzorskog umnoska
vektora baze. Zrcaljenje proizvoljnog vektora u odnosu na x - os postizemo opera-

torom
o, =|iNi|-1iXi] = mem

dok se zrcaljenje u odnosu na pravac y = x postize primjenom operatora

o =il +1iXil = M»H

Zainteresiranom Citatelju ostavljamo lagani zadatak: Raspisivanjem treba provjeriti
kako operator
R(a)=]|aXi|+ o|=aX;|
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odreduje rotaciju za kut &. Poznavanjem operatora rotacije mozemo jednostavno po-
kazati (takoder zadatak ¢itatelju) kako kompozicija dviju rotacija predstavlja rotaciju
za zbroj kutova pojedinac¢nih rotacija.

Na sli¢an na¢in mozemo definirati zrcaljenje u odnosu na vektor | @)
Z(a)=RQa)o = (| 2a)i|+ o|=2a)j |) o,.

Mozda definicija zrcaljenja nije ocigledna, ali se moze jednostavno pokazati ge-
ometrijskim razmatranjem. U prvom koraku zarotiramo vektore | @),|y) za kut —a
tako da vektor |@) ima smjer x - osi, dok vektor |y) prelazi u vektor |y — a).

y y

|7)

l7—a)
Vektori |a), |y) Rotacija za kut -a
U sljede¢em koraku primijenimo operator zrcaljenja o, ¢ime vektor |y —a)

prelazi u vektor |—y +a). Na kraju, u zadnjem koraku rotacijom za kut & vratimo
vektor | ) u poletnu poziciju, dok vektor |—y +«) prelazi u vektor |—y +2a).

y
Y | =y +2a)
g |—)/+OC>
|
&= : >
O ~~-_ I X
e o
7
\\\’“ly_a> X
Zrcaljenje oko x osi (o)) Rotacija za kut



Poucak 89

Time je pokazano kako se zrcaljenje proizvoljnog vektora |y) u odnosu na neki

vektor |a) svodi na rotaciju za dvostruki kut a zrcalnog vektora |—y) u odnosu na
x — 0s. U provedbi je primijenjen niz transformacija

Z(@)|7)=R@)o R=a)|y) < Z(@)|y)=RQ2a)|-y).
Sada, kada znamo kako vrijede transformacije

R(a)|y)=|y+a)
Z(@)|y)y=|-y+2a)’

njihove se kompozicije mogu jednostavno izvesti na sljedeci nacin:
R@RP)|y) =R@|y+h)=ly+a+p)=
=R(a+p)|y)

R@Z(PB)|yy =R@)|-y+2p)=|-y+a+28)=|-y +2(%+ ﬂ))

a
=z| =+
Sth

[7)

Z@RP)|7) = Z(@) |7+ ) =|—y—ﬁ+za>=|-y+z(a_§)>

=Z(a—§)ly>
Z(@)Z(PB)|y)y=Z(a) |-y +2B8) =|y—2B+2a) = |y +2(a—B))

=R(2(a=P))|y).

Zakljucak

Nadamo se kako smo ovim ¢lankom na jednostavnim primjerima pokazali pri-
kladnost Diracova zapisa za vektorski racun, te da ¢e ovaj tekst potaknuti zaintere-
sirane Citatelje na dodatno upoznavanje s elementima Diracova zapisa u linearnoj
algebri. Nastojali smo primjerima pokazati zornost prikaza i na taj na¢in djelomice
olaksati pocetno usvajanje apstraktnih pojmova. Osobito isticemo vaznost dubljeg
poznavanja Diracova zapisa za sve zainteresirane koji se namjeravaju upoznati s mo-
dernim tehnologijama kao $to su kvantna racunala, kvantno informacijske tehnolo-
gije te brojnim drugim inZenjerskim znanjima. Usvajanje tih naprednih tehnologija i
znanja bez poznavanja Diracova zapisa, to¢nije bez poznavanja linearne algebre, ¢ini
se prakticno nemoguc¢im zadatkom. Stoga na kraju dajemo popis literature koja moze
posluziti za dobar pocetak dugog puta. Popis literature nije ni konacan ni sveobu-
hvatan, ali vjerujemo kako je mnostvo dodatne literature slobodno dostupno putem
interneta te Ce zainteresirani ¢itatelj sigurno naci dovoljno materijala za prouc¢avanje.
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