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TRANSFORMIRANJE LINEARNE KOMBINACIJE SINUSA
VISESTRUKIH KUTOVA

Miljenko LAPAINE — Zagreb*

SAZETAK. U radu se pokazuje kako se linearne kombinacije sinusa vise-
strukih kutova mogu prikazati u oblicima koji su pogodniji za upotrebu
primjenom racunala. Nadalje, inverznim je postupkom moguce prikazati poli-
nome po potencijama sinusa kao linearne kombinacije sinusa i kosinusa
vifestrukih kutova.

1. UVOD

U geodeziji i kartografiji cesto se primjenjuju aproksimacije raznih
izraza pomocu linearnih kombinacija trigonometrijskih funkcija sinus ili kosi-
nus viSestrukih kutova. Takvi izrazi nastaju na prirodan nadin i razvojem
funkcije u Fourierov red. Upotreba takvih linearnih kombinacija je nekada,
u doba logaritamskih tablica, imala prednost pred drugacijim zapisima. Pri
primjeni racunala prednost se daje zapisu u obliku polinoma (modificiranog
na poznat nalin, tako da se potenciranja zamijene mnoZenjima). Na taj se
nacin moZe izbjedi viSestruko pozivanje trigonometrijskih funkcija i time
ubrzava izvodenje, odnosno racunanje.

Kako se u standardnim geodetskim priru¢nicima, kao $to je npr. (Jor-
dan/Eggert/Kneissl 1961), ne nalaze odgovarajudi izrazi za transformaciju, to
¢emo ih prikazati u ovome radu, s time 3to ¢emo se ograniciti na linearne
kombinacije funkcije sinus viSestrukih kutova, dok je za funkciju kosinus
pristup nesto jednostavniji (vidi Lapaine 1991).

U daljem tekstu oznaka [x] znacit ¢e najveci cijeli broj koji je manji
ili jednak x. Npr. [4.523] = 4.

Nadalje, dogovorimo se da ako u nekoj matrici neki ¢lanovi nisu napi-
sani, onda se podrazumijeva da su ti ¢lanovi nule.

Ako se u konac¢noj formuli pojavljuje polinom, npr.

%

f(x) =aq + a;x -+ a,x* + ax?,
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tada se na osnovi prije refenog podrazumijeva da ga treba doZivjeti, od-
nosno programirati u obliku

£(x) = a0 + X (a; + x (a2 + xay)).

2. IZRAZAVANJE SINUSA VISESTRUKOG ARGUMENTA POMOCU
POTENCIJA FUNKCIJE KOSINUS, ODNOSNO SINUS

U knjizi (Mitrinovi¢ 1975) izvedena je slijedeé¢a formula

n—1
o PO
sinnmﬁsinmz(—l)"( K

) 2n—2k=1 gogt=2k=1 g m>1). (2.1)
k=0

Na osnovi ove formule moZemo napisati

n
sin iz = sin « ¥, a;; cos' ™! «, =151 (2.2)
i=1

gdje smo oznadili

_._I)k(._‘k—l)zl—n:-l i=1 .k_o [l—l]——Zk
g ( K zai=1,..,n; k=0,..., |3 =1

0 inace.
(2.3)
Relacija (2.2) moze se napisati jo§ preglednije u matri¢nom zapisu
|'sin * ] 1
sin 2a = A COos o : (2.4)
lsir; nor cos‘;:' o

gdje su clementi a; matrice A, odredeni prema (2.3). Tako npr. za n = 10
imamo

~ 1
0 2
—1 0 4
0—4 0 8
1 0—12 0 16
Ao=| 0 6 0 —32 0 3 (25
1 0 24 0-8 0 64
0-8 0 8 0—192 0 128
1 0 —40 0 240 0 —448 0 256
0 10 0 —160 0 672 0 —1024 0 512
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Iz gornjeg zapisa lako mozemo procitati odgovarajucu formulu za sinus bilo
kojeg viSekratnika (=<10) nekog kuta g, npr.

sin 7o = sin o (—1 - 24 cos® o — 80 cos* « -+ 64 cos® a),

dok se za viSekratnike vece od 10 mogu lako odrediti potrebni koeficijenti
prema (2.3).

U konkretnim slu¢ajevima Cesto se susrecu samo sinusi neparnih ili sa-
mo parnih viSekratnika kuta. Zato ¢emo ih izdvojiti iz (2.4):

sina 1 | 1
sin 3 —1 4 cos? o
sin 5z | =sin & 1 —12 16 costa |, (2.6)
sin 7o —1 24 —80 64 cos® o
_sin 9« 1 —40 240 —448 256 || cos® =z
Csin 200 2 ] cosa
sin 4« —4 8 cos? o
sin 6 = sin o 6 —32 32 cos*a |, (2.7)
sin 8z —8 80 —192 128 cos” o
sin 10z 10 —160 672 —1024 512 cos? o

Sinuse neparnih viSekratnika moZemo izraziti samo pomocu potencija funk-
cije sinus. Naime, ocito je da vrijedi relacija

cos?! o = (1 — sin? &), (2.8)
za svaki i. Na primjer, za i=0,..., 4 moZemo napisati
o I |
cos? 2 1 -1 sin? o
coste |=|] 1 —2 1 sin® o |,
cos® o 1 =3 3 —I sin® o
cos® o 1 —4 6 —4 1 || sin®a_

sto onda uvrsteno u (2.6) daje

sin « sin «

1
sin 3 3 —4 sin? o
sinSa |=| 5 =20 16 sin® o |, (2.9)
sin 7« 7 —56 144 —o64 sin” «
sin 92 9 —120 392 —576 256 || _sin®a
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Iz relacije (2.9) moZzemo npr. proéitati da je

sin 7o = 7sin o — 56 sin® o -+ 144 sin® « — 64 sin” o,

0—12, 387—3%

U slucaju parnih viSekratnika argumenta umjesto izraza (2.7) moze se dobiti
i neSto jednostavniji oblik ako zamislimo da umjesto ¢ u (2.4) stoji 2¢:

(2.10)

sin 2o 1 1

sin 4« 0 2 cos 2a
sin 6o =sin 2z| —1 0 4 cos? 2a
sin 8« 0 —4 0 8 cos? 2a
sin 10« 1 0 —12 0 16 || cos*2ax

3. TRANSFORMIRANJE LINEARNE KOMBINACIJE SINUSA
VISESTRUKOG ARGUMENTA

Neka je izdana funkcija f oblika

n
f(e) = Db, sin & + b, sin 2e -+ ... -~ b, sin ne = X b, sin iz.

Primjenom relacije (2.2) lako se izvede da je za zadane b,i=1,
arnu kombinaciju (3.1) moguce prikazati u obliku

f(e) =sina(c; + cycos 2 + ... +c,co8" "t o) =
= n
=sina Y ¢;cos’ ! a,
i=1
gdje su novi koeficijenti ¢; odredeni prema izrazu

n
Cj =5 .zlaub“ i e l, veey n,
i=

odnosno u matri¢cnom obliku

Ca b;.

3.0

..., N, line-

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Primjer 1:
Neka je
f(a) =b,sina + b, sin 2% 4 ... | b, sin 10z.

Prema (3.1)—(3.3) i matrici (2.5) lako nalazimo da se moZe napisati
f(a) =sinea(c, + cycos & + ... Cro C08® %),

gdje su koeficijenti ¢,,..., c,, odredeni prema

(o b,

Cz r | b2
_'Aw .

Cio byo

Primjer 2:

Neka je f funkcija samo neparnih viekratnika argumenta ¢ oblika
f(x) = b, sina + by sin 3z -~ ... - by sin 9.

Prema (3.1)—(3.3) i (2.6) lako nalazimo da se moZe napisati
f(a) =sina(c; + c3cos? a + ... + ¢qo cos® &),

gdje su koeficijenti ¢, c,,..., co odredeni prema

- | b, -
Cs —1 4 b_)
cs =] 1 —12 16 bs
¢y —1 24 —80 64 b,

o 1 —40 240 —448 256 | | b,

Medutim, zbog svojstva (2.8), imamo i jednostavniji oblik
f(e) =c,sina 4+ cysin® & + ... + cqo8in? o,

gdje su koeficijenti ¢, ¢, ..., ¢, sada odredeni prema

ey 1 T b,
Cy 3 —4 bJ
Cs = 5 ""20 16 bs
Cq 7 —56 144 —064 b,

_Co_ 9 —120 392 —576 256 | | by

91
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Primjer 3:

Neka je f funkcija samo parnih vi§ekratnika argumenta ¢ oblika
f(o) = b,sin 22 - bysindx + ... +b,,sin 10z,
Prema analogiji sa (3.1)—(3.3) i matrici (2.7) lako nalazimo

fa) =sinx(cycosa + cqcosa + ... -+ cyqcos? ).
7

gdje su koeficijenti c,, ¢,,..., ¢,, odredeni prema
B Ca N B 2 o l')z
Ca —4 8 b,
Ce = 6 —32 32 bg
Cg —8 80 —192 128 by
_Cig 10 —160 672 —1024 512 bio.

Ovaj se prikaz moZe dobiti i u jednostavnijem obliku ako umjesto (2.7) is-
koristimo relaciju (2.10). Tada je

f () =sin 2o (c; + ¢, co8 22 - c3c08? 2 -+ ... -+ c5cost 22),
uz koeficijente c;, c,,..., ¢; odredene prema
¢y 1 I 64
cs 0 2 b,
C3 — _‘l 0 4 b(,
Ca 0 —4 0 8 by
_Cs_ 1 0 —12 0 16 b,o

4. IZRAZAVANJE POTENCIJA FUNKCIJE SINUS POMOCU SINUSA,
ODNOSNO KOSINUSA VISESTRUKIH ARGUMENTA

U uvodu smo naglasili da su sa stajali§ta efikasnosti primjene racunala
pogodniji polinomi trigonometrijskih funkcija od linearnih kombinacija tri-
gonometrijskih funkcija viSestrukih kutova. Medutim, kod nekih teorijskih
izvodenja pojavljuje se potreba i za obrnutom transformacijom, koju ¢emo
sada razmotriti.

U poglavlju 2 imali smo relaciju

sina | sin «
sin 3« 3 —4 sin® o
sinS« |=| 5 —20 16 sin® « (2.9)
sin 7o 7 —56 144 —64 sin” «
_ sin 9x 9 —120 392 —576 256 || sin®«
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Lako se vidi da je matrica koeficijenata u (2.9) regularna, pa se moZe napi-
sati i obratna veza

Tsin oz 1 ' sina
sin® o 3 —4 sin 3a
sina |=|5 =20 16 sin 5z |,
sin” « 7 —56 144 —64 sin 7o

_sin? « 9 —120 392 -—-576 256 sin 9u

odnosno

—sin o ' 1 ; sin o
5 k] —1 .
sin? « 2 : S

3 4 sin 3z
. 5 —5 1 ;
sin® o = ==
= 8 6 16 sode | )
. 35 —21 7 —1
sin” o ok i
i 64 64 64 sin 7
: 63 21 9 -9 |
sin? « ol 4
( 128 64 64 256 256 || S0*

pomocu kojeg moZemo neparne potencije od sing izraziti kao linearnu kom-
binaciju sinusa viSestrukih argumenata. Osim opisanog postupka moguca
je i primjena gotove formule (Prudnikov i dr. 1981):

k
Za dobivanje analogne relacije za parne potencije sinusa posluzit éemo
se izrazom iz (Lapaine 1991):

ra2n+ 1 —— —Znn — |-k 2!1
sin xa=2"23 (-1

k=0

)sin(2n—-2k—i— 1) a.

1 = 1 == 4

cos 2u —1 2 cos? o
cos 4o 1 —8 8 cos* o
cos 6z =1 —1 18 —48 32 cosba | (42
cos 8z 1 —32 160 —256 128 cos® o
Ccos10x | | —1 50 —400 1120 —1280 512 || cos'®«
koji ¢emo modificirati primjenom relacije (2.8), iz koje zai = 1,..., 5 imamo

Iz (4.2) i (4.3) konac¢no slijedi

TR | =7 1 1
cos? o 1 =1 sin? =z
cos* o 1 =2 1 sin* «
cos® o =11 —3 3 —1 sin® o (4.3)
cos® o 1 —4 6 —4 1 sin? o
cos'% & 1 =5 10 =5 10 —1 sin'? «
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Iz (4.2) i (4.3) konacno slijedi

I 1 i
sin? o —-; 1; cos 2«
1
sint a —g 5 —é : cos 4o
, = 5 <15 3 =1 (4.4)
6 i poo N P -l e »,
sin® o 16 3 16 £)) cos 6z
wo | | B 7 7 o1 s
il 28 16 32 16 128 Gt
i 63 =105 15 —45 5 —1 0s 102
; | | 256 256 64 512 256 512 ||

I za parne potencije sinusa postoji gotova formula (Prudnikov i dr. 1981):
X n-—1 2n 2n
sml"m-—-zzl'z“z(ul)“"‘( )cos 2(n —K) « + 2—3“( )
Ko 0 k n

5. TRANSFORMIRANJE POLINOMA PO POTENCIJAMA SINUSA U
LINEARNU KOMBINACIJU KOSINUSA I SINUSA VISESTRUKIH
ARGUMENATA

Neka je zadana funkcija f oblika
fo) =co+cysina+ ... + ¢cyosin'®a. (5.1)

Grupiramo li posebno ¢lanove s parnim, a posebno s neparnim potencijama,
dobijemo

f(«) =(cysina + ... + cosin® a) +
4 (co +casin? @ + ... + ¢ psint0 @), (5.2)
Primjenpm relacije (4.1) i (4.4) lako se izvede da je za zadane c,i=0,...,n,
polinom (5.2) mogudce prikazati u obliku linearne kombinacije sinusa i kosi-
nusa viSestrukih argumenata:
f(a) = by -+ by sin & - b, cos 2% - b, sin 32 -+

+ by cos4a 4 ... - by sin Yx + b, 4 cos 10z,

gdje su novi koeficijenti b, odredeni prema
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e e T
b, 1 Cy
b3 —2 -_—i Cs
5 =5 1
e i == Cc
°s |-| §8 16 16 L 63
35 =21 7 -l
o 6 6 6 64 “
" 63 —21 9 -9 1 c
| | ™8 Téd 64 25 256 | |
by | [ 1 E o I
1 -1
bz 2 2 e
3 -1 1
P4 3 2 % cs
= s =15 3 =1 . (549
b 6 32 16 32 s
b 33 -1 7 -1 1 5
2 128 16 32 16 128 "
5 63 —105 15 —45 5 —1 .
P10 | | 256 256 64 512 256 512 | | V0

Za polinome po potencijama sinusa stupnja veceg od deset mogu se
odrediti njihovi koeficijenti na potpuno analogan nacin.

Primjer 4:
Neka je zadana funkcija
f(2) = co + ¢y sino + ¢, 8in? & + c38in a.
Prema (5.3) i (5.4) imamo

f(a) = bo + b, sin & + b, cos 22 4 bj sin 3a =

: 1 .
= (ca -+ -;—cz) + (cl + —:- c;) sin « —-i-c; cos 2x — %sm 3a.
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TRANSFORMING THE LINEAR COMBINATION OF SINES OF
MULTIPLE ANGLES

It is shown how a linear combination of sines of multiple angles can
be represented in a form which is more suitable for computer computations.
Furthermore, by using the inverse method it is possible to represent the
polynomials in sines in the form of the linear combination of sines and
cosines of multiple angles.
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