RAVNINA U PROSTORU...

Ravnina u prostoru — nastavni
materijali za samostalno uc€enje

BRANKA GOTOVAC!, SANJA TIPURIC — SPUZEVIC?, JOSIPA GOTOVAC?

Uvod

Ravnina u prostoru dio je standardnog sadrzaja iz analiticke geometrije prostora
u okviru temeljnih matematickih kolegija na vecini tehnickih i prirodoslovnih fakul-
teta, i zastupljena je u mnogim knjigama i skriptama. U ovom je radu prikazana kroz
materijale za samostalno ucenje.

Materijali su koncipirani tako da poti¢u dubinski pristup ucenju usmjeravajuci
studente na razumijevanje i povezivanje sadrzaja koje uce, sugerirajuci takoder da je
za uspjesno rjeSavanje zadataka nuzno poznavanje i razumijevanje teorije koju stu-
denti cesto zaobilaze.

Nastavni materijali za samostalno ucenje sastoje se od $est dijelova, od kojih se
prva tri odnose na teoretski dio (oblici jednadzbe ravnine, zadavanje ravnine i odnos
dviju ravnina). U Cetvrtom dijelu izdvojene su najvaznije formule, u petom su dani
zadatci za vjezbu, a u $estome rjesenja, odnosno odgovori na pitanja i zadatke iz
prethodnih dijelova.

Autorice predlazu da se studentima daju kompletni nastavni materijali odjed-
nom kako bi studenti sami mogli regulirati svoje ucenje. Prethodno je potrebno, uz
opis materijala, studentima datii upute o redoslijedu i na¢inu rada.

Rad na materijalima u 1., 2. i 3. dijelu, redom, pruzit ¢e studentima teoretsku
osnovu za rje$avanje zadataka za vjezbu, a nadopunjavanjem svih odgovora studenti
¢e dobiti kompletirane materijale teoretske grade.

U 4. dijelu dane su formule, ¢ime se studentima sugerira da je tek nakon razma-
tranja teoretskog dijela, koji ¢e omoguditi razumijevanje formula, korisno izdvojiti
one najvaznije. To se ujedno moze smatrati sazetkom teoretskog dijela i pripremom
za rjeSavanje zadataka.
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Zadatke za vjezbu u 5. dijelu pozeljno je rjesavati redom, od jednostavnijih k slo-
zenijima, i to najprije bez pomo¢i, odnosno danih uputa kroz pitanja za promisljanje.

Studente se kroz materijale vodi, pitanjima potice na razmisljanje i podsjeca na
predznanja koja su im potrebna. Krajnju potvrdu svojih razmisljanja u vidu odgovora
na postavljena pitanja odnosno rjeSenja zadataka studenti ¢e naci u posljednjem, 6.
dijelu.

Materijali se studentima mogu dati za rad na nastavi ili kod kuce. Po zavrsetku
rada preporuca se sa studentima prodiskutirati o njihovim iskustvima rada na ma-
terijalima, te eventualno pisanom provjerom kvantitativno provjeriti u¢inak takvog
nacina rada na znanja i vjestine studenata.

1. Oblici jednadzbe ravnine

Neka je 7 ravnina u prostoru. Ravnina 7 jednoznacno je odredena ako je po-
znata jedna tocka T, ravnine 7 i jedan vektor 7 okomit na ravninu 7 (Slika 1.).
Izvest ¢emo redom vektorsku jednadzbu ravnine, jednadzbu ravnine kroz tocku,
op¢u jednadzbu ravnine, te segmentni oblik jednadzbe ravnine. Na Slici 1. shematski

je prikazan slijed izvodenja raznih oblika jednadzbe ravnine.

Slika 1. Slijed izvodenja
raznih oblika jednadzbe

ravnine

=n(r-n)=0 = A(x—x)+B(y—y)+Clz—z,)=0 =

Vektorska jednadzba Jednadzba ravnine kroz to¢ku
ravnine (skalarna jednadzba ravnine)

= Ax+By+Cz+D=0 = LA

m n p
Opc¢a jednadzba Segmentni oblik
ravnine jednadzbe ravnine

1.1. Vektorska jednadzba ravnine

Neka je zadana tocka T, prostora i vektor 7. Odredimo jednadzbu ravnine
koja prolazi tockom T, i okomita je na zadani vektor 7 (Slika 2.).
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x  Slika 2. Vektorska jednadzba ravnine

Nekajetocka TEm, T #T,.

PITANJA ZA PROMISLJANJE

Gdje lezi vektor TTT? U kakvom su odnosu vektori n i TI—T ? Sto mozemo reci o
njihovom skalarnom umnosku? Kako bismo vektor TI—T izrazili preko radij-vektora
tocaka T, i T ?

Tada vektor TI—T leziu ,pajen TI—T , te vrijedi
daje ﬁTTT =
Budud¢i da je TTT = ,toje

i-(7—r)=o0.

To je vektorska jednadzba ravnine 7. Vektor 7 nazivamo normala ravnine 7.
Vektor 71 okomit je na ravninu 7t (okomit je na svaki vektor te ravnine).

1.2. Jednadzba ravnine kroz to¢ku (skalarna jednadzba ravnine)
Iz vektorske jednadzbe ravnine dobit ¢emo jednadzbu ravnine kroz tocku.

Ako u koordinatnom sustavu (O;?,]’,E) vrijedi da je T, (xl,yl,zl) , T(x,y,z) ,
a #i=Ai +Bj +Ck, onda iz

fi-(F =1 ) =0 (A7 + Bj +Ck)- | (x7 + yj +2k)—( )]=0

> (A7 +Bj +Ck)[ ]=0

:A(x_x1)+B(y_y1)+C(Z_Z1)=O' (*)
Jednadzba (*) naziva se jednadzba ravnine kroz tocku T} (xl, )’1»21) . Ta se jed-
nadzba naziva i skalarna jednadzba ravnine.
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MEMENTO

Cega se ovdje trebalo prisjetiti? Racunanja s vektorima u koordinatnom zapisu te
oduzimanja i skalarnog mnozenja vektora. Takoder, i da je svakoj tocki T u prosto-
ru jednoznacno pridruzena uredena trojka realnih brojeva (x, y, z) i radij-vektor
r=xi+yj+zk.
1.3. Opéa jednadzba ravnine
Iz jednadibe (*)= Ax+By+Cz+ (—Ax1 — By, —Cz, ) =0. Stavimo da je
—Ax, — By, —Cz, = D . Jednadzba
Ax+By+Cz+D=0

naziva se op¢a jednadzba ravnine.

Primjer 1. Treba odrediti jednadzbu ravnine 7 koja prolazi tockom T(1, 2, -3) i
normala joj je 7i=—i +4j +5k.
-1(x-1)+4(y-2)+5(z+3)=0
T..~x+4y+5z+8=0
1.4. Segmentni oblik jednadzbe ravnine

Neka je Ax+By+Cz+D =0 op¢i oblik jednadzbe ravnine 7. Ako je D = 0,
ravnina prolazi ishodistem. (Obrazloziti!)*

Ako je D #0, gornju jednadzbu mozemo podijeliti s —-D pa dobivamo

Ax By Cz
=1,
-D -D -D
Uvodenjem oznaka m, n, p jednadzba ravnine poprima oblik
ESSIE
m n p z

Ovaj se oblik jednadzbe naziva
segmentni oblik jednadzbe ravnine.
(Sto smo oznacili sa m, n i p?)’

Brojevi m, n, p odsjecci su ravnine
7 na koordinatnim osima x, y, z redom,
tj. ravnina prolazi tockama Tl(m, 0, 0),

T,(0, n, 0), T,(0, 0, p) na koordinatnim T,(0, 1, 0)
osima (Slika 3.). y
*Za provjeru vidjeti dio 6. RjeSenja.

5Za provjeru vidjeti dio 6. Rjesenja. Slika 3. Segmentni oblik jednadzbe ravnine
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Napomenimo jo$ jednom da za ravninu koja prolazi ishodistem segmentni oblik rav-
nine ne postoji.

Primjer 2. Ravninu zadanu jednadzbom —15x—5y+3z+15=0 treba napisati
u segmentnom obliku.
—15x—5y+3z=—15/:(—15)

x+l—£=1
3 5

Odsjecci ravnine na koordinatnim osima su: m =1, n = 3, p = -5.
z
Istaknimo da npr. jednadzbe —15x—5y+3z+15=0 i x +%—E—l =0 pred-

stavljaju istu ravninu. Sve jednadzbe koje se mogu dobiti iz jednadzbe ravnine njenim
mnozenjem brojem razli¢itim od nule predstavljaju istu ravninu.

2. Zadavanje ravnine

Ravnina u prostoru moze se, osim tockom i vektorom normale, jednozna¢no
odrediti i na druge nacine, $to se u konacnici moze svesti na zadavanje tockom i nor-
malom. U ovom ¢emo dijelu razmatrati dva takva nacina zadavanja ravnine.

2.1. Zadavanje ravnine to¢kom i normalom

U prvome poglavlju vidjeli smo da ravninu moZemo zadati jednom tockom
T, (xl,yl,zl) i vektorom normale i = Ai +Bj +Ck (Slika 4.).

Slika 4. Zadavanje ravnine
tocke i normalom

Promotrimo sada druga dva nacina zadavanja ravnine koja se svode na ovaj.

2.2. Neki drugi na€ini zadavanja ravnine

o Neka je zadana tocka Tl(xl, yl,zl) prostora i dva nekolinearna vektora

V=v1?+v2]+v3i, W=W17+w2]+w3lz.

Odredimo jednadzbu ravnine 7 koja prolazi tockom T i paralelna je s vektorima
v,w (Slika 5. lijevo).
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Slika 5. Dva nacina zadavanja ravnine

Oznadéimo s 7 vektor normale traZene ravnine 7.

PITANJA ZA PROMISLJANJE

U kakvom su odnosu vektori ri i v, odnosno 1 i w ? Kako je poloZen vektor v Xw
prema vektorima v i w ? Sto onda mozemo reci o medusobnom odnosu vektora n i
v Xw ? Kako je polozen vektor v Xw u odnosu na ravninu 7?

S obzirom na to da je ravnina s paralelna s vektorima v i w, to je normala 7

v i w.Buducdi da je vektorski umnozak v Xw

Vv i w, to znadi da su vekor ¥ Xw i vektor normale #

Vektor kolinearan s normalom ravnine ravninu te je takoder

normala iste ravnine. Stoga mozemo uzeti da je 11 =

Dobivamo da je

P7oR
n=\v, v, v, = Ai +Bj +Ck,
Wy W, W

Tako smo dobili vektor normale 7 i problem sveli na zadavanje ravnine tockom
i normalom. Dakle, ravnina je jednozna¢no odredena tockom T i s dva njoj paralel-

na (nekolinearna) vektora v i w.

e Neka su zadane Tl(xl, yl,zl), T, (xz, yz,zz), T, (x3, y3,z3) tri nekolinearne
tocke prostora.

Odredimo jednadzbu ravnine 7 koja prolazi tockama T;,T,,T, (Slika 5. desno).
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Promatrajmo npr. vektore T,T, i T,T; . Kao $to smo u prethodnom problemu
pomocu nekolinearnih vektora ¥ i w koji su paralelni traZenoj ravnini dobili vektor
normale 7, tako ¢emo i ovdje pomocu nekolinearnih vektora TT i T kop lezeu

trazenoj ravnini, odrediti vektor normale 7. Budu¢i da je vektor TT ><TT okomit
na trazenu ravninu, mozemo uzeti da je n = TT X TT

Odabirom jedne od zadanih tocaka (T, ili T, ili T',) ovaj problem najzad svodimo
na zadavanje ravnine tockom i normalom.

Problem odredivanja jednadzbe ravnine trima nekolinearnim tockama mogli
smo sagledati i ovako.

Neka je tocka T(x,y,z)En, T #7T,,T,,T,. Skalarni umnozak vektora TI—T
i vektora fT:xfT: mora i$¢ezavati bududi da su vektori YTIY: i fT:xfi

Dakle, TTT(ﬁXﬁ) =

To mozemo zapisati pomocu

X=X, Y= 277
X=X Y= 2, —%|=0.
X3 =X V3™ Z3TZ

Ova se jednadzba naziva jednadzba ravnine kroz tri tocke.

MEMENTO

Uocite da vektori fiifz,fi leze u istoj ravnini i prisjetite se da je mjesoviti
umnozak komplanarnih vektora jednak nula.

Primjer 3. Treba odrediti jednadzbu ravnine 7 koja prolazi tockama T (1, 0, 0),
T,(0,3,0), T,(0,0, -5) .

x—1 y—0 2z-0
0—-1 3-0 0-0|=0=>m...—15x—5y+3z+15=0
0—-1 0-0 —-5-0

3. Odnos dviju ravnina

Dvije ravnine u prostoru mogu biti ili paralelne ili je njihov presjek pravac (Slike
6.17.). Pritom paralelnost uklju¢uje slu¢aj kad se ravnine podudaraju.
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Slika 7. Ravnine se sijeku

3.1. Paralelne ravnine

Ravnine 7, i 7, su paralelne (Slika 6.) ako su im vektori normala n,, n,

, tj. ako vrijedi

n, =in,, AER.
Akoje n, = Aji+Bj+Ck i n,=A,i+B,j+Ck ,ondaje
j—i = Z;: = g—i.(Pokazati!) 6
Ako su ravnine jednake (vidjeti istaknuto, primjer 2.), tj. preklapaju se, vrijedi da je
A_B_G_D
A, B, C, D,

3.2. Kut izmedu ravnina
« Ravnine 7 i, su okomite (Slika 7. lijevo) ako su im vektori normala nT, E

, tj. ako vrijedi

- n n, =0.
¢Za provjeru vidjeti dio 6. Rjesenja.
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Akoje ni=Aﬁ+BJ+CJ€ i E=A217+B23+C212,0ndaje

Op¢enito, kut izmedu ravnina 7 i 7, (Slika 7. desno) jednak je kutu izmedu

pripadajucih vektora normala nT,rTZ ) 4.

— = ]/ll
cosL(nl,n2)= cosA(nl,n2)= ‘_,‘ ‘_‘

(Kojeg se izraza ovdje trebalo prisjetiti?)’

Ako je ni=Aﬁ+BJ+CJ€ i 172=A2f+B2j+C2E,ondaje

cosL(nl,n2)= cosL(n—l,Z) =

4. Formule
A(x_x1)+B(y_y1)+C(Z_Z1)=O

Ax+By+Cz+D=0

m n p

X=x Y=y ZzZ—z

X, =X Y= Z,—%|=0
X3 =X V3TV 23T
A _B _GC

A, B, G
AA,+BB,+CC,=0

A/A, +BB,+CC,

cosL(nl,n2)

5. Zadatci za vjezbu

JA +B +C AL+ B +C

Jednadzba ravnine kroz tocku

Op¢a jednadzba ravnine

Segmentni oblik jednadzbe ravnine

Jednadzba ravnine kroz tri tocke

Uvjet paralelnosti ravnina

Uvjet okomitosti ravnina

Kut izmedu ravnina

Zadatak 1. Treba napisati jednadbu ravnine koja prolazi tockom M (2,3,5) i

okomita je na vektor @ = 4i +3j +2k .

Zadatak 2. Treba napisati jednad’bu ravnine 7 koja prolazi tockom M (1,—1,3)

i paralelna je s ravninom 7,...3x+y+z—7=0.

7Za provjeru vidjeti dio 6. RjeSenja.
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PITANJA ZA PROMISLJANJE
Kako glasi vektor normale nT ravnine 7 ?
U kakvom su odnosu trazena ravnina i vektor nT ?

Na koji se problem svodi ovaj zadatak?

Zadatak 3. Treba odrediti jednadzbu ravnine 7 koja je paralelna s ravninom xy
i prolazi tockom T(2, 5, 8).

PITANJE ZA PROMISLJANJE

Kako glasi jednadzba ravnine xy? Zasto? Treba napisati jednadzbu normale nT te
ravnine.

U kakvom su odnosu trazena ravnina i vektor n, ?

Na koji se problem svodi svoj zadatak?

Zadatak 4. Treba napisati jednadzbu ravnine koja prolazi tockom A(5, 4, 3), a
odsjeca jednake segmente na koordinatnim osima.

X z
Koristit cemo oblik jednadzbe ravnine — +24+ 2=
m n p
Bududi da tocka A(5, 4, 3) u ravnini njezine
moraju jednadzbu ravnine, a jer je , to imamo
5 4 3
—+—+—=1.
m m m

Odavde je m = , pa je jednadzba trazene ravnine

Zadatak 5. Treba odrediti jednadzbu ravnine koja prolazi tockom T(2, -1, 3) te
sadrzi ishodiste i tocku A(1, 1, 1).

Zadatak 6. Treba odrediti jednadzbu ravnine koja prolazi tockom T(2, -1, 3) te
sadrzi os x.

PITANJA ZA PROMISLJANJE
Kako bismo drugacije mogli re¢i: Ravnina sadrZi os x”?

Kako bismo ovaj zadatak mogli svesti na prethodni?
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Zadatak 7. Treba odrediti jednadzbu ravnine  koja prolazi tockom M(2, -1, 1)
i okomita je na ravnine

7,..3x+2y—z—4=0
7,..x+y+z—3=0.

PITANJA ZA PROMISLJANJE

U kakvom su odnosu vektori i i nT , odnosno 1 i Z?

Sto mozZemo reci o medusobnom odnosu vektora i nT XE ?
Na koji se problem svodi ovaj zadatak?

Napomenimo da je s fi_oznacen vektor normale traZene ravnine , s n, vektor nor-
male ravnine 7, a s n, normala ravnine 7, .

Zadatak 8. Treba napisati jednadzbu ravnine 7z koja prolazi tockama M (2, -1, 4)
iM2(3, 2,-1), a okomita je na ravninu 7,...x+y+2z—3=0.

PITANJA ZA PROMISLJANJE

Gdje lezi vektor W ?

U kakvom su odnosu vektori 7 i W , odnosno 7 i nj ?

Sto moZzemo reéi o medusobnom odnosu vektora 7 i vektora W X nT? Zasto?

Na koji se problem svodi ovaj zadatak?

Zadatak 9. Treba odrediti jednadzbu ravnine koja prolazi tockama T(2, 3, -1),
T,(-1,2,4) iparalelna je s osi z.

PITANJA ZA PROMISLJANJE
Treba napisati neki vektor koji leZi na osi z.
U kakvom je odnosu taj vektor s vektorom normale trazene ravnine?

Na koji se problem svodi ovaj zadatak?

6. RjeSenja
OBLICI JEDNADZBE RAVNINE
Rjesenja 1.1: ravnini 7; okomit na; 0; 7 —;1

RjeSenja 1.2: x1f+ylj+zllz; (x—xl)f+(y—yl)j+(z—zl)lz
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Rjesenja 1.4:
- Akoje D =0, jednadzba ravnine glasi: Ax+ By +Cz =0. Ravnina prolazi isho-

distem O(0, 0, 0) buduci da koordinate ishodista zadovoljavaju jednadzbu ravni-
ne, tj. vrijedi daje A-0+B-0+C-0=0.

Ax By  Cz _ x y z 1 .
-1 _D+_D+_D—1=>_B+_2 +_B_L odakle vidimo da je
A B C
D D D
m=——,n=——, P=__
A B C
ZADAVANJE RAVNINE
Rjesenja 2.2:

<
X
N

- okomit na; okomit na; kolinearni; okomit na;
B=v,w, —vyw,, C=v,w, —v,w,

;s A=vaw—vaw,,

- okomiti; 0; determinante treceg reda

ODNOS DVIJU RAVNINA
Rjesenja 3.1:
- nekasu nii Z kolinearni:
n, = An,

Ai+Bj+Ck=A(A,7+B,j+Ck)=

1
A =44, B2 A B C
B=AB,>i=—"t=>—"t=—"t=—L
C =JC Bz Az Bz Cz
1 2
1=G
C

)

Rjesenja 3.2:

- okomiti; A|/A, +B,B, +C,C, =0
AA,+BB,+CC,

JA? + B +C A+ B +C

- izraza za skalarni umnozak vektora;

ZADATCI ZA VJEZBU

Rjesenje zadatka 1:

Vektor d je normala trazene ravnine bududi da je okomit na nju (vidjeti primjer 1.),
pa vrijedi: 4(x—2)+3(y—3)+2(z—5)=0=4x+3y+2z—27=0.

Rjesenje zadatka 2:

Zadatak se svodi na problem odredivanja jednadzbe ravnine tockom i normalom
(zadatak 1.), pa je 3(x—1)+1(y+1)+1(z—1) =0=>3x+y+z—3=0.
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Rjesenje zadatka 3:

Jednadzba ravnine xy je z= 0 buduci da sve tocke te ravnine imaju koordinatu z (apli-
katu) jednaku 0. Odatle se vidi da je n, = =k. Ovaj se zadatak takoder svodi na zadatak
1. paimamo daje 1(z—8)=0=2z=8.

Sve tocke trazene ravnine 7 imaju aplikatu jednaku 8.

Rjesenje zadatka 4:

- segmentni; lezi; koordinate; zadovoljavati; m = n = p; 12; E+1); +E:1

Rjesenje zadatka 5:
Jednadzba ravnine je: —4x+ y+3z =0 (vidjeti primjer 3.).

Rjesenje zadatka 6:

Bududi da os x lezi u ravnini, odabirom dviju to¢aka na osi x, npr. ishodista i tocke
(1,0, 0), zadatak svodimo na prethodni. Jednadzba trazene ravnine je: 3y +2z=0.

Rjedenje zadatka 7:

TraZena ravnina 7 paralelna je s vektorima #, i n, pa se zadatak svodi na problem
odredivanja jednadzbe ravnine tockom i s dva njoj paralelna (nekolinearna) vektora
(vidjeti dio 2.2. Neki drugi nacini zadavanja ravnine).

Jednadzba ravnine je: 3(x—2)—4(y +1)+(z—1) =0=>3x—4y+z—-11=0.
Rjesenje zadatka 8:

Za vektor normale mozemo uzeti vektor MM, Xn, . Odabirom jedne od zadanih
tocaka, primjerice tocke M, i uvrStavanjem u jednadzbu ravnine kroz tocku dobiva-
mo 11(x—2)— 7(y+1) 2(z 4)=0=11x—7y—2z—21=0. Dakle, zadatak smo
sveli na problem odredivanje ravnine tockom i normalom.

Rjesenje zadatka 9:

Vektor k lezina osi z, a jer je traZena ravnina paralelna osi z, vektori 7 i k su oko-
miti (ba$ kao 71 i n; u prethodnom zadatku). Vidimo da se ovaj zadatak svodi na
prethodni.

Jednadzba trazene ravnine je: —(x—2)+3(y —3) =0=>—-x+3y—7=0.
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