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Neuronske mreze za pocetnike

RENI BANOV', ANPA VALENT?, JUDITA ANUSIC?

Ovim ¢lankom Zelja nam je mlade matematicare i zaljubljenike u racunalne zna-
nosti upoznati s neuronskim mrezama. Zadnjih dvadesetak godina primjena neu-
ronskih mreza znacajno se prosirila na razli¢ite probleme i pri tome se obi¢no koriste
implementirani gotovi modeli. Primjene su ¢esto usko specijalizirane, a sami modeli
nerijetko su ve¢ toliko sofisticirani da mogu obeshrabriti ¢itatelja pocetnika.

Nas je cilj objasniti osnovnu matemati¢ku pozadinu neuronskih mreza tako
da, uz malu pomo¢ nastavnika, bude razumljiva ucenicima srednjih $kola. U dva
uvodna poglavlja ukratko ¢emo prikazati ciljeve i matematicki model neuronskih
mreza, a potom ¢emo model ilustrirati na jednostavnim primjerima. Jedina matema-
ticka predznanja potrebna za razumijevanje sadrzaja su: elementarne logicke funk-
cije (AND, OR, XOR), jednadzba pravca u ravnini i jednadzba ravnine u prostoru, te
osnove matricnog racuna (mnozenje vektora matricom).

Uvod

Ideju modeliranja bioloske funkcije mozga zasnivaju autori McCulloch i Pitts [1]
sredinom proslog stoljeca, predlazuci uporabu logickih sklopova za opisivanje neuro-
aktivnosti. Kako je u to doba razvoj racunala bio tek u fazi osnovne izvedbe, trebalo
je pro¢i neko vrijeme da se razvije model koji bi racunalnim programom mogao dje-
lomi¢no opisivati biolosku aktivnost te vrste. Krajem pedesetih godina osnove mo-
dernih neuronskih mreza za implementaciju racunalnim programima postavio je ek-
sperimentalni psiholog Rosenblatt [2] predlazu¢i model Perceptrona (1958). Usprkos
tomu §to je u svojem radu i kasnijem izvjes¢u Rosenblatt [3] koristio ideju Perceptron
modela s viSe meduslojeva, krajem Sezdesetih godina autori Minsky i Papert [4] ostro
kritiziraju njegov rad zasnovan na jednostavnom Perceptron modelu, $to u konac¢nici
dovodi do znatnog smanjenja novc¢ane potpore za istrazivanja na tom podrucju.

U svojoj knjizi Minsky i Papert uzimaju za primjer Perceptron bez meduslojeva, te
pokazuju kako se tim modelom ne moze rijesiti jednostavan problem opisivanja logicke
XOR funkcije. Sazetak njihove kritike sadrzan je u rijecima: kaZes kako ce racunala biti
svjesna, a ne mogu rijesiti XOR problem. Autori su bili izrazito o$tri prema Rosenblattu te
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su ideju Perceptrona okarakterizirali bezvrijednom, $to je eksplicitno izreceno u citatu
iz uvoda na Cetvrtoj stranici njihove knjige: Most of this writting ... is without scientific
value and we will not usually refer by name to the works we criticize. Samog Rosenblatta
kritika je tesko pogodila, zbog ¢ega je napustio istrazivanja, da bi dvije godine kasnije,
na svoj 43. rodendan, tragi¢no preminuo u pomorskoj nesreci u zaljevu Chesapeake.

Takva je kritika dovela do nepunih dvadeset godina stagnacije istrazivanja ideje
Perceptrona, koja su ponovno pokrenuta sredinom osamdesetih u radovima brojnih
autora [5,6], od kojih izdvajamo samo nekolicinu: Rumelhart, McClelland, Anderson,
Rosenfeld, Hopfield, Lippmann, itd. Navedeni autori u svojim radovima postavljaju
osnove modernih neuronskih mreza zasnovanih na viseslojnom modelu Perceptro-
na, koje svoj pravi procvat dozivljaju posljednjih godina pojavom snaznih racunala s
mogucéno$c¢u paralelne obrade podataka. Nedvojbeno je ideja Perceptrona znacajno
pridonijela utjecaju razvoja racunalstva pa ju je Lewis [7] zasluzeno uvrstio na popis
ideja koje su odredile budu¢nost racunalne znanosti. U ovom ¢emo radu prikazati in-
terpretaciju modela viSeslojnih neuronskih mreza pomoc¢u elementarne matematike.

ViSeslojne neuronske mreze

Osnovni Perceptron model zasniva se na McCulloch-Pitts opisu jednog biolos-
kog neurona. U bioloskom neuronu signal iz drugih neurona prenosi se putem sinap-
tickih veza na dendrite te doprinosi povecanju ili smanjenju njegove pobude. Nakon
$to dostigne odredenu razinu pobude, neuron odasilje vlastiti izlazni signal koji se
putem aksona prenosi na druge neurone. Sinapticke veze izmedu dendrita uspostav-
ljaju se elektrokemijskim putem i tipi¢no su ostvarene izmedu 10° - 10* susjednih
neurona [8]. Buduci da se mozdana kora sastoji od prosje¢no 10" neurona, mozemo
zakljuciti kako mozak predstavlja slozen paralelni sustav obrade informacija. Vrije-
me prijenosa signala sinaptickom vezom tipi¢no iznosi nekoliko milisekunda, tako
da, primjerice, prepoznavanje lica druge osobe koje traje tek sekundu ¢ini proces u
mozdanoj kori od nekoliko stotina paralelnih koraka. S obzirom na to da se sinaptic-
kom vezom prenosi mala koli¢ina informacija (nekoliko bita), jasno je kako je takav
paralelni sustav iznimno ucinkovit i optimiziran evolucijskim razvojem.

ulaz

()

: aktivacija
Slika 1. McCulloch-Pitts model bioloskog neurona
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Vratimo se na McCulloch-Pitts model bioloskog neurona. Model mozemo zapi-
sati jednostavno pomocu skalarnog umnoska vektora (a) ulaznih aktivacija i vektora
(w) intenziteta sinaptickih veza (tezine)

n
T
W ra= Ewiai
i=1

te realne funkcije o koja simulira aktivaciju neurona uz dodatno normiranje izlaznog
signala. U modernim implementacijama neuronskih mreza aktivacijske funkcije iza-
biru se prema prirodi problema za koji se priprema neuronska mreza te se najcesce
upotrebljavaju: po dijelovima konstantna, po dijelovima linearna, logisti¢cka (sigmo-
idna, hiperbolni tangens), itd. Uobic¢ajeno se na vrijednost skalarnog umnoska do-
daje posmak b (eng. bias) najc¢esce sa svrhom poboljSanja performansi neuronske
mreze. Stoga model jednog neurona mozemo opisati pomocu vrijednosti funkcije

o(w’ -a+D).

Primijetimo kako je u modelu jednog neurona nelinearnost odredena akti-
vacijskom funkcijom. Naime, odaberemo li za aktivacijsku funkciju po dijelovima
konstantnu ili linearnu, dobit ¢emo isti takav model. SloZeni sustav mozemo graditi
prijenosom vrijednosti aktivacijske funkcije na druge umjetne neurone. To znaci da
mrezu umjetnih neurona formiramo mnozenjem matrice tezina (W) s vektorom vri-
jednosti aktivacijske funkcije za vektor (a) ulaznih neurona. Slikovito takav model
predstavlja paralelni sustav koji simulira aktivaciju sloja bioloskih neurona u visesloj-
noj neuronskoj mrezi. Pomocu vektora i matrica taj model mozemo zapisati vrijed-
nostima (realni vektor) funkcije

o:R">R" =l =0(W(i)a(i) +b(i)) za aktivaciju (i + 1) sloja.

Slika 2. Neuronska mreZa s L meduslojeva

Slika 2. prikazuje primjer neuronske mreze koja se sastoji od ulaznog (a) sloja, L
meduslojeva (a'... a?) i izlaznog (o) sloja. Tipi¢no se na takav na¢in umrezuje vise
slojeva umjetnih neurona, s time da pocetni sloj neurona (vektor a) predstavlja ula-
zni, a zavrsni sloj (vektor o) izlazni podatak za neuronsku mrezu.
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Meduslojevi u mrezi nazivaju se skrivenim slojevima (eng. hidden layer) te se
formiraju s razli¢itim brojem neurona (indeks m.) ovisno o tipu i aktivnosti koju
neuronska mreza simulira. Primjerice, druk¢iji oblici neuronskih mreza koriste se
za prepoznavanje oblika od onih koji se upotrebljavaju za optimizacijske probleme.
Topoloske razlike (vidjeti [8]) u obliku mreze odredene su prirodom problema koji
se rjeSava te nacinom (ucenjem) formiranja matrice tezina. Vazno je napomenuti
kako se tijekom procesa ucenja formira matrica tezina i vektor posmaka za svaki sloj
neuronske mreze osim za ulazni.

Izvedba funkcija AND i OR neuronskom mrezom

Krenut ¢emo od najjednostavnijih primjera neuronskih mreza za logicke funk-
cije — AND i OR. Dva su razloga zasto krecemo od ove dvije funkcije: prvi je to je
rije¢ o logickim funkcijama s kojima je upoznat gotovo svaki ucenik srednje $kole, a
drugi je $to ih je moguce rijesiti jednostavnim Perceptron modelom sa samo jednim
ulaznim slojem neurona.

Kao ulazne vrijednosti (domenu) obje logicke funkcije imaju uredene parove (x,
¥), pri cemu x, y € {0, 1}, a izlazne vrijednosti (slika) iz istog su skupa. Uobi¢ajeno ih
mozemo definirati tabli¢no (tablicom istinitosti):

X y AND (x, y) OR (x, y)
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Tablica 1. Tablica istinitosti logickih funkcija AND, OR

Geometrijski, vrijednosti obiju funkcija mozemo jednostavno prikazati tockama
u xy ravnini. Ulazne vrijednosti su vrhovi jedini¢nog kvadrata, to jest tocke s koor-
dinatama

(0,0), (1,0), (1, 1), (0, 1),
aizlazne vrijednosti prikazane su punim (crnim) ili praznim (bijelim) kruzi¢em.
Prazan kruzi¢ oznacava vrijednost 0, dok puni kruzi¢ oznacava vrijednost 1 za logic-
ku funkciju u tocki (x, y).

o
- (2) AND (x,y) |

(b) OR (x,y)

Slika 3. AND,OR funkcije kao vrhovi jedini¢nog kvadrata
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Za aktivacijsku funkciju neurona uzet ¢emo po dijelovima konstantnu funkciju

1 x>0
o(x)= .
0 x<0

Vratimo se na oznake uvedene u uvodnom dijelu i podsjetimo se da je model
jednog neurona opisan pomocu vrijednosti funkcije

o(w'-a+b).

Ulazne vrijednosti (x, ) mozemo zapisati pomocu vektora

=" €01}
a= ) x, y €10,

a nas$ je cilj pronaci vektor w i posmak b € R tako da vrijedi
o(w'-a+b)= f(a).

Kada vektor tezine zapiSemo na sljedeci nacin

zadatak se svodi na problem odredivanja brojeva w,,w,,b za koje vrijedi
fx,y)=o(wx+w,y+b).

Problem sada ima vrlo lijepu geometrijsku interpretaciju koja ¢e nam pomoci
da na jednostavan nacin dodemo do rjesenja. Detaljno ¢emo ju ilustrirati na primje-
ru funkcije f(x,y)=AND(x,y), a vjerujemo kako temeljem toga primjera citatelji
mogu samostalno naci rjesenje za funkciju f(x, y) = OR(x, y).

Uoc¢imo da vrijednost funkcije o ovisi isklju¢ivo o predznaku izraza
w,x+w,y+b. Kad je taj izraz pozitivan, funkcija poprima vrijednost 1, a kada
je 0 ili negativan, funkcija poprima vrijednost 0. Kako bi se rezultat podudarao s
funkcijom f(x,y) = AND, na$ je zadatak .nastimati” brojeve w, ,w,,b za koje izraz
w,x+w,y+b poprima pozitivne vrijednosti u tocki koja je na slici 4. oznacena pu-
nim kruzi¢em, te negativne vrijednosti u tockama koje su oznacene praznim kruzi-
¢em. Sada, naravno, prepoznajemo da rezultat ovisi o jednadzbi

wx+w,y+b=0,

$to predstavlja jednadzbu pravca u ravnini. Dakle, trebamo na¢i jednadzbu bilo kojeg
pravca u ravnini koji ¢e razdijeliti .puno” i .prazno” obojene tocke. O¢igledno rjese-
nje nije jedinstveno, ali je sustina da postoji pa prema tome mozemo pronaci barem
jedno. Primjerice, mozemo uzeti

w=1w, = 1,b=-1.5,

¢ime dobijemo jednadzbu pravca
y=—x+1.5
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kao $to prikazuje Slika 4.

N A
“o—0
X

Slika 4. Geometrijska ilustracija rjesenja za AND funkciju

Kako bismo se dodatno uvjerili da na§ model neuronske mreze zaista rjesava
problem AND funkcije, rezultat ¢emo provjeriti pomocu tablice istinitosti:

x ¥ AND (x, y) O(x+1-1.5)
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Dakle, pokazali smo kako se AND funkcija moze modelirati jednostavnim Per-
ceptron modelom sa samo jednim neuronom, pri ¢emu je

w= b=-15.
1

Vjerujemo da, prateci ovaj detaljno raspisani primjer, zainteresirani ¢itatelj moze
samostalno naci rjesenje za OR funkciju.

Nelinearnost modela neuronske mreze na primjeru XOR
funkcije

Nelinearnost modela u neuronskoj mrezi, osim na razini aktivacijske funkcije,
mozemo uvesti na razini ulaznog i/ili drugih slojeva. Uvodenjem nelinearnosti na
razini meduslojeva tipi¢no odredujemo topologiju neuronske mreze, tj. odredujemo
nacin i tip povezivanja neurona u meduslojevima. Na ulaznom nivou nelinearnost se
uvodi povecanjem dimenzije ulaznog vektora, tj. dimenzije domene funkcije f. Oba
nacina uvodenja nelinearnosti mozemo ilustrirati na jednostavnom XOR problemu
iz uvoda.

Podsjetimo se da logicka funkcija XOR za dva ulazna bita daje jedinicu na izlazu
samo ako su ulazni bitovi razli¢iti. Ponovno mozemo tu funkciju geometrijski prika-
zati na isti na¢in kao funkcije AND, OR vrijednostima u vrhovima jedini¢nog kva-
drata. Na Slici 5. vidimo njezin prikaz, te bi pitanje linearnog modela koji ¢e odrediti
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rezultat XOR funkcije bio problem nalazenja jednog pravca koji dijeli kvadrat na dva
dijela tako da se u jednom dijelu kvadrata nalaze samo istobojni kruzi¢i. Sa slike lako
uocavamo kako, za razliku od ranijih primjera za AND i OR funkcije, za XOR funk-
cije problem nije moguce rijesiti jednim pravcem, ali je moguce napraviti podjelu s
dva pravca u kojoj svaki dio kvadrata sadrzi samo istobojne kruzice. Podjela jednim
pravcem odgovara Perceptron modelu jednog neurona koji su kritizirali Minsky i
Papert, dok je podjela s dva pravca neuronska mreza s jednim meduslojem.

y
. ...... O
(a) XOR (x, y) < ® g

Slika 5. XOR funkcija i geometrijska interpretacija rjesenja

Rijesimo XOR problem s neuronskom mrezom koja ima jedan medusloj. Za ak-
tivacijsku funkciju neurona ponovno uzimamo po dijelovima konstantnu

1 x>0
o(x)= .
0 x=<0

Kako bismo odredili matricu tezina i vektor posmaka, pogledajmo najprije Sliku
5. koja prikazuje geometrijsko rjeSenje problema pomocu dva pravca:

—x—y+1.5=0, x+y—05=0.

Postavimo matricu tezina i vektor posmaka za srednji i izlazni sloj na sljedeci

nadin:
W<o>=[_11 _11] b<0>:[_1'055} wO=[1 1], b =[-15]

Ulazni vektor predstavlja vrijednosti dviju varijabla x, y, tj. dimenzija ulaznog
prostora je n = 2, dok je dimenzija izlaznog sloja m = 1, te je neuronska mreza odre-
dena transformacijama

medusloj a"’ =0 (W(O)a +b” )
izlaznisloj o=0 (W(l)a(l) +b" ) .

Odredimo funkciju (model)
f:R*>R

koja je definirana ovom neuronskom mrezom. Za ulazni vektor

H c0.1)
a—= X, 5
, y
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najprije izra¢unamo izraz za medusloj mreze
A0 = 0(—x—y+1.5)
o (x +y— 0.5)

te njegovim uvrstenjem u transformaciju za izlazni sloj dobijemo kona¢ni oblik tra-
zene funkcije

flx,y)= U(O(—x—y +1.5)+U(x+y—0.5)—1.5)
Mozemo jednostavno provjeriti kako dobivena funkcija zaista rjesava XOR pro-
blem. U sljedecoj tablici dane su njezine vrijednosti za ulazni vektor:

x y fx )
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Rijesimo sada isti problem uvodenjem nelinearnosti na ulaznom sloju neurona,
tj. rije§imo XOR problem s modelom Perceptrona. Uz istu aktivacijsku funkciju o po-
vec¢ajmo dimenziju ulaznog vektora s varijablom xy, tako da vektor ulaznih neurona
sada glasi:

a=|y x,y €1{0,1},
xy

dok su vektor tezina i posmak zadani s

Perceptron model koji rjesava XOR problem tada je odreden izrazom

o(w-a+b)
te predstavlja funkciju
f(x,y) = 0(x+y—2xy—0.5)

koja takoder ima istu tablicu vrijednosti kao i prethodna funk-
cija. Iako su analiticki razlicite, ove dvije funkcije ipak odre-
duju isti skup vrijednosti neuronske mreze. Ujedno je jedno
od vaznih svojstava neuronskih mreza da kroz postupak uce-
nja dolazimo do razli¢itih funkcija (modela) koje rjesavaju
zadani problem. Naravno, moglo bi se postaviti pitanje kako »
odabrati (i nauciti) neuronsku mrezu za rjesavanje odredenih Slika 6. Perceptron
klasa problema. O tome, medutim, nekom drugom prilikom! rjesenje XOR problema
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Geometrijska interpretacija toga modela prikazana je na Slici 6. Perceptron mo-
del zapravo je ravnina odredena s tri to¢ke u prostoru:

1 1 3
Al1,0,—|,B{0,1,—|,C|L 1, —
4 4 4

pa njezin vektor normale predstavlja vektor tezine za Perceptron model.

Napomena. Uvodenjem dodatnog neurona (varijabla xy) na ulaznom sloju u
Perceptron modelu ustvari je primijenjena tehnika jezgrenih metoda (eng. kernel
method). Na taj nacin Perceptron model postaje nelinearni model za rjesavanje XOR
problema, bez potrebe za uvodenjem medusloja. Jezgrene metode popularne su za
definiranje bogate klase konvolucijskih neuronskih mreza [9].

Korisno je znati kako neuronska mreza samo s jednim neograni¢enim meduslo-
jem, bez obzira koju aktivacijsku funkciju koristimo, moze aproksimirati bilo koju
drugu funkciju. Taj vazan teorem (vidjeti [10]) dokazan je davne 1989. godine na
samim pocetcima primjene neuronskih mreza. Nesto je kasnije dokazano kako neu-
ronska mreza s neograni¢enim brojem meduslojeva, koji imaju najmanje n+m+2
neurona, moze takoder aproksimirati svaku funkciju.

Pogled matemati¢ara na problem paméenja i poopc¢enja

Neuronske mreZe pripadaju metodama umjetne inteligencije (eng. Artificial Intelli-
gence). Drugim rije¢ima, namjena im je simulirati odredene bioloske funkcije mozga.
Osnovnu jedinicu mozdane kore ¢ine neuroni koje mozemo smatrati nekom vrstom jed-
nostavnog racunala premda je puno sporiji od modernih racunala. Medutim, mozak br-
zinu nadoknaduje velikim brojem neurona te na mozak mozemo gledati kao na slozeni
sustav paralelnih racunala. Osim toga, mozak ima jedno vazno svojstvo - ne radamo se s
unaprijed ugradenim znanjima, ve¢ se na$ mozak razvija ucenjem temeljem naseg iskustva.

Na slican nacin funkcioniraju i neuronske mreze. Temeljem ulaznih podataka
prolaze proces ucenja ¢iji je cilj pripremiti ih za primjenu na konkretnim problemima.
Mozemo slobodno re¢i kako se neuronskim mrezama primarno koristimo za predvida-
nje rezultata. Iz navedenog slijedi kako za neuronsku mrezu u osnovi razlikujemo dva

problema: problem pamcdenja kroz fazu ucenja i problem poopcenja kroz fazu primjene.

Tijekom faze ucenja u neuronskoj se mrezi formira matrica tezina i parametri
aktivacijske funkcije na osnovi zadanih vrijednosti neurona na ulaznom sloju i oce-
kivane (to¢ne) vrijednosti neurona na izlaznom sloju. Ovisno o tipu i namjeni neu-
ronske mreze primjenjuju se razli¢iti modeli u¢enja povratnom vezom, a djelomican
popis moze se pronadi u literaturi [8,9]. Budu¢i da ulazni sloj neurona predstavlja re-
alni vektor a € R", dok izlazni sloj predstavlja realni vektor o € R™, zaklju¢ujemo
kako je faza u¢enja neuronske mreze zapravo postupak nalazenja funkcije (modela)

f:R"—=R"

za koju ¢e na zadanom skupu ulazno-izlaznih parova vrijediti
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fx)=y,V(x,y)EDCR"XR"

Idealno bi bilo kada bi se kroz fazu ucenja u neuronskoj mrezi .zapamtio” cje-
lokupan zadani skup za ucenje D (eng. training set). U praksi se, naravno, ideal rijet-
ko kada dostize (osim za male D skupove), stoga se kroz fazu ucenja trazi funkcija
koja ¢e minimizirati odstupanje od zadanih vrijednosti. Drugim rije¢ima, faza uc¢enja
predstavlja odredivanje funkcije f za zadanu funkciju pogreske

f,:DXR" =R

koja je definirana na trojkama (x,y, f(x)). Tipi¢an primjer za funkciju pogreske
predstavlja kvadrat razlike

1,6y, f())=(f(x)— )’

te se pomocu nje moze definirati problem pamcenja kao problem odredivanja

funkcije f koja minimizira sljede¢i model na zadanom skupu
> floy f)
(x,y)ED

Dakako, postavlja se pitanje kako minimizirati takav model za neuronsku mre-
zu. Njegovo rjeSavanje predstavlja postupak odredivanja matrice tezina i parametara
za odabranu funkciju f iz obitelji aktivacijskih funkcija kod neuronske mreze. Pri-
mjerice, za po dijelovima konstantne ili linearne aktivacijske funkcije relativno je
jednostavno naci parametre koji daju globalni minimum, dok se kod sigmoidnih i
drugih nelinearnih aktivacijskih funkcija najces¢e gradijentnim postupkom odreduje
lokalni minimum, a samo je ponekad nadeni lokalni minimum ujedno i globalni.
Rjesavanjem problema pamcdenja mozemo .nauciti” neuronsku mrezu da zapamti
sve to¢ne odgovore za jednostavnije probleme, primjerice XOR problem iz uvoda.

Vidjeli smo u prethodnom dijelu kako je faza u¢enja neuronske mreze upucena
na problem pamcenja. Medutim, neuronska mreza najcesce se koristi za predvidanje
rezultata nakon faze ucenja. Sli¢no definiciji skupa za u¢enje mozemo definirati skup
vrijednosti na kojem se provjerava tocnost predvidanja rezultata iz neuronske mreze.
Uz koristenje iste funkcije pogreske neuronska se mreza u fazi primjene tipicno do-
datno trenira na tom skupu. Drugim rije¢ima, faza predvidanja za neuronske mreze
¢ini problem odredivanja funkcije (najcesce korekcija postojece)

n m —_—
JR' SR> f| =f
na skupu za koji nije trenirana. Stoga problem poopcenja neuronske mreze predstav-
lja problem minimizacije modela
2 floy, f(x)
(x.y)&D

Nakon §to smo definirali dva osnovna problema kod neuronskih mreza, postav-

lja se pitanje o ¢emu zapravo ovisi uspjesnost predvidanja neuronske mreze. Kroz

primjenu neuronskih mreza uvidjelo se kako to¢nost predvidanja znacajno ovisi o
nelinearnosti implementiranog modela, ali to ipak ostavljamo za neku drugu priliku.
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Zakljuéak

Popularnost neuronskih mreza i zapanjujudi rezultati njihove primjene za rje-
$avanje raznovrsnih problema ipak u sebi skrivaju zrno matematike. Naravno, na-
predne matematicke tehnike koje se primjenjuju u neuronskim mrezama zahtijevaju
dugotrajnije izucavanje i ve¢u posvecenost matematickome radu, ali vjerujemo kako
krajnji rezultat opravdava ulozeni trud. Osim toga podrudje istrazivanja matematic-
kih modela i ra¢unalnih algoritama koji se primjenjuju u neuronskim mrezama izni-
mno je dinamic¢no te pruza puno prostora za znanstveni i stru¢ni napredak. Osobito
bismo istaknuli kako napredak u primjeni neuronskih mreza, izmedu brojnih pitanja
iz toga podruc¢ja, uvodi tipi¢na matematicka pitanja:

« konvergencija tijekom faze ucenja

« odredivanje nuznog i dovoljnog skupa parametara za model

+ odabir dimenzije meduslojeva

» probabilisticki gradijentni algoritam ucenja

o analiza kompleksnosti primijenjenih algoritama

Stoga jos jednom napominjemo kako je upoznavanje s neuronskim mrezama iz
matematicke perspektive istovremeno koristan i radostan zadatak.
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