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KORELACIJA PRI IZRAVNAVANJU POLIGONOMETRIJSKIH
MREZA PREKO CVORNIH TACAKA

Jovan STEVANOVIC — Beograd*

SAZETAK: U radu je obradena moguénost uzimanja w obzir korelacije pri
izravnavanju poligonometrijske mreZe preko ¢vornih tacaka, posto i koordinat-
ne razlike i razlike direkcionih uglova zavise od merenih prelomnih uglova i
duzina. Prvo je izloZena teorijska koncepcija ovakvog izravnavanja, Zatim su,
polazeci od jednog opstijeg primera, sledeéi logiku matri¢nog rafuna, izvedeni
zakljucei kako se mogu formirati matrica normalnih jednacdina i vektor slobod-
nih ¢lanova mehanicki, na osnovu skice poligonometrijske mreZe, ako su pre-
thodno formirane korelacione matrice za svaki vlak. Korelaciona matrica jed-
nog vlaka praktiéno je jednaka matrici normalnih jednacdina pri poznatom stro-
gom uslovnom izravnavanju jednog vlaka. Za slucaj izravnavanja jedne ¢vorne
tacke uveden je pojam vektorske aritmeticke sredine« koji se, ako mepozna-
te ne bi bile u korelaciji, pretvara u wzravnavanje ¢vorne tacke uobi¢ajenim
pribliznim postupkom.

1. UVOD

U literaturi se moZe naéi viSe principijelno objainjenih mogucnosti stro-
gog izravnavanja poligonometrijskih mreZa, uz konstataciju da se sve one,
zbog svojih komplikovanosti, retko primenjuju u praksi. Naj¢ed¢e praktikova-
na metoda je priblizna metoda izravnavanja preko &vornih ta¢aka, kod koje
se odvojeno izravnavaju uglovi a odvojeno koordinatne razlike po jednoj a
zatim po drugoj koordinatnoj osi. Pravilnikom [3] predvidena je ova metoda.
U situaciji kada se duZine poligonskih strana mere pantljikom sa taéno$éu koju
omogucuje pantljika, pomenuta priblizna metoda je svakako zadovoljavajuéa.
Ali, ako se duZine strana mere elektrooptitkim daljinomerima, ako su vlaci
vece duZine, ako poligonometrijske mreze zamenjuju triangulaciju, kao i ako
su vlaci neSto viSe izlomljeni, pomenuta priblizna metoda moZda neée zadovo-
ljiti. Uz prisustvo velikih ratunara koji omogucuju i vrlo komplikovana racu-
nanja, zbog svega navedenog, moZe biti umesna orijentacija na stroge metode
kad je to korisno, to nalaZe potrebu neito bliZzeg razradivanja strogih metoda
1 njihovih adaptacija da postanu 3to praktiénije.

U ovom radu ¢ée da bude prikazana moguénost uzimanja u obzir korelaci-
je ako se pode od pomenutog pribliznog izravnavanja uglova i koordinatnih
razlika. Ovim bi se u prvom redu dobile koordinate évornih tadaka izravnate
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po strogoj metodi, a $to bi omogucilo, ako je potrebno, da se relativno jedno-
stavno, izravnaju i svi poligonski vlaci po strogoj metodi. Svakako, ovakav na-
¢in prikaza problema je samo drugadiji vid interpretacije poznate metode
kombinovanog uslovno-posrednog izravnavanja.

2. KOMBINOVANO USLOVNO-POSREDNO IZRAVNAVANJE POLIGONO-
METRIJSKIH MREZA

2.1 Jednadine popravaka pri posrednom izravnavanju ¢vornih tacaka

Poznate su relacije koje se odnose na jedan poligonski vlak razvuéen iz-
medu podetne tacke P i zavrine tacke Z:

?5'*“5:"2_”?4‘“‘180,

Ay 4+ v, =yz— Y (1)

> Ax + v, =Xz — Xp.

Ako su podetna i zavrina tagka ¢évorne tacke, tada, pored nepoznatih poprava-
ka v,, v, i v, nepoznate su i pocetni direkcioni ugao vp, zavrsni direkcioni
ugao vy kao i koordinate y;, ¥p, Xz i Xp. Ako se uvedu pribliZzne vrednosti, tj.
ako je:

Vp = vPO i 3v Ps

Yz = "zo + 3vz,

Y =¥p, + e

Yz =Yz, + 3z 2

Xp =ZXp, -+ 3%p,

iz =%z, + 8%z,
navedene jednadine popravaka mogu da se napi$u u vidu

v, = BVZ = SVP + f\',
V!‘ = SYZ ol SYP + fys
Vx = sz _— Sxp + fx. (3)

Slobodni ¢lanovi bi bili:

f‘,"—:Vzo_Vpo—(Eﬂ:tﬂ' 180)

f, =¥z, — Ve, — SAY @

f‘ = XZO — xPD == ZAK
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Jednac¢ine (3), ako je u pitanju vlak »i«, mogu sa uobi¢ajenim oznakama da
se napi$u u matri¢nom vidu:

vi =AX, +f (5)
ori demu je
X = [8vp dyp 8xp 3v; By, 8x,]

—<} +1 fvl’Z
A= —1 +1 =11t
1 +1 fepz

Za svaki poligonski vlak mora se postaviti po jedan sistem jednadéina popra-
vaka na naveden natin, sa napomenom da, ako je neka — bilo pocetna bilo
zavrSna tatka — data tacka, odgovarajuci koeficijenti u jedna¢inama popravaka
bide jednaki nuli. Ako se za celu mre?u matrica koeficijenata obele?i sa A,
vektor slobodnih é&lanova sa f, vektor nepoznatih sa X a vektor popravaka sa
V, biée:

V=AX +f (6)

2.2 Uslovne jednacine poligonskih vlakova

Kao S$to je poznato za svaki poligonski vlak mogu se postaviti po tri uslo-
vne jednadine. Ako se popravke merenih duZina i uglova obeleze sa ey 1 ey,
uslovne jednaéine pri strogom izravnavanju bi bile:

e + Wy =0

Eeﬂ- Sin' Yok + ze'% Axg, - Wy =) (?)

S e cos vox — 2{-:?:—'._\}'3 + W, =0

Slobodni ¢lanovi u ovim uslovnim jednad¢inama su;

Weg=—=/vz—vp — B +n 180) = —v,
Wy =—lyz =¥ — 3 Ay = —v, (8)
Wy = — [xz — Xp — 3 AX[ = —v,.
Treba ukazati, s obzirom na jednaéine (1), da su slobodni ¢lanovi u uslovnim

jednadinama, po prirodi problema, jednaki odgovarajuéim popravkama pri iz-
ravnavanju koordinata ¢vornih tafaka, sa obrnutim znakom.
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Kada je u pitanju cela mreZa, treba za svaki vlak formirati grupu od po
tri uslovne jednadine navedenog oblika. PoSto merene veli¢ine jednog vlaka
ne ulaze u sastav jednadina ostalih vlakova, ove grupe uslovnih jednadina su
medusobno nezavisne. Ako se matrica koeficijenata jednog vlaka obeleZi sa C;
a matrica koeficijenata uslovnih jednaédina cele mreZe sa C, matrica C ¢ée biti
kvazidijagonalna matrica komponovana od matrica C; po glavnoj dijagonali.
Ako se jo§ za celu mreZu obeleze vektor popravaka sa e a vektor slobodnih
¢lanova sa W, uslovne jednacine bi bile:

Cle+W=0. €)

2.3 Izravnanje mreze klasiénim postupkom

Ako se pri izravnavanju zanemare uslovne jednacine (9), a izravnavanje
obavi postupkom koji podrazumijeva samo navedene jednadine popravaka (6),
kako je navedeno, dobi¢e se priblizni rezultati izravnavanja.

Ako se pak, obzirom na jednacine (3), (6) i (8), unesu popravke V kao slo-
bodni &anovi u uslovne jednaéine (9), dobice se:

CTe —AX —f=0. (10)

U [2] je detaljnije objainjen postupak ovakvog kombinovanog uslovno po-
srednog izravnavanja.
Normalne jednadine glase:

C™P-'CK — AX —f =0, (11
—ATK =0, (12)

gdje je:

P — matrica teZina rezultata merenja,
K — vektor korelata.

Matrica CTP!C u jednaéini (11) je, kao uvek kod normalnih jednaéina, sime-
triéna matrica. Ako bi se sistem normalnih jednaéina (11) i (12) reSavao od
jednom na uobiajen nadin, dobile bi se korelate K i prirastaji direkcionih
uglova, odnosno koordinata ¢vornih tataka — X. Medutim, ako se sistem
normalnih jednagina (11) refava u dve faze, tada se moZe uvesti oznaka:

Q. =C'P-1C, (14)

pa bi se posredstvom inverzne matrice Q! mogao sistem (11) rediti po K:
K=Q 'AX + Q. (15)

Zamenom vektora K u (12) dobio bi se drugi sistem normalnih jednacina:

ATQ 'AX + ATQ"'f=0 (16)
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ili sa novim oznakama:

NX + F =0. (17)
Na osnovu ove jednacine dobija se vektor nepoznatih:

X =—N-'F (18)

odnosno, preko jednaédine (6) i vektor popravaka V. Na kraju, uzimajuéi u ob-
zir jednacine (6) i (15), mogu se sratunati korelate:

K=Q 'V=-Q'W. (19)

Popravke merenih veli¢ina u vlakovima dobice se preko jednacine:
e=F-1cK. (20)
24 Izravnavanje koordinata c¢vornih taéaka uopdtenim principom najmanjih

kvadrata

Jednadine popravaka pri izravnavanju poligonometrijskih mreza uévora-
vanjem date su jednatinama (3) odnosno (5) i (6) sa navedenom matricom koe-
ficijenata jednadina popravaka za jedan vlak. Nepoznate §,, 8, i 8, su meduza-
visne i kao takve su u korelaciji sa korelacionom matricom Q. Ako se preva-
shodno Zele koordinate évornih tataka po strogoj metodi, mora se poéi od uop-

Stenog principa najmanjih kvadrata za popravke Vuis Yy, i Vi, ti. treba da
bude:

= vTQ~'v = min. 21)

Korelaciona matrica Q je kvazidijagonalna matrica komponovana po glav-
noj dijagonali od niza nezavisnih matrica Q; svakog vlaka. Za nala?enje inverz-
ne matrice Q™ treba invertovati matricu Q, a s obzirom na njen sastav ovo
zna¢i da treba invertovati pojedina¢no matricu svakog vlaka Q;. Matrica Q!
bi¢e takode kvazidijagonalna matrica komponovana od matrica Q;™!. Funkcija
¢ imaée minimum ako je:

do =2VTQ-1dV =0 (22)
odnosno s obzirom na jednaéine (6):
VIQ-'A =0 (23)
ili transponovano:

ATQ-'V =0 (24)



208 Stevanovié, J.: Korelacija pri izravnavanju ..., Geod. list 1990, 7—9, 203—213

Ako se ovde zameni V iz (6) dobice se:
ATQ-1(AX +f) =0 (25)
i na kraju:
ATQ 'AX + ATQ-' =0 (26)

a ovo su ve¢ navedene normalne jednadine (16). Dalji postupak izravnavanja
bi bio isti kako je navedeno posle jednacine (16).

3. PRAKTICAN POSTUPAK IZRAVNAVANJA

Prema jednadinama (3) popravke jednog vlaka v,, vy i v, zavise od odgo-
varajuéih prirastaja podetne i zavrine tatke vlaka. Na osnovu navedene matri-
ce koeficijenata jednadina (3), uoctavamo da se ona sastoji od dve jedini¢ne
matrice i to za prirajtaje pocetne tacke figurira -E a za prirastaje krajnje
tacke +E. Ovaj zaklju¢ak omogucéuje jednostavno formiranje matrice koefi-
cijenta jednaéina popravaka za celu poligonometrijsku mrezu. Slobodni ¢la-
novi svakog vlaka f,, f, i f, ratunaju se preko jednadina (4). Bice korisno
za kasnija objasnjenja za vektor slobodnih ¢lanova jednog vlaka, npr. vlaka
»i«, uvesti oznaku f;, tj.:

ff = |f» £ 5] (27

Vektor slobodnih ¢lanova za celu mrezu bi bio:
$F = |fT, 5 ooa £ ]t (28)

Preko jednac¢ina (7) formiraju se uslovne jednacine svakog vlaka u potpu-
nosti na isti nad¢in kao pri poznatom strogom izravnavanju poligonskog vlaka.
Na osnovu uslovnih jednaé¢ina formiraju se normalne jednacine na uobicajen
nadin, Matrica ovih jednadina je u sklopu ovog razmatranja nazvana »korela-
ciona matrica«. Ako se ova matrica odnosi na vlak »i«, bi¢e obeleZena sa Q;.
Inverzna matrica jednog vlaka bi bila Q;*.

U sklopu navedenih objainjenja, radi uo¢avanja odgovaraju¢ih pravilnosti,
poéi ¢emo od poligonometrijske mreze na sl. 1. Strelicama je naznaten smer
ra¢unanja vlakova.

Ako su za svaki vlak sradunate korelacione matrice i njihove inverzne
matrice @', formiranje normalnih jednacina bi se obavilo na nacin koji je
shematski prikazan na sl. 2. U prostoru kompletne matrice @' naznadeni su
samo redovi i kolone, odnosno mesta za pojedine ¢lanove matrice, a na odgo-
varajuée mesto upisan je samo simbol Q;*, koji podrazumeva matricu vlaka.
U matrici jednadina popravaka A upisani su ¢lanovi +1i —1, a bledom bojom
je preko upisan simbol E za svaku jedini¢nu matricu. U matrici AT je na od-
govarajuéim mestima upisan samo simbol E. Sa ovako unetim podacima je
prema poznatoj shemi obavljeno mnoZenje odgovaraju¢ih matrica da bi se do-



Stevanovié, J.: Korelacija pri izravnavanju ..., Geod. list 1980, 7—9, 203—213 209

©3

Sl. 1. Strelicama je nazna®en smer rafunanja vlakova

bile normalne jednadine. Buduéi da je proizvod jedini¢ne matrice i matrice
jednak samoj matrici, u matrici proizvoda ATQ™, na odgovarajué¢im mestima,
upisani su ovakvi proizvodi koji iznose Q;* sa znakom plus ili znakom minus.
Dalje iz procesa mnoZenja matrica ATQ™ i matrice A, tj. na osnovu dobivene
matrice proizvoda ATQ™A, moZemo da izvedemo sledede zakljutke o na&inu
dobijanja matrice normalnih jednaéina:

a) Dijagonalne blok-matrice, koje odgovaraju nepoznatim tatke »j«, dobiva-
ju se sabiranjem matrica Q! svih vlakova koji se susti¢u u tu tatku. U nave-
denom prilogu u indeksu su naznadeni brojevi matrica koje su sabrane.

b) Blok-matrica izmedu dveju tacaka koje spaja vlak »i« jeste —Q ™.

¢) Clanovi blok-matrica izmedu ta¢aka koje nisu povezane vlakovima je-
dnaki su nuli,

Mnozenje matrice ATQ™ vektorom f, koji je prema ranijem objas$njenju
rai¢lanjen na vektore f;, dace vektor F. Ako se vektor F ras¢lani na trotlane
vektore F;, pri éemu svaki vektor F; odgovara jednoj &vornoj tacki, za nave-
denu mreZu bice:

F, = Q;lfl + Q;lfs = QE'fes
F, =Q;'f; + Q¢'fs + Q7' (29)
F; = Q:;lfs - Q7'f; + Qi;lfs’
F, = Q'fs — Q5'fs — Qg'fss

a sam vektor F bi bio:

ET = |F}, F}, F5, Fil. (30)
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S obzirom na to, moze se zakljuéiti da ée se vektor slobodnih &lanova normal-
nih jednalina sastojati od troflanih vektora koji se odnose na jednu tacku,
dobivenih preko proizvoda:

F, =2 Q' (31)

pri ¢emu »i« uzima vrednost brojeva svih vlakova koji se sutidu u tu évornu
tacku, i to za vlakove koji se ra¢unaju ka toj tadki sa znakom plus, a za vla-
kove koji se ra¢unaju od te ta¢ke sa znakom minus. Indeks »j« uzima vrednost
brojeva évornih tadaka.

Refavanje normalnih jednadina obavilo bi se uobicajenim postupcima.

4. RACUANJE KOORDINATA JEDNE CVORNE TACKE I VEKTORSKA
ARITMETICKA SREDINA

S obzirom na sve navedeno, a kako se pri ratunanju jedne &vorne tacke
vlaci ra¢unaju uvek ka njoj, normalne jednadine bi bile:

GQrHX =3(Q'f) (32)

Vektor nepoznatih §,, 8, i 8, koji je i ovde oznaden sa X, bio bi:
X =Q N '3(Qr'). (33)

MoZe se uotiti shematska sli¢nost ove jednadine i poznatog postupka racéuna-
nja koordinata &vorne tatke pribliznim postupkom. Upravo, ako je korelaciona
matrica dijagonalna matrica, strogi postupak se pretvara u klasi¢ni postupak.
S obzirom na ve¢ postojeée termine prosta i opita aritmetitka sredina, kao
i na koriS¢en termin u [4] uopstena aritmeti¢ka sredina, mo%da bi bilo umesno
ovaj slu¢aj strogog izravnavanja évorne tatke i Sire, slitne sludajeve nazvati
»vektorska aritmeticka sredina«. Treba napomenuti da korelacija kod uopstene
aritmeticke sredine proizlazi iz meduzavisnosti merenja, dok kod svektorske
aritmeticke sredine« korelacija proizlazi iz meduzavisnosti nepoznatih,
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CORELATION IN ADJUSTMENT OF MINOR CONTROL NETWORKS BY
NODAL POINTS

The paper deals with a possibility of taking into account correlations in
adjustment of a minor control network by the method of nodal points since
both the coordinate differences and the differences of directional angels de-
pend on measured refractive angels and lengths. First, the theoretic concep-
tion of such adjustment has been explained. Then, starting from a more
general example, and following the logic of matrix calculation, conclusions
were derived speaking how to form the matrix of normal equations and the
vector of free terms mechanically, on the basis of a sketch of the minor con-
trol net, supposing that the correlation matrices were formed for each traverse
beforehand. The correlation matrix of a single traverse is practically equal
to the matrix of normal equations in known severe conditional adjustment
of the traverse. In the case of adjustment of one nodal point, a notion
vectorial arithmetic mean~ is introduced which, when the unknowns
are not in correlation, would be converted into adjustment of the nodal
point by the usual approximate method.
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