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Pregledni članak

IZJEDNAČENJE SLOBODNE MIKROTRIANGULACIJSKE
MREŽE PRIMJENOM PSEUDOINVERZIJE I USPOREDBA

S KLASIČNOM METODOM

Mira IVKOVIC, Đuro BARKOVIC - Zagreb*

SA2ETAK: U ovom radu opisan je jedan način rješavanja singularnih sistema
jednadžbi pomoću pseudoinverzije. Osim toga prikazana je primjena pseudo­
inverzije i usporedba s klasičnom metodom izjednačenja slobodnih mreža.

1. UVOD

Za potrebe snimanja, iskolčavanja 1 praćenja deformacija manjih građe­
vinskih objekata projek!tiraju se mikrotriangulacijske ili mikrotrilateracijske
mreže, koje se zatim izjednačuju kao slobodne mreže. U tom slučaju može se
definirati sasvim proizvoljno lokalni koordinatni sistem (kod mikrotriangulacij­
skih mreža uglavnom pomoću dvije točke 'te mreže), a ostale se točke određuju
u odnosu na izabrani koordinatni sistem [6]. Na taj se način postiže da matrica
koeficijenata u jednadžbama pogrešaka ima potpuni rang kolona, i da se iz
matrične jednadžbe:

Ax - l = v,

po teoriji najmanjih kvadrata, uz uvjet vT v = min, dobije rješenje za nepo­
znate parametre:

gdje je:

Y konfiguracijska matrica,
x vektor nepoznatih parametara,

.... vektor slobodnih članova,
v .... vektor popravaka.

To znači da se za koordinate izabranih točaka koje određuju koordinatni
sistem, bez obzira što se i s njih mjerilo, ne dobiju u postupku izjednačenja
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rezultata mjerenja nikakvi popravci ni srednje pogreške. Za koordinate ostalih
točaka srednje pogreške rastu udaljavanjem od ishodišta lokalnog koordinatnog
sistema (vidi primjer 1. i sliku 1). Dakle, ocjena točnosti određivanja koordina­
ta točaka dobivena na taj način je nerealna i ne daje pravu sliku o njihovoj
točnosti.

Ovaj problem se prvi put razmatra u radu (9], gdje se daje jedno novo
rješenje pomoću pseudoinvelZije, koje zapravo predstavlt!...Eroširenje klasičnog
izjedn~nja Jll~ najmanjih kvadrafa.lTnašoj literaturi taj se način iz­
jednačenJa~"O"l5"1fflfilnmreža prvi put prikazuje u radu [6] i ilustrira primje­
ro~a jednoj maloj ~ivelmanskoj mreži. Zatim se u radu [18] isti problem
razmatra na primjeru slobodne trilateracijske mreže. Nakon toga se u rado­
vima (14], [7], (15] i [8] razvila diskusija o prednostima i manama, odnosno
ispravnosti ili neispravnosti klasične i nove metode izjednačenja slobodnih
mreža.

Međutim, još je Bjerhammar u svom radu [3] naglasio da su oba načina
ispravna, samo predstavljaju različite pristupe tom problemu, te ovisno o bu­
dućoj namjeni mreže treba primijeniti pogodniju metodu. Tako, na primjer, u
procesu dizajniranja mreže, treba najprije za potrebe uspoređivanja različitih
oblika mreže definirati mjeru pomoću koje će se to provesti. Za dvodimenzio­
nalne mreže najčešći je izraz:

1 n-L (m;1 + m;1),
ni=I

gdje su:

mxi - srednja pogreška i-te x koordinate,
myi - srednja pogreška i-te y koordinate,
n - bro] točaka u mreži.

U slučaju primjene klasičnog izjednačenja, ta bi mjera ovisila o izabranom
koordinatnom sistemu i mogla bi se primijeniti samo onda kad bi se uspore­
đivali različiti oblici mreže, ali uz zadržavanje istog koordinatnog sistema [1].
Novi način izjednačenja je invarijantan o izboru koordinatnog sistema, te je u
tom slučaju pogodniji od klasičnog načina.

2. PSEUDOINVERZIJA SINGULARNIH MATRICA

Ako se u postupku izjednačenja rezultata mjerenja sve točke smatraju kao
nepoznate, onda je matrica koeficijenata A s nepotpunim rangom kolona (de­
fekt kod triangulacijskih mreža je 4) i rješenje se može dobiti pomoću pseu­
doinverzije, tj.:

gdje je A+= N(NN)-AT - pseudoinverzija matrice A, a N = ATA.
Pomoću pseudoinverzije dobiva se jednoznačno rješenje za nepoznate pa­

rametre x i korelacijsku matricu Qx, te minimalni trag za Q:o uz uvjete:

VTV = min i XT X = min.
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Na jednostavnom primjeru neregularnog sistema jednadžbi ilustrirat će se
primjena pseudoinverzije.

Neka je razmatrani sistem jednadžbi:

x+y=2

2x + 2y = 2

3x + 3y = 3.

Očito je da ne postoji jednoznačne rješenje za 'taj sistem jednadžbi. Obi­
čno se postupa na slijedeći način: minimizira se funkcija f(x, y) a gdje je
f (x, y) zbroj kvadrata pogrešaka, tj.:

f(x, y) = (x + y - 2)2 + (2x + 2y - 2)2 + (3x + 3y - 3)2 = min.

Derivira li se ova jednadžba po nepoznatim parametrima x i y i dobiveni
izrazi izjednače s nulom, tj.:

c'.lf (x, y)
c'.lx = O,

c'.lf (x, y)
----=0,c'.ly

dobit će se dvije identične jednadžbe:

14x + 14y = 15

14x + 14y = 15.

Dakle, kriterij minimiziranja zbroja kvadrata pogrešaka f (x, y) nije dao
jednoznačne rješenje. Da bi se dobilo jednoznačne rješenje za x i y, treba pri­
mijeniti neki dodatni kriterij [4]. Na primjer, od svih rješenja koja minimizi­
raju f (x, y) izabrati ono koje minirnizira i g (x, y) = x2 + y2. Riješivši to,
dobit će se za nepoznanice:

15
xo= Yo = 28.

Isti rezultat dobio bi se iz matrične jednadžbe

x0 =A+/,

gdje je:

Računanje pseudoinverzije YI može se izvršiti na slijedeći način [13]. Naj­
prije se izračuna produkt NN i dobije singularna matrica, čiji je defekt jednak
defektu matrice koeficijenata jednadžbi pogrešaka [12]. Zatim se eliminira
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onoliko redova i kolona koliki je defekt dobivenog produkta i izračuna inver­
zija ostatka matrice na uobičajen način. Matrici dobivenoj inverliranjem doda­
je se onoliko nul-redova i nul-stupaca koliki je defekt i pomnoži se slijeva
matricom N. Tada je rješenje za nepoznanice x, koje zadovoljava uvjet
xTx = min; x = N (NN)-n = A •i. Postupak se može izvršiti i elirniniranjem ne­
kih drugih redova i kolona, ali će se za nepoznate parametre x dobiti isti re­
zultati.

U navedenom primjeru je:

14] [392 392]
14 ' NN = 392 392 '

+ _ 1 [l 2 3]A -28 1 2 3.

Za matricu A+ vrijedi [3] :

Rješenje za nepoznate parametre x i y je tada:

A+z - I [15]- 28 15 •

Ovim jednostavnim primjerom ilustrirana je upotreba pseudoinverzije za
rješavanje singularnih sistema jednadžbi.

2.1. Primjena pseudoinverzije kod izjednačenja slobodne mreže

U postupku izjednačenja rezultata mjerenja slobodne mreže sistem nor­
malnih jednadžbi glasit će:

Nx =n,

gdje je ma'trica koeficijenata normalnih jednadžbi N = ATA singularna, tj.
detN = O, a n = ATz. Rješenja za nepoznate parametre x dobit će se primje­
nom pseudoinverzije [13],

X= A+[,

odnosno

x = N (NN)- n,

jer je N simetrična matrica. Odgovarajuća korelacijska matrica Qx bit će:

Q, = N (NN)- N (NN)- N.
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Za ovako izračunanu korelacijsku matricu Qx je trag (Qx) = min., što je i
bio cilj izjednačenja rezultata mjerenja u ovom pristupu. Poznato je da je
trag (Qx) = Z Qii, a da je:

gdje su:

m,i .... srednje pogreške nepoznatih parametara
m0 ...• srednja jedinična pogreška,

pa će se na taj način dobiti najmanji zbroj srednjih pogrešaka nepoznatih ve­
ličina. Osim toga, ovim načinom izjednačenja za sve točke slobodne mreže
dobit će se popravci koordinata, zatim srednje pogreške koordinata, a s tim u
vezi i elipse pogrešaka (te sve druge ocjene točnosti).

2.2. Primjer izjednačenja slobodne mikrotriangulacijske mreže

Da bi se mogla usporediti dva različita načina izjednačenja slobodnih mre­
ža, izračunat će se jedna mikrotriangulacijska mreža na oba načina. U prvom
primjeru izjednačenja slobodne mreže definirat će se lokalni koordinatni sis-

2

-~-,7

o �iĐ• gx ig• +!• 

O 1 2 3 4 5 6cm
Slika I. Elipse pogrešaka kod klasičnog izjednačenja
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tem pomoću dvije točke (.6.1, A2), zatim izračunati popravci koordinata preo­
stalih točaka, njihove srednje pogreške i elipse pogrešaka (vidi primjer 1. i
sliku ·1). U drugom primjeru ista mreža izjednačit će se primjenom pseudo­
inverzije. U 'tom slučaju za sve točke mreže dobit će se popravci koordinata,
srednje pogreške koordinata i elipse pogrešaka (vidi primjer 2. i sliku 2).

MJERtLO Đ.JPSI

Slika 2. Elipse pogrešaka kod izjednačenja primjenom pseudoinverzije

3. ZAKLJUCAK

Primjenom pseudoinverzije u izjednačenju slobodnih mreža eliminirat će
se subjektivnost pri izboru lokalnog koordinatnog sistema. Naime, iz prvog
primjera izjednačenja slobodne mreže vidi se da je izbor lokalnog koordinat­
nog sistema sasvim proizvoljan i da· o tom izboru ovise veličine popravaka
koordinata, srednje pogreške koordinata i elipse pogrešaka točaka. Dakle, kad
bi netko drugi računao istu mrežu, mogao bi izabrati drugi koordina'tni sistem
i rezultati bi bili potpuno drugačiji. Da bi se izbjegla ova proizvoljnost, a i
moguća kriva predodžba da su neke točke u mreži apsolutno točne, postupak
izjednačenja slobodne mreže može se provesti primjenom pseudoinverzije. U
tom slučaju dobit će se za sve točke mreže popravci koordinata a također i
srednje pogreške koordinata i elipse pogrešaka.

U slučaju izjednačenja većih slobodnih mreža (više od 10 točaka), autor
rada (5) upozorava na neke praktične probleme računanja pseudoinverzije po-
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stupkom opisanim u ovom radu. Ti se problemi mogu izbjeći primjenom ne­
kog drugog načina računanja pseudoinverzije [13]. Zatim se u radu [16] navo­
di kao glavna zamjerka da se novom metodom dobivaju rezultati iz kojih se
može zaključiti da se točnost povećava povećanjem broja točaka u mreži.
Međutim, iz računskih primjera koji se nalaze u radu [3] ne proizlaze takvi za­
ključci. Kao nedostatak nove metode izjednačenja u radovima [11] i [16] na­
vodi se da je mnogo kompliciranija od klasičnog izjednačenja. Mišljenje autora
ovog rada je da uz primjenu današnje tehnike računanja i adekvatnu program­
sku podršku nema bitne razlike u težini numeričke obrade ovih dviju metoda
izjednačenja.

Problem izjednačenja slobodnih mreža u teoriji op'timiranja geodetskih
mreža pojavljuje se kao optimiranje nultog reda i opisuje u više radova [2],
[10], (17]. I u tim radovima se ne odbacuje nijedna metoda, a koja će se kada
primijeniti, ovisi o budućoj namjeni pojedine slobodne mreže.
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ADJUSTMENT OF A FREE MICROTRIANGULATION USING THE PSEUDO­
-INVERSE AND THE COMPARISON WITH THE CLASSIC METHOD

In this article, a method for solving a singular sitem of equations using
the pseudo-inverse is described. Beside that, the adjustment of a free network
by the pseudo-inverse is explicived and compared with the classic method.
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