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IZJEDNACENJE SLOBODNE MIKROTRIANGULACIJSKE
MREZE PRIMJENOM PSEUDOINVERZIJE I USPOREDBA
S KLASICNOM METODOM

Mira IVKOVIC, Puro BARKOVIC — Zagreb*

SAZETAK: U ovom radu opisan je jedan nadin rjeSavanja singularnih sistema
jednadzbi pomodu pseudoinverzije. Osim toga prikazana je primjena pseudo-
inverzije i usporedba s klasi¢tnom metodom izjednalenja slobodnih mreza.

1. UVOD

Za potrebe snimanja, iskol¢avanja i pra¢enja deformacija manjih grade-
vinskih objekata projektiraju se mikrotriangulacijske ili mikrotrilateracijske
mreze, koje se zatim izjednafuju kao slobodne mreze. U tom slu¢aju moZe se
definirati sasvim proizvoljno lokalni koordinatni sistem (kod mikrotriangulacij-
skih mreza uglavnom pomocu dvije totke te mreZe), a ostale se totke odreduju
u odnosu na izabrani koordinatni sistem [6]. Na taj se nadin postiZe da matrica
koeficijenata u jednadZbama pogreSaka ima potpuni rang kolona, i da se iz
matriéne jednadibe:

Ax — [l =v,

po teoriji najmanjih kvadrata, uz uvjet vTv = min, dobije rjeSenje za nepo-
znate parametre:

x = (ATA)~ ! AT,

gdje je:
A .... konfiguracijska matrica,
X . vektor nepoznatih parametara,
l .... vektor slobodnih élanova,
v . vektor popravaka.

To znac¢i da se za koordinate izabranih toaka koje odreduju koordinatni
sistem, bez obzira 5to se i s njih mjerilo, ne dobiju u postupku izjednacenja
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rezultata mjerenja nikakvi popravci ni srednje pogreske. Za koordinate ostalih
tocaka srednje pogrefke rastu udaljavaniem od ishodista lokalnog koordinatnog
sistema (vidi primjer 1. i sliku 1). Dakle, ocjena to¢nosti odredivanja koordina-
ta tolaka dobivena na taj nadin je nerealna i ne daje pravu sliku o njihovoj
tocnosti.

Ovaj problem se prvi put razmatra u radu [9], gdje se daje jedno novo

rjeSenje pomoc¢u pseudoinverzije, koje zapravo predstavlja profirenje klasi¢nog
izjednacenja metqﬁﬁﬁgzﬁuﬁh' kvadrata. U naSoj literaturi taj se naéin iz-
jed____ﬂmﬁgrlj;i_‘ﬁ'pmrﬁf'rﬁieia prvi put prikazuje u radu [6] i ilustrira primje-
rom na jednoj maloj nivelmanskoj mrezi. Zatim se u radu [18] isti problem
razmatra na primjeru slobodne trilateracijske mreze. Nakon toga se u rado-
vima [14], [7], [15] i [8] razvila diskusija o prednostima i manama, odnosno
ispravnosti ili neispravnosti klasi¢ne i nove metode izjednac¢enja slobodnih
mreza.

Medutim, jo§ je Bjerhammar u svom radu [3] naglasio da su oba nacina
ispravna, samo predstavljaju razli¢ite pristupe tom problemu, te ovisno o bu-
duéoj namjeni mreZe treba primijeniti pogodniju metodu. Tako, na primjer, u
procesu dizajniranja mreZe, treba najprije za potrebe usporedivanja razli¢itih
oblika mreZe definirati mjeru pomocu koje ¢e se to provesti. Za dvodimenzio-
nalne mreZe najceséi je izraz:

1S (mz +m2),

N
gdje su:

m,; — srednja pogreska i-te x koordinate,
my; — srednja pogreska i-te y koordinate,
n — broj tocaka u mreZi.

U sluéaju primjene klasi¢nog izjednadenja, ta bi mjera ovisila o izabranom
koordinatnom sistemu i mogla bi se primijeniti samo onda kad bi se uspore-
divali razli¢iti oblici mreZe, ali uz zadrZavanje istog koordinatnog sistema [1].
Novi nadin izjednadenja je invarijantan o izboru koordinatnog sistema, te je u
tom sludaju pogodniji od klasi¢nog naéina.

2. PSEUDOINVERZIJA SINGULARNIH MATRICA

Ako se u postupku izjednacenja rezultata mjerenja sve totke smatraju kao
nepoznate, onda je matrica koeficijenata A s nepotpunim rangom kolona (de-
fekt kod triangulacijskih mreza je 4) i rjeSenje se moze dobiti pomo¢u pseu-
doinverzije, tj.:

x =N(NN)- AT/ = A*l,
gdje je A* = N(NN)~AT — pseudoinverzija matrice A, a N = ATA,
Pomocéu pseudoinverzije dobiva se jednoznacéno rjeSenje za nepoznate pa-
rametre x i korelacijsku matricu Q,, te minimalni trag za Q,, uz uvjete:

viv=min i xTx =min.
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Na jednostavnom primjeru neregularnog sistema jednadZbi ilustrirat ¢e se
primjena pseudoinverzije.
Neka je razmatrani sistem jednadzbi:

x+y=2
2x + 2y =2
Ix + 3y =3.

O¢ito je da ne postoji jednoznacéno rjeSenje za taj sistem jednadzbi. Obi-
¢no se postupa na slijedeéi nadin: minimizira se funkcija f(x, y) a gdje je
f (x, y) zbroj kvadrata pogresaka, tj.:

fx,y)=(x+y— 2%+ (2x + 2y — 2)? 4 (3x + 3y — 3)> = min.

Derivira li se ova jednadZba po nepoznatim parametrima x i y i dobiveni
izrazi izjednace s nulom, tj.:

Hxy) _, o (x,y)

T ox oy =0,

dobit ¢e se dvije identi¢ne jednadzbe:

14x 4 14y = 15

14x + 14y = 15,
Dakle, kriterij minimiziranja zbroja kvadrata pogreSaka f (x, y) nije dao
jednoznat¢no rjeSenje. Da bi se dobilo jednoznac¢no rjeSenje za x i y, treba pri-
mijeniti neki dodatni kriterij [4]. Na primjer, od svih rjeSenja koja minimizi-

raju f(x, y) izabrati ono koje minimizira i g (x, y) = x*®- y® Rijesivsi to,
dobit ¢e se za nepoznanice:

15
Xo=Yo = bTH

Isti rezultat dobio bi se iz matriéne jednadzbe
Xo =A*L,
gdje je:
A* =N (NN)- AT
Radunanje pseudoinverzije A* moze se izvrsiti na slijedeé¢i na¢in [13]. Naj-

prije se izratuna produkt NN i dobije singularna matrica, ¢iji je defekt jednak
defektu matrice koeficijenata jednadzbi pogreSaka [12]. Zatim se eliminira
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onoliko redova i kolona koliki je defekt dobivenog produkta i izra¢una inver-
zija ostatka matrice na uobi¢ajen nac¢in. Matrici dobivenoj invertiranjem doda-
je se onoliko nul-redova i nul-stupaca koliki je defekt i pomnozi se slijeva
matricom N. Tada je rjeSenje za nepoznanice x, koje zadovoljava uvjet
xTx = min; x = N (NN)'n = A‘l. Postupak se moze izvrsiti i eliminiranjem ne-
kih drugih redova i kolona, ali ée se za nepoznate parametre x dobiti isti re-
zultati.
U navedenom primjeru je:

1 1

14 14 392 392
— e AT o -,
A= i i . N=AA = []4 ]4], NN [392 392],

__ ¥ r¥ o g. 1 TE &8
™= [o 0]’ A= [1 2 3]‘
Za matricu A* vrijedi [3]:
ATAA*T =AY, AAYA =A, (AAY)T =AA*, (AtA)T = A*A.

RjeSenje za nepoznate parametre xi y je tada:

L1 [Is
Af-—ﬁ[w].

Ovim jednostavnim primjerom ilustrirana je upotreba pseudoinverzije za
rjeSavanje singularnih sistema jednadZbi.

2.1. Primjena pseudoinverzije kod izjednaéenja slobodne mree

U postupku izjednadenja rezultata mjerenja slobodne mreZe sistem nor-
malnih jednadzbi glasit ée:

Nx =n,
gdje je matrica koeficijenata normalnih jednadibi N = ATA singularna, tj.

detN = 0, a n = ATl. Rje§enja za nepoznate parametre x dobit ¢e se primje-
nom pseudoinverzije [13],

X = A+,

odnosno

x =N (NN)"n,
jer je N simetri¢na matrica. Odgovarajuéa korelacijska matrica Q, bit ée:

Q;, =N (NN)~ N(NN)~ N.
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Za ovako izraé¢unanu korelacijsku matricu Q, je trag (Q,) = min., §to je i
bio cilj izjednatenja rezultata mjerenja u ovom pristupu. Poznato je da je
trag (Q,) = 2' Q;;, a da je:

zmii = mﬁ E Qi
gdje su:
m,; . ... srednje pogreike nepoznatih parametara
m, .... srednja jediniéna pogreska,

pa ¢e se na taj naéin dobiti najmanji zbroj srednjih pogresaka nepoznatih ve-
licina. Osim toga, ovim nadinom izjednacenja za sve tofke slobodne mreze
dobit ¢e se popravci koordinata, zatim srednje pogreSke koordinata, a s tim u
vezi i elipse pogre3aka (te sve druge ocjene to¢nosti).

2.2. Primjer izjednacenja slobodne mikrotriangulacijske mreZe

Da bi se mogla usporediti dva razli¢ita nac¢ina izjednafenja slobodnih mre-
7a, izra¢unat ¢e se jedna mikrotriangulacijska mreza na oba nacina. U prvom
primjefu izjednadenja slobodne mreze definirat ée se lokalni koordinatni sis-

MJUERILO ELIPSI 6
01 2 3 4 5 6cm

Slika 1. Elipse pogreSaka kod klasi¢nog izjednaenja
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tem pomoéu dvije totke (A1, A2), zatim izradunati popravci koordinata preo-
stalih toc¢aka, njihove srednje pogreske i elipse pogreSaka (vidi primjer 1. i
sliku 1). U drugom primjeru ista mreza izjednadit ¢e se primjenom pseudo-
inverzije. U 'tom slu¢aju za sve toCke mreZe dobit ¢e se popravei koordinata,
srednje pogreske koordinata i elipse pogreSaka (vidi primjer 2. i sliku 2).

MUERILO ELIPSI
01 2 3 4 5 6em 6\

Slika 2. Elipse pogreSaka kod izjednadenja primjenom pseudoinverzije

3. ZAKLJUCAK

Primjenom pseudoinverzije u izjednaéenju slobodnih mreza eliminirat ée
se subjektivnost pri izboru lokalnog koordinatnog sistema. Naime, iz prvog
primjera izjednacenja slobodne mreZe vidi se da je izbor lokalnog koordinat-
nog sistema sasvim proizvoljan i da o tom izboru ovise veli¢ine popravaka
koordinata, srednje pogreske koordinata i elipse pogre3aka to¢aka. Dakle, kad
bi netko drugi ra¢unao istu mrezu, mogao bi izabrati drugi koordinatni sistem
i rezultati bi bili potpuno drugaéiji. Da bi se izbjegla ova proizvoljnost, a i
moguca kriva predodzba da su neke totke u mreZi apsolutno toéne, postupak
izjednaenja slobodne mreZe mozZe se provesti primjenom pseudoinverzije. U
tom slu¢aju dobit ¢e se za sve to¢ke mreZe popravei koordinata a takoder i
srednje pogreske koordinata i elipse pogresaka.

U sluéaju izjednaéenja vecih slobodnih mreZa (viSe od 10 to¢aka), autor
rada [5] upozorava na neke praktiéne probleme ra¢unanja pseudoinverzije po-
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stupkom opisanim u ovom radu. Ti se problemi mogu izbjeéi primjenom ne-
kog drugog nacina ra¢unanja pseudoinverzije [13]. Zatim se u radu [16] navo-
di kao glavna zamjerka da se novom metodom dobivaju rezultati iz kojih se
mozZe zakljuciti da se tofnost povecéava poveéanjem broja tofaka u mrei.
Medutim, iz ra¢unskih primjera koji se nalaze u radu [3] ne proizlaze takvi za-
kljucci. Kao nedostatak nove metode izjednadenja u radovima [11] i [16] na-
vodi se da je mnogo kompliciranija od klasi¢nog izjednacenja. Misljenje autora
ovog rada je da uz primjenu danasnje tehnike ra¢unanja i adekvatnu program-
sku podrsku nema bitne razlike u teZini numeri¢ke obrade ovih dviju metoda
izjednacenja.

Problem izjedna¢enja slobodnih mreZa u teoriji optimiranja geodetskih
mreZa pojavljuje se kao optimiranje nultog reda i opisuje u vife radova [2],
[10], [17]. T u tim radovima se ne odbacuje nijedna metoda, a koja ¢e se kada
primijeniti, ovisi o buduéoj namjeni pojedine slobodne mreze.
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ADJUSTMENT OF A FREE MICROTRIANGULATION USING THE PSEUDO-
-INVERSE AND THE COMPARISON WITH THE CLASSIC METHOD

In this article, a method for solving a singular sitem of equations using
the pseudo-inverse is described. Beside that, the adjustment of a free network
by the pseudo-inverse is explicived and compared with the classic method.
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