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DULJINA LUKA MERIDIJANA
Miljenko LAPAINE — Zagreb*

SAZETAK: U radu se razmatra ralunanje duljine luka meridijana pri-
mjenom trigonometrijskik redova. Posebno se naglafava da je koeficijente tih
redova, koji se takoder obiéno prikazuju kao redovi, mnogo pogodnije izraZa-
vati pomoéu parametra n, umjesto uobifajenih e ili e’. Ispituju se razni oblici
trigonometrijskih redova s ciljem smanjenja koli¢ine potrebnih rac¢unskih
operacija, imajuéi u vidu ovisnost toénosti racunanja duljine luka meridijana
o toénosti poznavanja geografske Jirine, kao i utjecaj zanemarivanja pojedinih
&lanova redova. Na osnovi provedenih istraivanja predlaZe se novi oblik for-
mule za Tatunanje duljine luka meridijana.

1. RACUNANJE DULJINE LUKA MERIDIJANA

Poznato je da se izraz za diferencijal duljine luka meridijana na rotacij-
skom elipsoidu moze napisati u obliku

ds, =a(l —e?) (1 — e?sin? ¢)~%2 do, (1)

gdje su: a velika poluos elipsoide, e prvi ekscencitritet i ¢ geografska §irina
totke. Izraz (1) nije moguée izravno integrirati (radi se o tzv. nepotpunom
eliptitkom integralu III. vrste), pa se primjenjuju razvoji u redove trigonome-
trijskih funkcija, kao npr.

ds, = a(l — e?) (A — Bcos 29 + Ccos4p — D cos 6¢ + ...) dp, (2)
gdje se koeficijenti obi¢no prikazuju kao redovi potencijala od e:
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U literaturi se, gotovo redovito, daju formule za koeficijente uz trigono-
metrijske funkcije geografske Sirine u obliku beskonaénih redova potencija
ekscentriciteta e ili e" (Svednikov 1953, Borgié 1955, Hristov 1957, Jordan,
Eggert, Kneissl 1958, Hirvonen 1969, Zivkovié 1972, Cubranié 1974, Bor¢ié
1976, GroBmann 1976, Jackson 1978, Edoga 1981, Muminagi¢ 1981, Snyder
1982, Jovanovi¢ 1983, Haimov 1984, Heitz 1988). Napomenimo usput da se
numeri¢ke vrijednosti koeficijenata ponekad daju u neskladu sa spomenutim
razvojima. Tako npr. u (Borédié 1955) i (Jovanovié¢ 1983) imamo razvoje do
¢lanova sa e, iz kojih su izradunate numeri¢ke vrijednosti koeficijenata na 15
decimala!?, iako zanemarivanje ¢lanova sa e® osigurava samo 8 to¢nih zname-
naka iza decimalnog zareza.

Zanimljivo je da je prije vife od stotinu godina Helmert uodio da se isti
koeficijenti mogu prikazati i u obliku beskonac¢nih redova potencija raznih
drugih parametara, ovisno o kojima spomenuti redovi konvergiraju brge ili
sporije. Helmert je takoder ukazao na ¢injenicu da je za istu to&nost najbolje
ako se koeficijenti prikau pomoéu redova potencija parametra n (Helmert
1880), koji je u poznatom odnosu

4n
=T ®

prema ekscentricitetu e. Ti isti razvoji po potencijama od n potjetu jo§ od
Bessela iz 1837. god., a pojavljuju se i kasnije, ali dosta rijetko, kao npr. u
(Kriiger 1912, Morozov 1969, Hirvonen 1970, Lenzmann 1985).

Uz supstituciju (4) i primjenu osnovnih trigonometrijskih identiteta, izraz
(1) moze se transformirati u

ds.,.=a(1—n)(l—n2)(l+2n0082<p+n’)‘3”d<p. (5)

Uoé¢imo da je funkecija
f(p) = (1 + 2ncos 29 + n2)-3/2 (6)
parna funkcija definirana na intervalu [—n/2, %/2]. Njeno prosirenje po perio-

di¢nosti moZemo razviti u jednoliko konvergentan Fourierov red i zatim za
restrikciju na osnovi intervala [—mn/2, ©/2] napisati
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f(q>)=?+a1c032tp-{—azcos4qa+a3cos6<pﬁr..., il
gdje su koeficijenti ay, ay, @, - . - odredeni sa
4 w2 i
ag=— J (1 +2ncos 2 +n?)~ 2 cos kg do, k=0,1,2.... (8
0

Numeritke vrijednosti koeficijenata ay mogli bismo odrediti nekom od metoda
numericke integracije prema izrazu (8) ili iskoristiti njihov drugatiji prikaz
(prema Konig, Weise 1951) u obliku beskona¢nih redova potencija od n

= 3 3
a, =23 |~ 2| 2 |n%, k=0,1,2,.... (9)
i=0 j i +k

Ako primijenimo (8), prvih nekoliko koeficijenata je:
- 9 ,, 225 , 1225 . )
30—2(1+Tn +—6—4'n —f‘-ﬁa—n + ...

— 3,45 , 525 , )
a,— Zn(-f--]-ﬁn ‘Tmn +...

a, =2n2(18—5-+%%5n2+%%%n4 +)

a; = —2n? (%%4— %nz - )

a4=2n‘(::—12§-+?;§9-n2 + ) (10)
a5 = —m’(g%% -+ )

ag = 2n° (gl’%g% - )

U izrazima (10) nisu napisani &lanovi sa sedmim i veéim potencijama od
n, time je omoguceno da se koeficijenti ay izraunaju s toénoséu od 16 zname-
naka. Ovi izrazi su mnogo jednostavniji i kraéi od uobi¢ajenih glomaznih
razvoja (3) po potencijama od e, koji bi, da bi dali istu to¢nost, morali sadrza-
vati bar ¢lanove do potencija e'’.
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Pomocu razvoja (7) moZemo (5) napisati u obliku

dsm-_—a(l——n)(l—nz)(%‘-’-n’-a,cosZr?+a;cos4q>+a3cosﬁcp+...) do.

(1)

koji se moZe uz nove oznake
A=a(l—n)(l——nz)-£;—° (12)
bem =f, kw12 (13)

=k—ao_,

napisati u obliku (14) pogodnom za integriranje ¢lan po ¢lan (3to je dozvoljeno
zbog jednolike konvergencije) ‘

dsm = A (1 + 2b; cos 2¢ - 4b, cos 49 + 6b; cos 69 -+ ...) do. (14)
Integriranje od geografske $irine 9, do geografske Sirine ¢ daje duljinu luka

Sm (90,9) = A(p + by sin2p + b, sindp + by sin 65 + ...) —

(15)
—A (?o + bl sin 2?0—{- bz sin 4@0 + b3 sin 6@0 + .)
odnosno
Sm (P05 @) = 8 (0, 9) — 85 (0, 9),
gdje je
Sm(0,0) = A4 (o +b,sin2q:+b;sin4q:+b;sin6q:+...). (16)

Oblik formule (16) bio je pogodan za rafunanje u doba logaritamskih
tablica, medutim u dana¥nje doba kompjutora pogodniji je drugaéiji zapis,
pomoc¢u kojeg se smanjuje potreba viSestruke primjene {rigonometrijskih
funkcija, &me se postiZe veéa brzina izvodenja (ratunanja) (Morozov 1969,
Vincenty 1971, Haimov 1984, Heck 1987). Da bismo formulu (16) transformirali
u pogodniji oblik, moZemo npr. upotrijebiti Cebisevljeve funkcije druge vrste
definirane sa

Uy (x) = sin (k arc cos x), k=012,... (17)
Naime, uz supstituciju
X = cos 29, (18)

formula (16) prelazi u

S (0,9) = A (e + b,U, (x) + b,U, (x) + byUs (x) + ...). (19)
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Za Cebisevljeve funkcije druge vrste vrijedi slijedeéa jednostavna rekurzivna
formula
Uk+ 1 (x) = ZXUk (X) = Uk— 1 (x) k = l, (20)

a u literaturi se moZe naéi prvih desetak funkcija u eksplicitnom obliku (Mi-
trinovi¢ 1960). Na taj naéin izraz (19) lako je transformirati u

8m (0, 9) = A [9 + sin 29 (co + ¢4 cos 29 + ¢, cos? 29 4+ ¢c; cos® 29 + ...)],

2y
gdje su novi koeficijenti
CU=b1 —b3 +b5_...
Ccy = 2b3 et 4b4 +- 6b5 e AT
C5 == dbys — 12bg 4 o (22)
Cy = sbd, — 32b6 + aee
Cy = 16b5 — ewe
Cs = 32]35 —_es

Na analogan nadin, primjenom CebiSevljevih funkcija druge vrste, ali uz
supstituciju
X = COS @, (23)

formula za duljinu luka meridijana moZe se transformirati u oblik

Sm(0,9) =A[p +singcosp(dy + d, cos? @ -+ d, cos* o + djcos® @ + ... ],
(24)
gdje su novi koeficijenti

do = 2b, — 4b, + 6b; — 8b, + 10bs — 12bg + 14b, — ...

d, = 8b, — 32b; + 80b, — 160bs + 280bs — 448b, + ...

d, = 32b; — 192b, + 672bs — 1792bg - 4032b, — ... (25)
d; = 128b, — 1024bs + 4608bs — 15360b, + ...

ds = 512bs — 5120bg + 28160b, — ...

ds = 2048bg — 24576b, + ...

.....................

Formule (21), odnosno (24), imaju prednost pred formulom (16) jer je za
njihovu upotrebu potrebna samo jednokratna upotreba trigonometrijskih
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funkcija sinus i kosinus. Napomenimo jo§ da se u spomenutim formulama
redovi potencija funkcije kosinus mogu ra¢unati primjenom Hornerove sheme
i time svesti na mnoZenja i zbrajanja.

Izrazi za koeficijente ¢ (22), odnosno dy (25), prikazani su pomocéu koefi-
cijenata by, uz odgovarajuce izostavljanje ¢lanova. U tablici 1 dajemo nume-
ricke vrijednosti za koeficijente ay, by, ¢, i dy izracunate u aritmetici sa 16
znamenaka za Besselov elipsoid, ¢ije su poluosi prema (Pravilnik 1951, Jordan-
-Eggert-Kneissl 1958) zadane sa

log a = 6.804 6434 637
logb = 6.803 1892 839. (26)

U specijalnom sludaju, ako uzmemo za ¢, =—n=/2 i ¢ = ©/2, dobijemo da
je duljina luka jednog cijelog meridijana s,, = Amw, §to omoguéuje interpreta-
ciju veli¢éine A kao radijusa (tzv. rektificirajuce) sfere, ¢iji meridijani su iste
duljine kao meridijani na elipsoidu.

Za Besselov elipsoid, odreden prema (26), dobijemo

A = 6 366 742.52031 1864 m, 27
a za duljinu luka cijelog meridijana
Sm = 20001 711.52910 952 m. (28)

Tablica 1. Numeri¢ke vrijednosti koefi-
cijenata za Besselov elipsoid

a, 2.0000 1261 3081 602

a, —0.0050 2258 0798 2267
a, 0.0000 1051 0906 8589
as —0.0000 0002 0530 0637
as 0.0000 0000 0038 6675
as —0.0000 0000 0000 0712
as 0.0000 0000 0000 0001
by —0.0025 1127 4561 6578
b, 0.0000 0262 7710 1430
b, —0.0000 0000 3421 6557
ba 0.0000 0000 0004 8334
bs —0.0000 0000 0000 0071
be 0.0000 0000 0000 0000
Co —0.0025 1127 1140 0093
cy 0.0000 0525 5400 9524
s —0.0000 0001 3686 5373
Cs 0.0000 0000 0038 6669
Cs —0.0000 0000 0000 1139
cs 0.0000 0000 0000 0003
do —0.0050 3308 0532 5604
d, 0.0000 2113 1561 9411
d, —0.0000 0011 0425 8013
ds 0.0000 0000 0626 0179
dg —0.0000 0000 0003 7015

ds 0.0000 0000 0000 0225
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2. OVISNOST TOCNOSTI RACUNANJA DULJINE LUKA MERIDIJANA O
TOCNOSTI GEOGRAFSKE SIRINE

Duljina luka meridijana s, (0, ¢) je funkcija geografske Sirine ¢ krajnje
tocke i njen diferencijal je dan formulom (5), iz koje moZemo dobiti da je

dsim
de

(29)

Neka su 3s i 8¢ maksimalne apsolutne pogreike, tada na osnovi (29) moZemo
napisati

2
88, < % 3o < 31 3¢ ("), (30)
odakle lako dobijemo tablicu 2.

Tablica 2. Tolnost duljine luka meridijana u ovisnosti o to¢nosti geografske Sirine krajnje tocke

89 (") 35 (m)
1 31

0.1 3.1
0.01 0.31
0.001 0.031
0.0001 0.0031

0.00001 0.00031

Da bismo npr. bili sigurni da milimetri izratunate duljine luka meridijana
imaju smisla, moramo raspolagati geografskom $irinom kojoj je toénost veca
od 1 stotisuéninke sekunde.

3. UTJECAJ ZANEMARIVANJA POJEDINIH CLANOVA U FORMULAMA
ZA RACUNANJE DULJINE LUKA MERIDIJANA

Lako se vidi da zanemarivanjem ¢lana koji sadrZi koeficijent b, u formuli
(16) ¢inimo maksimalnu apsolutnu pogresku 8s, od s, (0, @) u iznosu

3s, = Aby. (31)
Buduéi da je

1 k kq 0.5
max sin 20 05 29) = [y y) |

to zanemarivanjem ¢lana koji sadrz koeficijent ¢, u formuli (21) ¢inimo mak-
simalnu apsolutnu pogresku &8s, od sy (0, @) u iznosu

1 k kq0.5
b =2 [ () ] o
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Kako je

- 2k+1 = 1 2k+1 L
max (sin ¢ cos ‘P)—[z(k+l)(2(k+l)) ] ’

to zanemarivanjem ¢&lana koji sadr#i koeficijent di u formuli (24) ¢inimo mak-
simalnu apsolutnu pogresku 8s,, od s, (0, @) u iznosu

36 = Ady [2 D (22?1:1 5) zm]m‘ @3)

Na osnovi izraza (31) — (33) sastavljena je tablica 3, iz koje moZemo vi-
djeti utjecaj pojedinih élanova u formulama (16), (21) i (24) na to¢nost ratu-
nanja duljine luka meridijana.

Ispitivanje utjecaja zanemarivanja pojedinih ¢lanova prema izrazima (32),
odnosno (33), nije, prema raspoloZivoj geodetskoj literaturi, dosada napravlje-
no. Obi¢no se zakljudci donose samo na osnovi veli¢ine pojedinog koeficijenta,
§to moZe dovesti do pogreine procjene. Tako npr. u knjizi (Haimov 1984) stoji
da zanemarivanje posljednjeg napisanog ¢lana u formuli (24) za elipsoid Kra-
sovskoga ne prelazi 0.004 m, a zapravo se radi o 0.0009 m.

Tablica 3. Utjecaj pojedinih &lanova na to¢nost ratunanja duljine luka meridijana

zanemarivanje ¢lana s iznos maksimalne

koeficijentom apsolutne pogreike (m)

formula (16)

b2 17.

bs 0.02

ba 0.00003

bs 0.00000005

bs 0.00000000007
formula (21)

Cy 17.

Cz 0.03

C3 0.00008

Ca 0.0000002

Cs 0.0000000006
formula (24)

d 1 .

d, 0.2

d; 0.0009

ds 0.000005

ds 0.00000003

Iz tablice 3 se vidi da pri praktiénom rafunanju, uz npr. traZenu milime-
tarsku to¢nost duljine luka meridijana, u formulama (16) i (21) treba uzeti prva
tri ¢lana (by, by, by, odnosno ¢;, ¢, ¢). Medutim, formula (24), za istu toénost,
zahtijeva jedan ¢lan viSe (ova je ¢injenica u skladu s tvrdnjom u (Heck 1987),
gdje stoji da &etiri ¢lana osiguravaju milimetarsku to¢nost).
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Postavlja se pitanje mogu li se ipak umjesto formule (16) izvesti formule
za praktiénu upotrebu koje bi u sebi sadrzavale prednosti izraza (21), odnosno
(24), i time bile efikasnije, a da osiguravaju istu to¢nost kao primjena prvih
nekoliko ¢lanova formule (16). Pozitivan odgovor na to pitanje daje se u slije-
dedem poglavlju.

4, NOVI OBLIK FORMULE ZA RACUNANJE DULJINE LUKA MERIDIJANA

Analiza uéinjena u prethodnom poglavlju pokazuje da beskocnaé¢ni redovi
(21) i (24) konvergiraju sporije od polaznog reda (16) iz kojeg su nastali. Me-
dutim, pri prakti¢nom rafunanju ionako se ne koristi cijeli red, nego samo
njegovih prvih nekoliko ¢lanova. Tako npr. na osnovi prethodnih razmatranja
mozemo beskonaé¢ni red (16) zamijeniti izrazom

8 (0,0) = A(p + by sin 29 -+ b, sin 49 -+ b sin 69) - 8sy, (34)
gdje je
3sm < 0.00003 + 3189 (") (8s,, u metrima). (35)

Izraz (35) lako se dobije iz ocjena (30) i (31). Formula (34) imat ée milime-
tarsku to¢nost (8s, = 0.0005) ako je tonost poznavanja geografske §irine takva
da je 8¢ () < 0.00001.

Pomoéu CebiSevljevih funkcija druge vrste, sli¢no kao u prvom poglavlju
ovog rada, formulu (34) mozZemo transformirati u

Sm (0,,9) = A [p + sin 29 (co + ¢, cos 29 + ¢, cos? 2¢)] + sy, (36)
s tom razlikom 3to se koeficijenti c,, ¢; i c; sada odreduju prema
¢o =b; — by, ¢y = 2ba, c; = 4b,. (37)
Isto tako, formulu (34) moZemo transformirati u oblik
Sm (0,9) = A [p + sin g cos @ (do + d; cos? @ + d, cos* @)] + 8smy  (38)
s time &to se koeficijenti d, d, i d; sada odreduju prema
dg = 2b; — 4b, + 6bs, d; = 8b, — 32b,, d; = 32b,. (39)
Za prakti¢nu primjenu pojedine od gornjih formula ponekad ée biti spret-
nije da koeficijenti ne budu izraZeni jedni pomocu drugih, nego izravno po-

moéu parametara razmatranog elipsoida. Zato dajemo gotove formule koje se
lako mogu izvesti:

A=6%(l — n) (64 + 80n2 + 81n%)
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) —Qn2 _IS 209 __n2 _._35 3
b, = 16(24 9n?) b‘_é'in (2 —n? b; = 23"
c =—--£(36—3ln’) c =En2(2~n‘) c z—En"’
) 24 1= 16 2 12
do = —-%(24 + 30n -+ 26n? — 15n%) d, =l—52n2 (18 4 56n — 9n?)
____70 3
d, = 5

Da bismo se na kraju opredijelili za jednu od tri ponudene formule (34),
(36) ili (38), uo¢imo najprije da su u pogledu toénosti ravnopravne, tj. ué¢injena
pogreska prema pravoj duljini luka meridijana bit ée u sva tri sluéaja sasvim
ista, a ocjenjuje se prema izrazu (35). Najefikasnija ¢ée biti formula (40), na-
stala na jednostavan naéin iz formule (36), jer zahtijeva najmanji broj radun-
skih operacija:

Sm (0, ¢) = A [ + sin 2 (co + cos 29 (c; + c; cos 29))] + 3s, (40)

Za bilo koji elipsoid potrebni koeficijenti lako se mogu izratunati, a za
Besselov elipsoid odreden prema (24), numeri¢ke vrijednosti koeficijenata po-
trebnih za primjenu formule (40) iznose

A = 6366742.5203

co = —0.0025 1127 114
¢, = 0.0000 0525 542
¢, = —0.0000 0001 369.

Istaknimo na kraju da se formule veée ili manje to¢nosti za ra¢unanje du-
ljine luka meridijana mogu po potrebi izvesti na potpuno analogan nadin.

Spomenimo jo§ da se formula (40) za ra¢unanje duljine luka meridijana
dosada nije pojavljivala u geodetskoj literaturi. Najsli¢niji su tome (Morozov
1969, Vincenty 1971, Morozov 1979, Haimov 1984, Heck 1987) izrazi pomodéu
trigonometrijskih funkeija sinus i kosinus jednostrukih kutova, &ije smo slabije
strane spomenuli u ovom radu.

Napomena, Numeritke vrijednosti za poluosni a i b Besselova elipsoida (izra-
Zene u metrima), koje se navode u geodetskoj literaturi, redovito nisu u skladu
s njihovim logaritmima (26). Na tu ¢injenicu upozoreno je i u radu (Mitter-
mayer 1964),

Zahvaljujem svima koji su &itali rukopis ovog rada na korisnim savjetima,
a posebno kolegi Svetozaru Petroviéu.
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LENGTH OF A MERIDIAN ARC

The paper deals with the computation of the length of a meridian arc by
using trigonometric series. The coefficients of these series are also usually
represented as series. It is stressed that it is more convenient to represent
these coefficients by the parameter n instead by the customary e or e'.

Several forms of trigonometric series have been investigated with the
purpose of reducing the amount of the needed calculations. The dependence of
the meridional distance calculation accuracy on the accuracy with which the
geodetic latitude is known has been taken into consideration, as well as the
effect of neglecting some terms of the series. From this research a new form of
the formula for the calculation of the length of a meridian arc has been de-
rived.
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