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UPOREDPIVANJE REZULTATA OPTIMIZACIJE GEODETSKIH
MREZA PO RAZNIM KRITERIJUMIMA

To$a NINKOV, Ivan ALEKSIC — Beograd*

SAZETAK: U radu se daje prikaz uporedne analize rezultata razlicitih metoda
optimizacije primenjenih na istim modelima. Razmatraju se neke metode koje
su detaljnije obradivane u literaturi nade zemlje (model sa ciljnom funkcijom
Amax (Q;) —> min/max, minimalna nmorma matrice Ki i interativni postu-
pak Ki - min). Te metode daju rezultate koji najbolje odgovaraju svojim
postavljenim kriterijumima. Opsti zakljuc¢ak je da se medusobno mogu upore-
divati samo rezultati dobijeni metodama koje imaju iste kriterijume. Dobijeni
optimalni planovi predstavljaju dragocenu pomoé iskusnom geodeti za prona-
laZenje praktiénog optimalnog refenja.

1. UVODNA RAZMATRANJA

U svetskoj a i naSoj struénoj literaturi dosta se pisalo o problemima opti-
mizacije geodetskih mreZa. Najintenzivniji rad iz ove oblasti geodezije odvijao
se u periodu 1978—1988. godine delovanjem SSG.4.71 (SPECIAL STUDY
GROUP) pri IAG. Mnogi problemi optimizacije u potpunosti su refeni, ali po-
jedina pitanja jo§ su uvek ostala otvorena. NaZalost, zbog relativno (a i apsolu-
tno) nedovoljne valorizovanosti geodetskih radova, kako u svetu, tako i kod
nas, metode optimizacije nisu naisle na Siru prakti¢nu primenu. Najveéa korist
od istraZivanja ove oblasti geodezije lezi u tome $to su se formirali jednozna-
¢ni kriterijumi kvaliteta kojima se mogu uporedivati varijante projektovanih i
realizovanih mreZa. Kriterijumi kvaliteta uglavnom su podeljeni na globalne
(odnose se na mreZe u celini) i lokalne (odnose se na tatke ili manje delove
mreZa) i omogudéuju kvalitativna i kvantitativna uporedivanja jedne varijante
mreZe ili njenog dela u odnosu na drugu varijantu ili njen deo.

Nezavisno od napred navedenog autori smatraju da je potrebno nastaviti
istraZivanje ove oblasti (naro¢ito problema kriterijumskih matrica) jer se time
bolje sagledavaju karakteristike geodetskih mreZa, $to dovodi do boljeg i pouz-
danijeg reenja.

U ovom se radu daje prikaz nekih rezultata optimizacije po tri metode na
dva modela jednodimenzionalnih (1—D) mreZa. Razmatraju se rezultati pri-
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mene metode sa ciljnom funkcijom Ay, (Q) — min/max (hp,, — maksi-
malna sopstvena vrednost korelacione matrice), metoda minimalne norme ma-
trice Ky i iterativnog postupka sa Kj = min.

Detaljne teorijske postavke metode minimalne sopstvene vrednosti ma-
trice Q, date su u radovima [6], [7] i [8], a za druge dve u [1], [3] i [8]. U
ovom radu bi¢e prikazane samo osnovne idejne teorijske postavke i rezultati
optimizacije dobijeni za dva projekta 1—D geodetskih mreZa. Na kraju ée se
dati uporedna analiza dobijenih rezultata. Cilj je tih uporedivanja da se pro-
veri da li je moguce uporediti metode i predloZiti najbolju.

' Na osnovu analize ¢e se doéi do zakljutka da se navedene metode ne mogu
uporedivati jer svaka od njih najbolje ispunjava svoj kriterijum po kojem je
optimizacija i izvrSena.

2. METODA MINIMALNE SOPSTVENE VREDNOSTI Q,

Osnovna ideja metode leZi u primeni kriterijuma tatnosti geodetske mreze
oblika

Amax = min

kao cilj funkcije matematitke optimizacije. To je moguée jer ¢e varijanta
sa minimalnom sopstvenom vrednosti matrice Q, biti optimalna. Ovaj kriteri-
jum kvaliteta iskorid¢en je kao ciljna funkcija matematitke optimizacije po-
mocéu koje se mogu dobiti optimalne teZine P;. To je moguée jer je u izrazu
Q; = (ATPA)™, buduéi da je A jednoznaéno definisano usvojenom geometrijom
mreZe, jedino promenljiva veli¢ina dijagonalna matrica P, koja se moZe prika-
zati sa

- (| 1
P, = diag ['_33_ ;'—;] 2.1

23
Gy 03 Cn

U tom slu¢aju maksimalno sopstvena vrednost Anax MoZe se prikazati kao
funkecija ta¢nosti merenja planiranih elemenata mreZe, pa se moZe formirati
nelinearna ciljna funkcija matematitke optimizacije sa linearnim uslovima
ograniéenja

Amax (6156325 ..., 6,) — min ili (Const) — ciljna funkcija (2.2)
Omin < o < Cmax — uslovi ogramf.‘mja

Omin» Tmax MoOguéa minimalna i maksimalna vrednost standarda planiranih
opaZanja.

Problem minimizacije ovako postavljene ciljne funkcije svodi se na izbor
takvih vrednosti ¢; koje ée dati Ay, (Q) = min. To reSenje ée se dobiti za
0i = Ouin ali to nije optimalno refenje jer ne moraju sve o; imati tu vrednost
pa da )'max (Q,) = min.

Osnovna ideja primenjene metode matematitke optimizacije po formira-
nom kriterijumu leZi u odredivanju uticaja promene ta¢nosti merenja pojedinih
elemenata ¢; za isti priradtaj Ac na formiranu ciljnu funkciju. Na taj se na&in
odreduje uticaj taénosti svakog merenog elementa na ciljnu funkeciju, a oni su
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razli¢iti i uglavnom zavise od poloZaja elemenata u geometriji mreZe. Polazeéi
od proizvoljnog (najjeftinijeg) pocetnog refenja za ¢; = Opgy 1 Djegovog po-
jedina¢nog menjanja za Ag, raduna se (Algay)i-

Sada se ratunaju koeficijenti obrnute proporcionalnosti uticaja ta¢nosti
merenog elementa na ciljnu funkeciju po formuli

- (Ahmex) min
Ry AN max 24)

Sdc ie A:‘\!ma: — llmu L B N’mal
— M.« — maksimalna sopstvena vrednost razmatranog resenja
- 2°,..x — maksimalna sopstvena vrednost poCetnog relenja.

Polazeéi od poletnog reSenja i menjajuéi standarde planiranih opaZanja pro-
porcionalno sa dobijenim K;, dobiée se u svakoj iteraciji sve bolje i bolje rese-
nje. Iterativni proces se zavrSava kad ciljna funkcija postigne unapred defini-
sani i Zeljeni optimum.

3. METODE MINIMALNE NORME KOVARIJACIONE MATRICE Kj

Osnovna ideja u pristupu refenju problema optimizacije po ovoj metodi je
da se na osnovu poznatih informacija (A, ¢35, Ki) odredi kovarijaciona matri-
ca planiranih merenja

1. Matrica projektovane geometrije mreze = A
Ki = F { 2. Neophodna i dovoljna tagnost %,
3. Analiza metoda merenja K,

I

Kovarijaciona matrica planiranih merenja u mreZi Kj odreduje se pod uslo-
vom

|K5] = min,

gdje je ||K;i| bilo koja kanonska norma kovarijacione matrice Kji. Iz ovog
uslova minimuma proistiée ekvivalentnost

|K5] = min < 53 = min,

gdje je multiplikaciona konstanta 62 nepoznat skalar. Re$enje za ovaj nepo-
znati skalar dobija se po metodi najmanjih kvadrata u obliku

6, = (™" ax " ko
gde je:

u u
qI Qx =i§]Qx“l’ QI Iq =i§1QK|X; a G;l}
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a oy standardne devijacije »a priori« definisane u vidu neophodne i dovoljne
tatnosti nepoznatih parametara mre?e. Kada je odredena skalarna veli¢ina
Gy onda lako odredujemo kovarijacionu matricu planiranih merenja K7 u
obliku

Ki=g65"Q
i ona ée imati minimalnu normu [Kj| = min.
Kako je sada poznata matrica Kj, onda moZemo odrediti kovarijacionu ma-
tricu nepoznatih parametara

K, = (AT - Kf_l - A)-1
i uveriti se da li vaZe nejednakosti
Oy, < Oz, i=12,..,u)

Ako sve ove nejednakosti nisu ispunjene, problem refavamo uvodenjem koe-
ficijenta

t = (o3 /o3,) min
i matricu Kjkorigujemo za ovu velidinu
Ki=t-K;

Na taj nadin uvek ¢e biti zadovoljen uslov da je oy, < O3, »

4. INTERATIVNI POSTUPAK DOBIJANJA OPTIMALNOG RESENJA

Problem odredivanja optimalnih standardnih devijacija planiranih opa-
Zanja oy, definisan je opStom matri¢nom jednadinom [1]

K3 = (ATK;! A)-!

ili u razvijenom obliku

Ki'=Di'Riy'Di'=(A"D;!Ry!D;! A)-!, (4.1)
gde je
Ki=Di-R,*Di=D;j-R;j- Dy
odnosno
K; kovarijaciona kriterijumska matrica
Dg dijagonalna matrica »a’priori« definisanih standardnih devijacija

nepoznatih parametara
Ryp korelaciona matrica nepoznatih parametara
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D; dijagonalna matrica nepoznatih standardnih devijacija planiranih
opazanja o7,

R; = Rjkorelaciona matrica planiranih opaZanja dobijena iz prethodne
analize metode merenja.

Iz matri¢ne jednaéine (4.1) sledi da je potrebno odrediti nepoznatu dijagonalnu
matricu standardnih devijacija planiranih merenja Di tako da ova jednakost
ostane ispunjena, a da pri tome matrice A, Dz i Ri1 ostanu nepromenjene
A = const, D7 = const i R1 = const.

U tom cilju vektor popravaka V pifemo u obliku

~V=-K{Ki):e=(I—-1)-¢

gde je:
U=K? 'K1=QT 'Ql, rtU=1tkU=u
(4.2)
n
uy = o}/l Sui=U, 0<Uy<l
i
oy, =6V Uy (4.3)

Standardne devijacije ¢f, uzimaju se sa glavne dijagonale matrice
K =AK:;AT

i one su funkcija ¢}, = F; (A, K}, D%), a koeficijenti U; = F; (A, K)). Jedna-
¢inu (4.3) sada piSemo u obliku

oy = —:F(A:K:Dx:
Iy VUH 1 )

gde su ¢7; trazene standardne devijacije planiranih opaZanja. Na taj naéin
dobijaju se pofetne vrednosti za standardne devijacije 67, a konaéne iterativ-
nim postupkom prikazanim algoritmom 1.

5. UPOREDNA ANALIZA REZULTATA OPTIMIZACLJE

Za navedene tri metode optimizacije ne mogu se dati, u teorijskom smi-
slu, odredene prednosti ni jednoj od njih, iz jednostavnog razloga $to sve tri
imaju razlidite idejne pristupe, odnosno kriterijume koje mreZe treba da za-
dovolje. Isto tako ni o kona¢nim rezultatima nema smisla govoriti niti ih pore-
diti, jer iako predstavljaju standardne devijacije planiranih merenja, one se
kod sve tri metode odnose na tri razli¢ita kriterijuma kvaliteta geodetskih
mreza.

U tom se cilju prikazuju rezultati optimizacije dva projekta 1-D mreza
pomocu sve tri metode. Za prvi projekat (sl. 1) odredene su standardne devi-
jacije planiranih merenja (tabela 1) tako da obezbeduju neophodnu i dovoljnu
tadnost nepoznatih parametara.
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>
RT 53'0-9|<m Y
Slika 1. Projekat 1-D mreZe.
T ABELA 1 .
h mqu’é’f‘i" K | = min K; =yoptimumu

-~ - - P- -
Gh[mrr Ph (m i ) thmrg] Ph (mm] Gh{m h [mm]

htl|l 4.21 | 0.85 647 | 4.18 0.05 727 | 4.45 | 0.05050

h2 2.50@ g.16 863 2,95 B.11 4535 3.15 | ©.10078

ha | 77781 .34 692 |[2.58) | 0.15 291 |[2.54]| 0.15500

: . e v
———

h4 .1_8.58] 0.81 360 | 3.30 .09 158 | 3.39 | 0.08702
hS | 4.99 | 0.04 812 | 4.62 9.084 581 4,98 0.04032

he | 5.92 | 0.02 855 |[5.53] | e.03 272 |[5.48] | 0.03330

Y P 0.646 0.495 0.467
R @min 3.7 5.3 5.6
IK; fomin 87.35 [44.2¢] 46.70
g s e 6.88 3.05 2.94
kontrola| _ o
K 3.786  0.13 3.58 1.18 14.001 126
x |le.13  2.57 1.18 [4.00] 1.26 1400
BROJ

ITERACTIJA 7 4 1
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Oz < 2 mm

Za drugi projekat nivelmanske mreZe (slika 2) rezultati optimizacije dati su u
tabeli 2, uz ispunjenje uslova da su o3, < 2 mm [2], [9]

h, Xs ho X

Slika 2. Projekat 1-D mreZe

Na tabeli odmah se uo¢ava da svaka metoda najbolje ispunjava sopstveni
kriterijum. ReSenje (Ay.) Q¢ = min daje zaista najminimalniju sopstvenu
vrednost matrice Qy, tj. An.x = 3.7, a ostala dva reSenja A, = 5.3 i y
= 5.6. Refenje |Ki| = min ima najmanju normu kovarijacione matrice
planiranih merenja [Kj| = 44,20, dgk iterativno refenje Ki = optimum
ima normu [Ki| = 46.70 a resenje (Apy) Qc = min ima normu |Kif =
= 87.35. ReSenje sa Ki = optimumu omoguéuje daleko manji raspon tacno-
sti u odngsu na druga dva nadina

(c.l_l'nu — cgl'llu) = min.

Metode (Amax) Qc = min i [Kj| = min omoguéuju ispunjenje zahtevane ta¢no-
sti (on =o03) samo za jedan nepoznat parametar, dok za sve preostale pa-
rametre vazi (6, < og).

Metoda Ki = optimumu daje homogenu taénost za sve nepoznate para-
metre u mre%i. (o, = oy, ).
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TABELA 2
b ls (hmnﬂoﬁmln I K lamin Kz30p timumy
1 ] 'G';
el Chipnaisves | R | ShphOm]| & Ghimlme;"" B
11 5 1.0 | 2.43| 1.5256 | 2.1| 0.9| 0.2268| 2.9] 1.3| ©.1189
2| 8 1.3| ©.52 | ©8.8653 | 2.3| 8.9| ©.1890 | 2.5| 1.6 | 0.1600
3l 3 13.6 | 7.88| 0.0075 | 1.6 0.9 0.3%86 |i1.61| 0.2 | ©.3%06
4| 6 1.6 | ©.63| ©.5816 | 2.3| 0.9 9.18901 2.6 | 1.1| 8.1479
5l 4 2.7 1.35| ©.1905 | 1.8| 8.9 0.3086| 2.5]1.2| 0.1600
6|5 2,4 | 1.18 | ©.2326 | 2.110.9]| 0:2268| 2.1 | 0.9]| 0.2268
716 Yo ©.45 | 1.1285 | 2.3|0.9| @8.1890 | 2.6 | 1.1 | ©.1479
8| 4 1.2 ] 0.62 | 1.0967 | 1.8]|0.9| 0.3086 | 2.7 |1.3] 8.1372
gl 8 2.7 | 8.97 | @.1862 | Z.6 | 0.9| 0.1479{ 3.4 | 1.2 | ©.08865
1|6 3.8 | 1.22 | ©.1563 | 2.3 ]|08.9| 0.18%8 | 2.6 |1.1| B8.1479
11| 8 ([41.0] |pS.8A4 | B.000B7| 2.6 |8.9.| ©.1479 | 3.2 | 1.1 | 8.0922
12] 4 2,0 | 0.99 | ©.3583 | 1.8]|0.9]| 0.3086 | 2.2 |1.1 | ©.2866
13| 8 17.4 | 6,15 | 0.0046 | 2.6 0.9| 0.1479 | 3.4 |1.2| 0.8865
14.| 4 1.1 | 8.55 | 1.1739 | 1.8]8.9| B.3@85 | 2.5 |1:2] ©.1600
15| 6 4.4 | 1.81 | 8.0711 | 2.3|0.9| 0.1890 [[3.51|1.6 | ©.0657
16|86 1.9 | 8.76 | 8.3976 | 2.3|@8.9|06.1830 | 2.7 |1.1]| 8.1372
12 |-3 1.7 | 8.89 | 2.1250 | 1.6 ]| 0.9 0.3906 | 2.5 1.4 | ©.1600
18 | 8 1.7 | 8.61 | ©.4711 | 2.6 | 9.9 | @8.1479 | 3.2 1.1 ] 8.09727
19| 2 1n.51|M@.411 | 4.82216|17.311 0.9 1 0.5312 | 2.3 |1.6| 0.18908
LP; 15.394 T 4.786 2.924
OGRT=1.5 bORZ=1.a 1 2.081 1.6 2 2
GX2=1.6 [16X8=2.0] 1.9 Y8 2 2
GX3=1,2 GX9=1,7 1.9 1.7 2 2
GR4=0.9 6X10=0.8 1.9 1.3 2 2
oX%5=1.1 GX11=1.4 1.4 1.6 2 2
6X6=08.5 1.0 2
Broj 24 a 5]
iteracija

Ako se dakle insistira na globalnom kriterijumu ta¢nosti 1-D mreZe Ay
= min, onda nesumnjivo treba dati prednost metodi (A, Q; = min.

Prednost metode |Ki|] = min je u tome 3to nije iterativna, a do rese-
nja se dolazi efikasno i brzo. Metode (Ay.,) Q¢ = min i Ky = optimumu
su iterativne, prednost se mora dati ovoj drugoj jer zahteva daleko manji broj
iteracija (tabela 1 i 2). Medutim, imajuéi u vidu primenu savremenih ra¢unskih
sistema, ova razlika je praktitno zanemarljiva.

Interesantno je razmatranje reSenja dobijenih pomoéu ove tri metode, sa
aspekta minimalne sume teZina odnosa, pomoéu neutralnog kriterijuma za
njih [4]

SP =min, P, >0.

i==]

Imajuéi u vidu podatke tabela 1 i 2, lako se uofava da ovaj kiterijum najbolje
ispunjava metoda Kj = optimumu.

Kod refenja (Apmes) Qx = min pojedine visinske razlike treba meriti sa
jako malom taéno$éu (chy; = 141,0 mm, c¢h;y = 17,4 mm, ¢hy = 13,6 mm), ali
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nasuprot njima, pojedine visinske razlike treba meriti sa visokom taénoiéu
(chyy = 0,5 mm, ogh; =1 mm, ¢h; = 1,1 mm). Kod reSenja Ki = optimumu
najviSa tafnost je potrebna za visinsku razliku hy (ch; = 1,6 mm), a najniZa
za hy; (ch;; = 3,9 mm). Do slitnih se zakljudaka dolazi ako se analiziraju i
standardne devijacije nivelanja po jednom kilometru ¢; km. Moze se konsta-
tovati da reenje sa |Kj| = min daje konstantne vrednosti standardnih
devijacija po jednom kilometru ¢; km = 0,9 mm. U ovom sludaju potrebno
je imati nivelmanski instrument koji daje najmanju taénost od 0.9 mm po ki-
lometru i sva merenja u mreZi izvr§iti prakti¢no sa ovom taénodéu. Kod druge
dve metode neophodno je u priktiénoj realizaciji voditi posebno ratuna o po-
stizanju odredene taénosti za svaku pojedinu visinsku razliku. U kojem ¢e se
slu¢aju projekat realizovati uz utrofak najmanje koli¢ine rada, ne moZe se iz-
vesti »a’priori« nikakav zakljuéak jer P; = min to ne obezbeduje sem u slu-
¢aju kada su svi vlaci iste duZine, a to obi¢no nije slu¢aj u praksi.

ZAKLJUCAK

Na osnovu svega napred navedenog moZe se konstatovati da se geodetima
na raspolaganju nalazi Siroki spektar raznih metoda koje mogu obezbediti
optimalni projekat mreZe. Osnovni problem koji je potrebno resiti jeste una-
pred definisati kriterijum kvaliteta koji optimalni projekat treba da zadovolji.
Posle definisanja kriterijuma potrebno je izabrati odgovarajuéu metodu koja ée
od mnostva mogucih reSenja obezbediti optimalno. Vrlo ¢esto dobijena opti-
malna reSenja nefe moéi direktno da se primene u praksi, ali ée ona biti od
veoma velike koristi iskusnom geodeti da pronade prakti¢no optimalno reSe-
nje.
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COMPARISON OF RESULTS OF GEODETIC NETWORKS OPTIMIZATION
ACCORDING TO VARIOUS CRITERIA

The paper deals with presentation of the comparative analysis of the
results of different optimization methods applied on the same models. On the
basis of the investigation results a conclusion is made that the indicators
obtained by the optimization using the same criteria can be compared only.
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