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JEDNA MOGUCNOST ODREDIVANJA PARAMETARA
ELTPSOIDA NA OSNOVU POZNATIH PRAVOUGLIH
KOORDINATA TACAKA NA GEOIDU

Jovan STEVANOVIC — Beograd*
O ODREPIVANJU KOORDINATA JEDNE TACKE

Ne ulazeéi u to kako se, opazanjem vestackih zemljinih satelita, kojim
instrumentima i kojim metodama, odreduju koordinate na fizickoj povrSini
Zemlje u pravouglom koordinatnom sistemu kod koga se z osa poklapa sa
obrtnom osom Zemlje a x i y ose su u ravni ekvatora, moZe se napomenuti
da se, na osnovu vie merenih podataka, koordinate x, y i z odreduju po-
sredno izravnavanjem, Ako je na tacki »i« izmereno 1, 2..j..k podataka,
svaki mereni podatak omoguéuje jednu jednacdinu popravaka, a nakon line-
arizovanja, jednadine popravaka bi bile:

Vi = a;X; + Eu Yi +Cyz + £y (D

ili u matri¢nom obliku:

V= A X + 1. (2
Preko normalnih jednacina:
N X, +n =0, (3)
gde je:
__ | @), [ab), [ac),
N, =|[ab), [bb], [bc], 4)
[acl; [be) [ec]
i inverznih jednaédina:
Xi=—Ni"'n=—-Qun, ©)
radunaju se prirastaji a zatim i koordinate doti¢ne tacke.

* Prof. dr Jovan Stevanovié, Rudarsko-geolodki fakultet Beograd, Djusina 7.
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Ove koordinate su u korelaciji koju izrazava matrica koeficijenata tezina
Qx;. Pri kasnijem kori$¢enju koordinata za odredivanje parametara osrednje-
nog elipsoida treba ovu korelativnost uzimati u obzir.

Napomena: Simbolima a, b, ¢ se obelezavaju poluose elipsoida. Tim istim
simbolima se obelezavaju parcijalni izvodi i pri posrednom i pri uslovnom
izravnanju. Zbog ovoga ce:

— odgovarajuéi parcijalni izvodi kod navedenog posrednog izravnanja biti
obeleZzeni sa @, b, C»
3

— parcijalni izvodi pri kasnijem uslovnom izravnanju sa a, b, T
— poluose elipsoida bice obeleZene sa a, b, c.

Na osnovu ovako odredenih koordinata ta¢ke na fizi¢koj povrsini Zemlje
i nivelanjem odredene nadmorske visine tatke sa uvedenom ortometrijskom
popravkom, na poznat nadin racunaju se koordinate odnosne tatke svedene
na geoid. Neka su ove koordinate za ta¢ku »i« obeleZene sa x;, y;, z. I ovaj
proces svodenja koordinata na geoid ima za posledicu odgovarajucu korelaciju
izmedu koordinata jedne tatke a trebalo bi ispitati njen znacaj.

JEDNACINA ELIPSOIDA

U opStem slucaju, elipsoid koji je odreden na osnovu niza tataka na geoidu
ne mora da ima centar u koordinatnom pocetku a ose elipsoida ne mora da
se poklapaju sa koordinatnim osama. Posto uglovi izmedu koordinatnih osa
i osa elipsoida neée biti veliki, moZe se opiti oblik jednaéine elipsoida napisati
u vidu:

x—p—oy+dz)? (y—qt+tox—cz)?
a2 aé c?

(z—r—¢x+ey)?

e 1.

(6)

1=

Ovde su:

— p, q, r koordinate centra elipsoida,

— a, ¢, b odgovarajuée poluose elipsoida kako se u glavnom koriste u geo-
deziji, pri ¢emu ¢e se a i ¢ malo medusobno razlikovati,

— ¢, U, w odgovarajuéi uglovi rotacije osa elipsoida u odnosu na koordinatne
ose X, y1iz

Napomena: Za diskusiju je da li poéi od jednadine za dvoosni ili tro-
osni elipsoid. Ako se radi uopitenog izvodenja pode od jednadine za tro-
osni elipsoid, neophodno je prethodnom analizom ustanoviti pribliZno geo-
grafsku duzinu pravca jedne poluose, a zatim zarotirati oko z ose u ekvator-
skoj ravni za tu duZinu koordinatni sistem. Navedena jednadina ima smisla
ako se ovako transformi$u koordinate svih tacaka na geoidu. Medutim, mozda
je bolje i¢i na dvoosni elipsoid za koji bi bilo ¢ = a, a rotacija oko z ose ne
bi bila od znadaja.
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USLOVNE JEDNACINE DATIH TACAKA

Koordinate tatke odredene na geoidu, zbog nepoklapanja geoida i elip-
soida kao i zbog greSaka koordinata, neée zadovoljiti jednaéinu elipsoida, a
da bi je zadovoljile potrebno je da koordinate dobiju popravke vs;, Vy;, V.
Ako se ispravljene koordinate obeleZe sa X, ¥, Z;, bice:

X =X + Vxp
Yi=Yi+ %, @)

Z; =2 + V.

Ovako ispravljene koordinate ée zadovoljiti jednacdinu elipsoida u tacki »i«,
a sama jednadina bi dobila oblik:

_ It —p-obitv)+e@E+ vl
az

Zi

[y‘ + Vn — q _'r_ _f.\) (x; + vxl) — £ (zi -+ _VZ|)]2 A
¢ '

i 2 AV —r— ¢ (x_*b"’;w‘ Wl o (8)

Ovo bi bila uslovna jednat¢ina koja odgovara tacki i. Ako se postave za svaku
od n odredenih tadaka po jedna uslovna jednacina, mogu se odrediti navedeni
nepoznati parametri elipsoida koji ¢e najbolje da se prilagodava geoidu, uz
uslov da suma kvadrata navedenih popravaka koordinata bude minimalna.
Ako se radi o poznatim tatkama na geoidu rasporedenih u jednom regionu,
dobic¢e se elipsoid koji se najbolje prilagodava geoidu u tom regionu, Ako
su pak tatke rasporedene po celoj Zemlji, dobi¢e se elipsoid koji se najbolje
prilagodava geoidu u celini.

LINEARIZACIJA USLOVNIH JEDNACINA

Ako se prethodno odrede priblizne vrednosti za parametre elipsoida mogu
se u opStem sluéaju parametri izraziti kao:

P = Po + 8p, q = qo + 3q, r=ro + 3r,
a=a, + da, ¢ = Cq + 8¢, b = b, + 8b, (9)
€ =g + 3¢, 1;‘:‘-:40‘}"8'\:’; m:mo‘i‘sm-

Za male priraitaje parametara mogu se uslovne jednacdine razviti u red:
@ = a; Vy -f-F,vn ‘f“c_i"'z; + A, 3a + B;8b + C,; 3¢ +
+D;dp +E;8q+F, 8+ G, 8 +H; 3 + I,8w + g =0. (10)
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U ovim jednad¢inama je:

=20 7 % o9,

& = ";l: b, = 3y, s i oz,
. N o a9, o 0%9; 09; 0P a9,

i ggr Bimgps imgee Hisigsy Hittggs Brregp
- 6(?1 _6@1 . 3‘?5

Gi=e» Bi=gp. li=gn. ()

Ovi parcijalni izvodi se ra¢unaju za navedene pribliZne vrednosti parametara
i za poznate vrednosti koordinata tadaka na geoidu. Slobodan ¢lan bi bio:

(X —Po—®o¥i +902z)? | (i — Qo+ ®oXi —502)* |

3 T nE
aD

81 = 2
Co

s S - o
+ (zi To li;]le + =0 Y|) — (lz)
0

PROBLEM TEZINA KOORDINATA

Ranije je navedeno da su koordinate jedne tadke u korelaciji koju izra-

zava korelaciona matrirca 6,: u jedn. (5). Ako su merenja na svim tackama
viSe manje ujednadene tacnosti, tada bi matrica tezina koordinata bilo koje
tactke bila:

Py = G;Il s ﬁI- (13)

Ali, ako postoji osetna razlika u ta¢nosti merenja na pojedinim tatkama,
matrica tezina ta¢ke »i« bi mogla da bude:

Ovde je m; srednja kvadratna greSka merenja dobivena kroz proces izrav-
nanja podataka te tacéke.

Sa druge strane, ako bi ta¢ke bile ravnomerno rasporedene, tada bi svaka
od njih reprezentovala viSe-manje jednak deo povriine Zemlje, pa bi bilo
logi¢no da svaka tacka ima podjednak uticaj na odredivanje parametara elip-
soida. Ali, 5to je ¢eS¢i slucaj, ako one nisu rasporedene ravnomerno, tada je
logi¢no smatrati da usamljena tatka koja reprezentuje znatno veéi deo povr-
§ine Zemlje nego druge medusobno bliske taéke, treba da ima veéi uticaj na
odredivanje parametara elipsoida. Zbog ovoga teZina usamljene tatke treba
da bude veca od teZina bliskih ta¢aka. Ovo sugerira potrebu da teZine, pored
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svega navedenog, treba da zavise i od veli¢ine dela povriine Zemlje koga bi
reprezentovala ta tatka. Bez udubljivanja u okviru ovog rada u taj problem,
neka je ta zavisnost s? pa bi matrica tezina za jednu tacku mogla da bude:

Xy m? 1 mr i»

Ovim izrazom nije obuhvacena korelativnost koordinata koja je posledica
svodenja koordinata na geoid.

USLOV MINIMUMA ZA POPRAVKE KOORDINATA I NORMALNE
JEDNACINE

Ako se korelaciona matrica celog sistema, koja je kvazidijagonalna
matrica sastavljena od pojedinih matrica Q; ! obelezi sa Q;', na uobidajen
nacin, uslov minimuma za kombinovano uslovno-posredno izravnanje bi bio:

W =vViQ:'V, — 2K ¢ = min. (16)

Obzirom da su u korelaciji samo koordinate jedne tacke, u delimi¢no razvije-
nom obliku, imajuéi u vidu jednaéine (5), (10) i (15), ovaj izraz bi bio:

s
iaii

n
W=s
1

([ﬁﬁ]i v:; vlq + IEB]i vxi vn + [:iE], vx. Vq "i_ [ﬁB]i \r“ vr; ":'

_!_ [BBJI v"i v)‘] + [BE]i vn vzl + [aE]l vlg vz; + [BE]i vﬂ v2| + [EE]l ‘71' vz;)} ==
dend 21(.1(?1 = 21(2{?3 A T N 21(“?“ = min.

Ova funkcija imaée minimum ako je:

".W 2 e s = o

o = oo (2 [8), Vy, + 2 [, vy, + 2 [8C), v,,) — 2K, = 0,
x5 1

oW ; = - = i~

v = mr @B v+ 2(BB) vy, + 2[6E) V) —2Ki B =0, (18)
Y1

A

2 - = ==
N S Q) v, + 2 B8, v,, + 2 68, v,) — 2K, G, = 0.
zj i

Isto tako za uslov minimuma mora biti:

BL:;=_22K|A|=0, t;—g}:_zEKlBi—_—-O, 3—C\Y=_22chi=0,
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oW oW oW

'—I;':_‘ZSK.[D1=0, E:—ZEK!'EIZO’ E:_ZEKIFiZO’
@2—22K|61=0, 63,1),:—-22:1(.}1,:0, anl)f::—-ZEKILTO,
A (& O] ay

(19)

Iz sistema jednaéina (18) mogu se refavanjem sistema, na isti nadin kao kod
jednadina (5), preko inverzne matrice Qy; odrediti popravke:

m]
Vi, = Ez— (Q"l. Kl a; + Q,” K| b1 + sz; I(i Ci)’
mll = > ™ s
Vo = FST(Q;:}': K, a + Qym Kibi + Qy Kis (20)

mf _ =X - ==
Vo =5 (Qu Ki T+ Qu Ki b1 + Qun K €0,

Zamenom ovako odredenih popravaka u uslovnu jednaéinu ¢; (jednacina
(10)) dobija se:

o (o s v S — s o S
QIZI\I[S_;(Q“, a; al+Qxy| albt_l"szla Q i"E' Q’!lblb

ml:
=l

e BT 4 00 88+ 0, B a4+ 0., E)] +

4+ A, % + B, 3b + C, 3 + D, 3p +E, 8q + F, 3 + G,  +
+H 3+ 150 +g=0 @1

Ako se izraz u velikoj zagradi obelezi sa P; i jednadina resi po K;, bice:

A Big Gy Dig. By, Fia Gig
K= P—iSa P, 3b F P—1$p E—Sq -17[
ar _ I' 30 (22)

P:

Zamenom izraza za K; u prvu a zatim u ostale jednadine sistema (19), dobiée
se odgovarajuée normalne jednadine.
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SLUCAJ DVOOSNOG ELIPSOIDA
Za dvoosni elipsoid jednaé¢ina (8) bi bila:

_ Ay —-p @+ I+ —a—e @+ V)P

q2

+

@i

+ {z, + Vo —ii— \L' (% + Vy,) +e(yvi + vn)}z
b2

-1=0, (23)

U jednatini (9) mogu se usvojiti da su pribliZne vrednosti parametara:

Po =0, qo =0, ro =0, g =0, $o =0.

Za poluose a i b mogu se usvojiti vrednosti nekog veé odredenog elipsoida.
Potrebni parcijalni izvodi sa navedenim pribliznim vrednostima, polazeéi
od jedn. (23), bi bili:

- 2x = 2y = _ 2z )
a; — ?g‘s b, = 'a_g’ U = Fg; (23"
2(xf + vi 2z} 2x 2y
AIZH"‘_'I_i ’: i:'—b_tg:) Dl:—-il_::i’ l:_‘g’g!:
2z  2yizy | 27y, 2x, 2 2x; 2,
Fl — Fé‘, Gi pu—_— 'a—g' = | ‘-“b; 3 Hi — a; b; - (24)
Slobodan ¢&lan bi bio:
X .vi, 7

g = _ii; 1 a—; i F", 1. (25)

Koriste¢i odgovarajuce parcijalne izvode u skladu sa jednadinom (21), izraz
obeleZzen sa P; bi bio:

mi (= 4x ~ Ay, .= 44X,z = dyi
~ 4y, z — 4z
+ 2 2+ Qe ). 26)
0 "0 1]

Ako se ima u vidu zadnji izraz za P; i unesu navedeni izrazi za parcijalne

izvode (26) u normalne jednaéine, pri ¢emu je §c =o i 8w = o, dobiée se
normalne jednacine za dvoosni elipsoid.
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KONSTANTE IZRAVNANJA

Navedeni parcijalni izvodi zavise od usvojenih pribliZnih vrednosti para-
metara elipsoida, koji su konstantni za svaku ta¢ku, i od koordinata tacke.
Zbog ovoga se koeficijenti normalnih jednaéina sastoje od konstantnog dela
i dela pod znakom sumiranja. Ako se uvedu tekuc¢i indeksi »l« i »m« za
oznake A, B,... H, moZe bilo koji koeficijenat u normalnim jednacinama,
oznacen kao N, da se napiSe kao:

Nlm = klm Uyms (2?)
gde je:

k;, — deo koji zavisi od parametara elipsoida i koji je konstantan

u,, — deo koji je pod znakom sumiranja a zavisi od koordinata tacaka.

Obzirom na naéin formiranja normalnih jednaéina, vrednosti za konstantne
¢lanove bi bile:

k=0 k= gpr k=t ke=ton ket

kao = o5 (5 g1) Fon=— 3z () Fm—gp ke
Kpg = + 34b‘3)3 Kpp = - ::; ks lj:, (El; bi;)’ Kgu —-% (alg — bis),
oo = 27 Koe— g Kor— e Koo+ 21 (3 — 3 (8)
bou=— 2t (35— 1) Rer—mp e = gpe Keo =+ (3 — )

1 0 e
l\.]lﬂ—-4(a—3—?) .

Sa navedenim oznakama za konstantne delove normalnih jednadina, za dvo-
osni elipsoid, matrica normalnih jednacina moZe da se napiSe u vidu kako
je dato u prilogu. Refavanjem ovih normalnih jednadina dobiée se prirastaji
parametara a preko jednacdina (9), i parametri elipsoida koji se najbolje pri-
lagodava geoidu odnosno poznatim tatkama na geoidu.



Stevanovié, J.: Jedna moguénost odredivanja ..., Geod. list 1989, 10—12, 361—370. 369

SLUCAJ AKO SE ZANEMARI KORELACIJA KOORDINATA

Ako iz nekih razloga (dug vremenski period opaZanja, razli¢iti uslovi
opaZanja u raznim zemljama, moZda nepostoje¢a dokumentacija ili je tesko
sakupiti dokumentaciju o izravnanju koordinata pojedinih tagaka) nije izvod-
ljivo u jedna¢inama (15) i (16) obezbediti korelacionu matricu Q3;!, odnosno
ako ima razloga smatrati da je ona jedini¢na matrica, jednaina (26) za P;

bi dobila oblik:
4x; | 4y, |, 4zf\ m/
=l—=4—F—]—. 29
s (a:, at b;,)s,r (29)
U koliko za to postoje razlozi, u zadnjoj jednagini moze da se smatra da
je m; = 1, odnosno, ako su tatke ravnomerno rasporedene i ako ima razloga,
moze da se smatra i da je s; = 1.

ZAVRSNE NAPOMENE

Napred je izloZena jedna moguénost odredivanja parametara elipsoida
koji bi se najbolje prilagodavao geoidu, povodom koje treba napomenuti
sledece:

— Nije bilo realnih moguénosti da predlog bude testiran. (Za proveru
trebalo bi raspolagati koordinatama tafaka na geoidu kao i odgovaraju¢om
kompjuterskom podrskom). Zbog ovoga, navedena izvodenja treba prihvatiti
sa odredenom rezervom.

— U koliko bi predlog iznet u ovom radu bio prihvatljiv, treba razresiti
dileme u vezi sa teZinama.

— Isto tako, mora uslediti opredeljenje za dvoosni ili troosni elipsoid,
a ako bi ono bilo za troosni elipsoid, morala bi da usledi dorada teorije.

— Ako pretpostavka o navedenim pribliznim vrednostima za parametre
elipsoida predstavlja nedovoljnu pribliznost, morala bi da usledi dorada teo-
rije, tj. parcijalni izvodi kod uslovnog izravnanja bi bili drugojaéiji, a svakako
komplikovaniji. Medutim, to bi bilo tehni¢ko pitanje koje je lako resiti.

— Mislim da i u sklopu ovakvog prilaza problemu ima mesta teoriji o
kolokaciji.

— Ako se oceni da je navedeno u ovom tekstu prihvatljivo i da ga treba
primeniti, tada se preporuduje da se, pri smestaju koordinata i drugih poda-
taka o ta¢ki u racunar, Sifriranje tafaka obavi po osnovu:

— pripadnosti odgovarajuéoj drzavi,
— pripadnosti odgovarajuéem regionu,
— pripadnosti odgovarajuéem kontinentu,
— jedinstvena §ifra za celu Zemlju.
Ovakvim Sifriranjem bi se omoguéilo lako odredivanje parametara elipsoida

koji se najbolje prilagodava geoidu u odgovaraju¢em lokalitetu, a i za Zemlju
kao celinu.
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SAZETAK

U radu je prikazana moguénost jednovremenog odredivanja parametara
elipsoida (a, b, ¢, p, q, 1, &, ¥, w) koji se najbolje prilagodava geoidu, na osnovu
koordinata tataka na geoidu, dobivenih satelitskim opaZanjima u koordinat-
nom sistemu kod koga se z-osa poklapa sa polarnom osom a x a y-ose su u
ravni ekvatora. Smatra se da je jednacdina elipsoida uslovna jednaéina koju
neée da zadovolje koordinate tatke zbog nepoklapanja elipsoida sa geoidom
kao i zbog greSaka merenja. Uslovne jednadine bi¢e zadovoljene nakon uvo-
denja popravaka koordinata koje se odreduju izravnanjem. Uslovnih jedna-
¢ina ima koliko i tataka sa odredenim koordinatama. Parametri elipsoida se
odreduju uz uslov da suma kvadrata popravaka koordinata bude minimalna.

ABSTRACT

The paper present a method of simultaneous determinations of ellipsoid
parameters (a, b, ¢, p, q, & U, w), so that the ellipsoid gives the best approxi-
mation of the geoid. It is assumed that the coordinates of points on the geoid,
obtained by satellite observations in a coordinate system where the z-axis
coincides with the polar axis while the x and the y-axis lies on the equatorial
plane are known. The ellipsoid equation is considered as a conditional equation
which is not satisfied by coordinates of a point because the ellipsoid does not
coincide with the geoid and also due to the measurement errors. Conditional
equations will be satisfied after including corrections of coordinates, which
are determined by the least-squares adjustment. The number of conditional
equations is equal to the number of points with known coordinates. The elip-
soid parameters are determined on condition that the sum of the squared
corrections is minimal.
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