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ISTRAZIVANJA O IZBORU SUSTAVA VISINA ZA NVT SFRJ
S OBZIROM NA TOCNOST UBRZANJA SILE TEZE

A. BILAJBEGOVIC, Z. HECIMOVIC, Z. BACIC — Zagreb*

1. UVOD

Zavrietak radova na II NVT blizi se kraju. Kako ¢e visine biti izraZene
u geopotencijalnim kotama, normalnom i pravom ortometrijskom sustavu,
kao i u sustavu normalnih visina, a do sada su obradene i publicirane for-
mule za radunanje u svim sustavima izuzev pravih ortometrijskih, potrebno
je izvesti formule za ove visine prilagodene naSem podruéju i uzimajuéi u
obzir Geodetski sistem 1980. Kod izbora vrste pravih ortometrijskih wvisina,
neophodno je voditi ratuna o kvaliteti i vrsti raspoloZivih mjerenja.

2. ODREPIVANJE ORTOMETRIJSKIH VISINA, ORTOMETRIJSKA
KOREKCIJA

Ortometrijska visina je duljina luka teZiSnice izmedu odgovarajuée tocke
na fizickoj povrsini Zemlje i njene projekcije na geoidu,

SL 1. Definicija ortometrijske visine
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H, - £ g—‘ (2-1)

ili definiranjem geopotencijalne kote

r C
C= j.g . dh! Hg ol (2—2)
Po
Odnosno = _C_ = _l . fg - dh
HH Hg Po ’

gdje je: E srednja vrijednost integrala ubrzanja sile teZe du? teZiSnice 1_3013.
Za ratunanje srednje vrijednosti ubrzanja sile teZe E postoji viSe prijedloga,
a svi su ovisni o razdiobi gustoé¢e u unutradnjosti Zemlje. Najjednostavniji
prijedlog potjete od samog Helmerta, koji zamjenjuje srednju vrijednost
Librzanja sile teze E. ubrzanjem sile feze (gg) u sredini teziSnice izmedu todaka
PoiP.

Ubrzanje sile teZe moZe se izracunati na osnovu izraza

P -~ »
mi e (B g _s]E o
8o = 8¢ t[ah dH~g (ah. = (2-3)

gdje je: H — visina tocke P.
Nepoznati stvarni vertikalni gradijent ubrzanja sile teZe da se aproksi-
mirati formulom Brunsa

. ~ — ‘_3'1 =l= I _biz) H 1 ]I - . . I-i e
fa > En [(éh)o‘ 2(5-11202 R4l kee) 5 (2-4)
gdje je:
g, — ubrzanje sile teze u tocki P (sl. 1) na fizickoj povrsini Zemlje
ga — ubrzanje sile teZze u tocki Q
dy/ch — normalni vertikalni gradijent
k — konstanta gravitacije
p — srednja gustoéa povrsinskog dijela zemljine kore izmedu geoida

i tocke P na fizi¢koj povriini Zemlje p = 2670 kg/m?
H — visina to¢ke P.
Normalni vertikalni gradijent za Geodetski sistem 1980 prema ([2] str. 300)
ra¢una se po slijedeéem izrazu:

(Eg) — —0.30877 - (1 — 0.00139 - sin? ¢) - 10~ 55~ 2 (2-5)
\ [H]
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_&_2_-1_. s . -12 -1 g=2 25
(ah=) 1.44-10-"2m~" 52, (2-6)

Uzimajuéi u obzir srednju geogralsku Sirinu naSe zemlje

go = gp — [(—0.308564142 - 0.223860342) - 10~ s~ 7] - % +
] 1 s . -12 =1 @=2, Hz
+ 1.44 - 10 m-'s 4

go = gp + 0,042351900 - 10-%s"2 - H —0.18 - 10~ '*m~"'s~* - H”.
(2-7)

Treéi ¢lan u (2—7) moze se zanemariti, poSto on za H = 1000 m iznosi svega
0.018- 10 ms™2, te (2—T), poprima oblik

go — g» - 0.0423519 - 10~ 552 - H,. (2-8)

Pogretka zbog uzimanja u obzir srednje Sirine @ = 43°50° na krajnjem
sjeveru ili jugu zemlje moZe prouzrokovati pogreSku u g (pri visini H, =
= 1000 m) svega 0.007-107°ms™2, pa se zaista moZe koristiti izraz (2—8) za
racunanje ubrzanja sile teze u tocki Q.

Poznavajuéi srednju vrijednost ubrzanja g, = g i geopotencijalnu kotu,
prema (2—2) mogu se izradunati tzv. HELMERTOVE visine. Ako se u izrazu
(2—8) uzme u obzir i topografska korekcija ubrzanja sile teZe dobili bismo
tzv. NIETHAMMEROVE visine. S obzirom na &njenicu da za podruéje SFRJ
nemamo toénije digitalne modele reljefa i gustote zadrZat ¢emo se samo na
obradi Helmertovih visina.

Za praktiéna radunanja ortometrijskih visina izraz (2—2) nije podesan i
zbog toga treba izvesti pogodniji izraz za ortometrijsku korekciju, odnosno
visinu. Neka su H, i Hp ortometrijske visine tofaka A i B, g, i gy srednje
vrijednosti ubrzanja sile teZe (sl. 2) tada vrijedi

B
i ~8at %:gdh —Hggp=0. (2-9)

Iz (2—9) slijedi

st

-10
En 20

Ea g
HH=L—"HA+§

Ortometrijska razlika AH,® moZe se prikazati kao zbroj mjerene visinske
razlike popravljene za ortometrijsku korekeiju:
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Sl. 2. Prikaz ortometrijske razlike

i :
AHX = Hy — Hy, =¥ dh 4 OK}. (2-11)
A
Dijeljenjem (2—9) s povoljnom vrijednosti g,

Ea 28 s
==-H —+dh —=2=:Hy=0. 2-12
Bo Ji\_}-E:'go Bo - ( )

Iz (2—11)

B B
OKi=Hz—H,—Sdh=E .y, _Be.yg 5B 4 (213
A 8o go A 8o

Zbrajanjem (2—12) i (2—13) konac¢no se dobije izraz za ratunanje prave
ortometrijske korekcije koja se dodaje mjerenoj visinskoj razlici.

B = o = g
OK! — z g go F dh + gﬂ Bo . H“ _ gn go " HB. (2_14)
A Bo 8o 8o

Za prakti¢na radunanja mjerenu vrijednost ubrzanja sile teZe radunamo
obi¢nom aritmeti¢kom sredinom iz mjerenih ubrzanja sile teZe u tofkama
AiB

+
g = .&Tﬂ, (2-15)
a EA i EB pomoc¢u (2—8). Povoljna vrijednost g, ne utjefe na to¢nost racu-
nanja ortometrijske korekcije.
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3. TOCNOST ORTOMETRIJSKE KOREKCIJE

Pretpostavivii da su Hy i Hy direktno mjerene veli¢ine, primjenom zakona
o prirastu pogreSaka na (2—14) dobit ce se:

AHP\? H.\2 L 2 H.\2
mter = (G2) -+ (52) -mtr (Bge) i+ (5) i+

2
€3 g_*_So) -
8o

Za rafunanja s (3—1) neophodno je imati slijedece srednje pogreske:
m, — srednja pogreika aritmetitke sredine mjerenih vrijednosti
ubrzanja sile teZe izmedu tofaka A i B.
m;AimEB—- srednje pogrefke srednjih vrijednosti ubrzanja sile teZe na
teZiSnici to¢ke A, odnosno B.
my;, i My — srednje pogreSke ortometrijskih visina totke A i totke B.

Srednju pogre$ku m, dobit ¢emo iz (2—15)

1 1 1
m:=T.m:A +_4"mzzn; m“zm“#m,=ﬁ-mu. (3-2)

Poito ne raspolaZemo mjernim vrijednostima ubrzanja sile teZe za sve
vlakove, za njih su se ubrzanja sile teZe ratunala na osnovi karata Fayeovih
anomalija koje je izradio Vojnogeografski institut iz Beograda. Pomoc¢u ra-
¢unatih ubrzanja sile teZe na osnovi Fayeovih anomalija i mjerenih ubrzanja
sile te¥e, Tablica 1, izratunate su srednje pogreske ubrzanja sile teZe. Srednja
wrijednost te pogreike iznosi = 4.94-107° mg&™= Iz (3—2) i sa m;, = =X
4.94-1075 ms™® dobije se m; = == 3.49-107% ms™ ([mgal]).

Srednja pogretka srednje vrijednosti ubrzanja sile teZe g, ili gy dobije
se primjenom zakona o prirastu pogreSaka na izraz (2—8), uzimajuéi u obzir
da je H, direktno mjerena veli¢ina

m; = +|m;, + (0.0423519 - 10~° ™% s mg.. (3-3)

Medutim, ukoliko se Zeli dobiti pogreska EA zbog nepoznavanja gustoce
povrsinskih slojeva zemlje oko tofke A, tada ¢e se primjeniti zakon o prirastu
pogreSaka na izraz (2—4)

m; = +)m} + @2 k-II-H)* m;. (3-4

Ocito mg, ovisi o tofnosti mjerenih vrijednosti ubrzanja sile teze, srednjoj
pogredki gustoée m, i o visini totke H, (obi¢éno se uzima za m, (max) =
+ 200 kg/mS3).
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Tablica 1
mgal mgal mgal
gﬁ%g;i—&'n—r%gvmj 13.51 21 5.74 2.80 4-3.28
PRI 5486 75.54 113 —8.72 2.73 1134
e 190.51 275 —28.12 4.7 1681
B s 44.97 50 —13.87 2.87 1392
PNIOE Y 11646 | 149 —1101 266 | 4340 |
o 112.85 125 10.16 314 £394 |
T 151.95 149 1066 | 216 1300 |
Denj L Tk 23.61 37 ~27.00 7.98 £11.08
(S;‘;’;'*_‘ﬁ’é:{w 56.53 77 —10.90 3.44 1.4.56
MOVE 15663 1.36 5 —11.99 8.44 £9.20
ﬁ%“{;}'*_“’f;‘f{’;ﬁ.% 152.03 216 —12.98 3.01 +3.99
Siemre R 224.91 260 —24.07 3.64 45,65
i T 36.42 50 —3.92 1.56 +1.86
;’R";ﬁ?’;,"__n"é’g{fﬂ? 111.50 146 5.83 1.18 il +1.65
i 11.63 20 2.97 1.69 £1.83
e 42.45 45 8.77 3.39 +4.12
BVI1S0— AT 52.31 60 —24.99 7.32 19,99
o iesTowla 51.01 62 10.33 2.76 43.70
e 94.18 99 —8.38 1.48 +2.28
e 63.54 86 15.11 3.54 £4.94
P o Peatic 55.08 64 —8.02 2.38 £3.15
o e Shett 160.04 194 19.63 4.59 +£6.28
é‘}’:;’}a%mi 232.05 320 —15.56 3.58 +4.49
2074.44 2623 14,94
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Neto¢nost rafunanja ortometrijske korekcije zbog nepoznavanja ortome-
trijskih visina todaka H, ili H i uz pogreSku od my, = =% 0,1 m dobit ée se
ortometrijska korekcija s toéno$¢u od & 0.004 mm. a sa my, = £ 0.5 m;
mox3 = == 0.022 mm, te u Tablici 2 nije posebno ni iskazana, O¢ito za prak-
ti¢na ratunanja dovoljno je to¢no racunati Hj, iz izraza

B
H; = H, + X dh.
A

Na osnovi (3—1,2,3 i 4) sa m (meks) = £ 200 kg/m? jzradunate su sred-
nje pogreske ortometrijske korekcije uzimajuci u obzir i maks. pogresku gu-
stode, a za razli¢ite visine to¢aka, Tablica 2.

Tablica 2
s paete BEZ UTJECAJA GUSTOCE
AHB H, Hy UKUPNA
A B ( ) m, —) m_ —) m. |[POGRESKA
Bo Bo EA go B mox‘;
[m] [m] [mm] [mm] [mm] [mm]
100 150 +0.18 +0.50 +0.76 +0.93
200 250 +0.18 -+1.01 +1.26 +1.63
500 550 +0.18 +2.52 +2.717 +3.75
700 750 +0.18 +3.53 +3.78 L5118
1000 1050 +0.18 4-5.04 4529 +17.31
SA UTJECAJEM GUSTOCE
UTJECA] m- Ha UTJECA] m- Hp UKUPNA
GUSTOCE *A ("— m_ | GUSTOCE s — J™-  |POGRESKA
NA POG. o/ *Al 'NA POG d n
* | SA GUS- - | SA GUS- Mok,
mg TOCOM m TOCOM
[mgal] [mgal] [mm] [mgal] [mgal] [mm] [mm]
+0.84 +5.01 -0.51 +1.26 5,10 +0.78 +0.95
+1.68 5022 +1.06 210 +5.37 £1.37 +1.74
44,19 +6.48 +3.30 +4.61 +6.76 +3.79 +5.03
+5.87 +7.67 1-5.48 +6.29 +8.00 +6.12 +8.22
48,38 19,73 49.92 -+ 8.80 +10.09 +10.81 +14.67

Za visinsku razliku izmedu to¢aka A i B uzeto je AH) = 50m. jer na
9623 visinskih razlika ima samo 29 razlika veé¢ih od 50 m, a 49 razlika od
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40m do 50 m. Za vrijednost g, je uzeto 980515.57 mgal, srednja vrijednost
ubrzanja sile teZe na svim reperima.

Otdito najveéi nedostatak ortometrijskih visina je nesigurnost u odredi-
vanju gustoée, problem topografske korekcije ubrzanja sile teZe i neophod-
nost poznavanja vrlo to¢nih ubrzanja sile teZe. PoSto srednje pogreske iz
Tablice 2 premaSuju iznos srednje pogreike niveliranja (iz dvostrukih mje-
renja m = =+ 0.48 mm/km). Prave ortometrijske visine se nebi mogle prepo-
ruciti za praktiénu upotrebu, jer bi se pojavile i poteikoc¢e kod uklapanja
nivelmana nizih redova u ovaj sustav visina.

4. TOCNOST NORMALNIH VISINA S OBZIROM NA TOCNOST UBRZANJA
SILE TEZE

Korekcija normalne visine prema [1] str. 175 raduna se po sljede¢em
izrazu:

KN = —0.000025685 « Hg - Ap” - 0.00101987 - (g — vs) - AHL  (4-1)

Primjenom zakona o prirastu pogrefaka na (4—1) i na izraz za radunanje
srednje anomalije slobodnog zraka

. _(8a—va) + (8a — va)
(8—17vs) = 5 (4-2)
- _l_ - 2 + 1 . 2. ~ =m, = _L m
T M T M My M Mg, S M =,
i prema Tablici 1 m; = == 3.49-1075 ms™ dobit ée se
mgnE = £ 0.00101987 - AHY - m,,, (4-3)
AH = 20m Mgn® = =+ 0.07 mm
AH = 50m mgng = -+ 0.18 mm
AH = 70m mgne = -4 0.25 mm
AH = 100 m mgnt = -+ 0.36 mm

Izjednacenjem dijela mreZe koji je obradivao Geodetski fakultet Sve-
utiliSta u Zagrebu dobivena je srednja pogreS8ka u iznosu od 0,93 mm/km,
ili na osnovu dvostrukih mjerenja m = +0.48 mm/km, $to upuéuje na zak-
ljutak da su pogrefke u nepoznavanju to¢nih vrijednosti ubrzanja sile teZe
manje od pogrefaka niveliranja.
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5. TOCNOST RAZLIKA GEOPOTENCIJALNIH KOTA S OBZIROM NA
TOCNOST UBRZANJA SILE TEZE

Prakti¢na radunanja razlika geopotencijalnih kota izvode se po izrazu

ACh = (E&%) - AH3. (5-1)

Primjenom zakona o prirastu pogreSaka na (5—1)

1
mach = m, - AHR; m = % ‘Mg, F o Mg (5-2)
(Iz Tablice 1 m,, = +4.94-10"°ms~32)
m, = +3.49 -10~*ms~2,

Na osnovu (5—1 i 2) za

AH= 10m myct = - 0.0000356 GPU (kilogalmetar)

AH = 20m mact = -+ 0.0000712 GPU

AH = 50m mact = -+ 0.0001780 GPU

AH= 70m mact = + 0.0002492 GPU

AH = 100 m mac? = -+ 0.0003559 GPU.

Izjednadenjem dijela mreZe koji je obradivao Geodetski fakultet Sve-
uéilita u Zagrebu dobivena je srednja pogreika u iznosu od =0,93 mm/km,
a na osnovu dvostrukih mjerenja m = +0.48 mm/km, §to upucuje na zak-
lju¢ak da su pogreSke u nepoznavanju toénih vrijednosti ubrzanja sile teZe
manje od pogreSaka niveliranja.

6. ZAKLJUCAK

Na osnovi provedenih istraZivanja u pogledu toénosti ratunatih ubrzanja
sile te¥e na osnovi karata Fayeovih anomalija, (mg= +4.94'107ms™), te
na osnovu ispitivanja tofnosti normalnih visina, pravih ortometrijskih i
geopotencijalnih kota moZe se zakljuéiti da se u praksi u II NVT SFRJ mogu
upotrebljavati normalne ortometrijske, normalne ili visine Molodenskog i
geopotencijalne kote. Prave ortometrijske visine se ne preporuaju za prak-
titne radove, pogotovo u viSem planinskom podrucju. Osim toga, samo za
ove visine, ne bi se moglo prihvatiti migljenje Morellia (v. [4] str. 143), da
je za odredivanje visina dovoljna totnost ubrzanja sile teZe od 10107 ms™.
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SAZETAK

U ovom radu izvedena je formula za raéunanje pravih ortometrijskih
visina za podru¢je naSe zemlje uzimajuéi u obzir Geodetski sistem 1980.
Osim toga, analizirana je tolnost pravih ortometrijskih, normalnih visina
i geopotencijalnih kota obzirom na to¢nost ubrzanja sile teze. Ispitivanja
pokazuju da pogreSke ubrzanja sile teZe od =4.94 mgala nemaju bitnog
utjecaja na to¢nost normalnih visina (Molodenskog) i geopotencijalnih kota,
pa se vrijednosti ubrzanja sile teze mogu uzimati s kvalitetnih karata Fayeo-
vih anomalija ubrzanja sile teZe. To je vrlo vaZno da se normalne visine
mogu upotrebljavati za praktiéne svrhe, a geopotencijalne kote za uklapa-
nje naSe mreZe u Evropsku nivelmansku mreZu (UELN).

ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Aufsatz ist die Formel fiir die Bestimmung der wahren ortho-
metrischen Hohen angegeben. Die Formel ist verwendbar auf dem Territo-
rium unseres Landes in Bezug auf das Geoditische System 1980. Ausserdem
ist die Genauigkeit wahren orthometrischer und normaler Héhen und geo-
potenzieller Koten, in Bezug auf die Genauigkeit der Schwerebeschleunigung
analysiert. Die Untersuchungen zeigen dass die Fehler der Schwerebeschleu-
nigung von =#+4.94 mgal keinen wesentlichen Einfluss auf die Genaugkeit
normaler Hoéhen (von Molodensky) und geopotenzieller Koten haben. Das ist
sehr wichtig, dass man die normalen Hohen zu praktischen Zwecken, und
die geopotenziellen Koten fiir die Einschaltung unseres Netzes in das verei-
nigte Europdische Nivellments — Netz (UELN) verwenden kann.
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