Kapetanovi¢, N.: Odredivanje prostornih koordinata, Geod. list 1989, 1—3, 31—40. 31

UDK 528.33:528.14
Pregledni rad

ODREDIVANJE PROSTORNIH KOORDINATA
TRIGONOMETRIJSKE TACKE ZAJEDNICKIM
IZRAVNANJEM HORIZONTALNIH I VERTIKALNIH
PRAVACA 1 DUZINA

Nihad KAPETANOVIC — Sarajevo*

1. UVOD

Neka Zelimo odrediti koordinate x, ¥ i nadmorsku visinu z tatke T od
okolnih datih ta¢aka 1, 2, ... n, ako su dati orijentisani pravei ¢, s ... @,
te mjerni unutrasdnji pravei uy, u,, ... u,, duZine s, S, ... s,, vertikalni uglovi
O, O, ... 0, Sa datih na traZenu talku, te vertikalni uglovi f;, Bs ... B, sa
traZene na date tacke (sl. 1). Teoretski je najispravnije izvrsiti izravnanje svih
mjerenih veli¢ina odjednom, pa su u radu izvedene formule za takvo zajed-
ni¢ko izravnanje.

SL 1.
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2. JEDNACINE GRESAKA

Prije izravnanja, iz neophodnog broja mjerenja, treba sracunati pribliZzne
koordinate x% y°, z° traZene tactke T.

U cilju izravnanja, za svako izvrieno mjerenje treba postaviti jednu jed-
naéinu, tako da jednacine greSaka glase:

vP = a7 8x -+ by dy +f (@(G=12,..51ny)
v¢ = a¥ 3x + bu 8y +fs ((i=12,..1n,)
vi =ay 3x + by dy +f1 (i=1,2..0) (1

vi=a%dx+b2dy +c2dz+f* (i=12,..n)
vB = af 3x + b8 dy + cf 3z | fy (= 1,2,...1g)

1

U jedn. (1) ns znadi broj mjerenih vanjskih (orijentisanih) pravaca, n, broj
mjerenih unutras$njih pravaca, n, broj mjerenih duZina, n, broj mjerenih ver-
tikalnih uglova sa datih na traZenu tacku a ns broj mjerenih vertikalnih uglo-
va sa traZene na date tatke. Naravno, da bi doslo do izravnanja nije potrebno
izvrSiti sva nazna¢ena mjerenja, dovoljno je da ukupan broj izvrienih mje-
renja n bude veéi od broja traZenih veli¢ina, tj. da bude n > 3 ako u izravna-
nje ne ulaze unutradnji pravei (n,=0), odnosno n > 4 ako u izravnanje ulaze
i unutradnji pravei (, > 0). Razumljivo je da u svakom slu¢aju mora biti
izvrSen barem neophodan broj mjerenja za odredivanje poloZaja (ukupan broj
horizontalnih pravaca i duZina mora bitin = 2 za n, = 0, odnosno n = 3 za
n > 0) i visine (mora biti izmjeren bar jedan vertikalni ugao) traZene tac-
ke T.

Popravke V§, V¥ i v} i slobodni ¢lanovi f7, fif{u jedna¢inama gresaka koji
se odnose na vanjske i unutrasnje pravce i duZine su kao $to je poznato:

" sin v} " cos vy
ap = "PT? S M=EES. =R
@
a?=rcda?=a?—[l], b‘;=redb?=b1’-—%:], fu = red fj (2)

aj =cosv}, b}=sinw, fi=s9—s5,

pri ¢emu v§ predstavlja pribliZznu vrijednost smjernjaka sa i-te date na tra-
zenu tafku, s; pribliznu vrijednost duZine izmedu i-te date i traZene tacke,
dok je

eaf ==, gm0 40—,

gdje je |° priblizna vrijednost orijentacije sradunata pomoéu jednog pravca,
npr. $°=u; — (v £ 180°).
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Da bismo dobili izraze za koeficijente a%, b%, ¢ u jednadinama gredaka
(1) koje se odnose na mjerene vertikalne uglove sa datih na traZzenu tacku, te
odgovarajuce slobodne ¢lanove f* posluZimo se slijedeéim razmatranjem:

Izravnata visina z tatke T moZe se, kao §to je poznato, izraziti formulom

2
z=zl+Az:“:—(l—k)%+&z‘:%+l.—h (32)
gdje je
Az{® = s, 1g af (4a)
a
8 =8 + Vi3 @y = o + V& (5a)

izravnate vrijednosti duzine i vertikalnog ugla, pri ¢emu su upotrebljene
oznake

k koeficijent refrakcije,

R radius Zemlje (6 370 km),

I; wvisina instrumenta na tacki i,
Iy visina signala na tacki T,

%+ 2
m 2 .

U korekcionim élanovima jedn. (3a) umjesto izravnatih uzete su, bez poslje-
dica po tafnost, mjerene vrijednosti s, duZine, te priblizne vrijednosti
Az} =s; " tg o; visinske razlike i priblizna vrijednost z,, nadmorske visine
srednje nivo-plohe izmedu tacakaii T.

Ako oznadimo

-t Zm' T
f=(1—K +A 2+ 1~y (62)

glasiée formula (3a)
z =2z + Az + cf, (7e)
odnosno, ako uvedemo oznaku
Z, + ¢ = z¢ (8a)
biée, prema jedn. (7a) i (8a)

Az* =z — 2% (9a)
Iz jedn. (4&) i (9a) proizlazi

) z% z — 22
w = oy + v¥ = arctg 7 e . (102)
i i
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i posto je (prema sl. 1)

si=Vx—x)2+ @y —y)? an

jedn. (10e) moZemo pisati u obliku
z— 2
VY& — 2+ —y)*

oy = arctg (12¢)

Ako zanemarimo grefke mjerenja visine instrumenta i signala, bice, prema
jedn. (6er) i (8a) u jedn. (12e) promjenljive veli¢ine samo koordinate x, y, z
trazene tacke T.

Jedn. (12a) razviéemo u red zadrZavajuci samo linearne ¢lanove, pa ima-
mo

@ = a; + v& = of + a% 3x + bg 8y + ¢z 3z (13a)
ili
ve = a# dx 4 bz 3y + 28z 4 f (142)
gdje je
fr=af —a (15a)
slobodni élan, a
o —
o) = arctg - 5 (162)

kit =mr i =yt

priblizna vrijednost vertikalnog ugla ¢, srat¢unata pomoc¢u priblizne vrijedno-
sti z' nadmorske visine trazene tatke T. U jedn. (16a) koeficijenti  a%, b¥ic?%
znade odgovarajuce parcijalne izvode u okolini tacke T, tj.

e dag (z°—2x°—x) ., (2°—zHcosv}

£t (E)o“ T8+ (2° — z%)?%) st LS iy T — z%)? e
LA Z°—29@°—y) ., _ (@ —z)sinv}

= (a_y)o“ e -y f  swre—mrt %

o duy - sf o
v (55)_ @ -’

pri éemu su koeficijenti a% b%ic* pomnoZeni sa g” da bi se popravke ver-
tikalnih uglova izrazile u sekundama.

Da bismo dobili izraze za koeficijente af, bficfu jednadinama gresa-
ka (1) koji se odnose na mjerene vertikalne uglove sa traZene na date
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tatke, te odgovarajuéi slobodni &lan f§ posluZimo se poznatom formulom za
trigonometrijski nivelman

m—z+A$4{l—m8‘+Aﬂ~AJT—L (38)
gdje su
Az = s;1g By (48)
i
81 =s; + vi; Bt = B+ vf (58)

izravnate vrijednosti, a

Ip visina instrumenta u ta¢ki T
1; visina signala na tacki i,

Az? = s, tg @ priblizna vrijednost visinske razlike.

Ako oznaéimo

c=(1-— k) + Azﬁ S+ I — (68)
glasi¢e formula (3f)
zy =z + Az + cf (78
i ako oznaéimo
z, —cf =28 (8p)

bi¢e prema jedn. (78) i (88)
AzB = —z8 — 2 9p)
Iz jedn. (4f) i (98) proizlazi

H —z

b 7

(12f)

Jedn. (128) razviéemo u red zadrZavajuéi samo linearne é&lanove, pa imamo:

Bl =B+ v8 = B} + af 3x + b3 3y + cf 8z (138)
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ili
vl = a8 3x + b# dy -+ c? 8z | P (148)
gdje je
ff = Bl — B (158)
slobodni ¢&lan, a
8 —arctg = (168)

V(x, —x%% + (v, — y9)?

priblizna vrijednost vertikalnog ugla. Koeficijenti u jedna¢inama greSaka
(14f3) su:

aa:ﬁ@):ﬁ_@v—ﬁNmﬂpﬂ
] 5 Stiu 7S (zo == Z‘,‘)z

= (B) - — e ¢ (178)

oy @ — )
_ 355) _ s? i
o = (_? o St @m-—m
Ako su korekcioni ¢lanovi c#ic? maleni, tj. ako je §; = —a; onda je prema

jedn. (8ct) i (8B) z? = z% pa s obzirom na jedn. (17a) i (178) vrijedi
af = —a%; b8 = — be; ch=—co (18)

3. NORMALNE JEDNACINE

Nakon iznalaZenja koeficijenata jednadina greSaka mogu se formirati
normalne jednadine

[PAA] 3x + [PAB] 8y + [PAC] 8z | [PAF] = 0
[PAB] 8x + [PBB] 8y { [PBC] 3z + [PBF] =0 (19)
[PAC] 8x + [PBC] 8y + [PCC] 8z + [PCF] =0

pri éemu su, ako uvaZzimo da je ¢ = ¢} = ¢} = 0,

[PAA] = [pra%a®] + [p"a“a“] 4 [p*a’a’] + [p*a=a=] + [pPafa®]
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[PAB] = [p%a®b?] + [p“a®b"] + [pa‘b*] + [p"a®b] + [p®a®b?]

................................................................................. (20)
[PCF] = [p=caf®] + [p®cif#)
dok se odgovarajuce teZine ra¢unaju po formulama
K K K K K
—— Pl=—33 Pl=—3 Pi=Pf=—07m=— (2D
PE=rme” B m T my mg, M,
U formulama (21) K predstavlja proizvoljnu konstantu, dok su
my; srednja greska i-tog vanjskog (orijentisanog) pravca,
my; srednja greska i-tog unutradnjeg pravca,
ms; srednja greska i-te mjerene strane,
m,; = my; srednja greska i-tog vertikalnog ugla.
Orijentisani pravci ¢; ratunaju se, kao Sto je poznato, po formuli
=0+ (22)

pri ¢emu O; predstavlja orijentaciju, a y; mjereni pravac. Ako srednju gresku
orijentacije na i-toj datoj tacki ozna¢imo sa m, a srednju gresku mjerenog
pravca sa m;, biée srednja greSka orijentisanog pravca ;

m, = |m} + m] (239)

pri ¢emu srednja greSka orijentacije zavisi od broja r; pravaca sa i-te na
date tatke koji su posluzili za njeno odredivanje. Smatramo li da su svi
pravci izmjereni sa istom srednjom greSskom m, tj. m; = m, bice srednja gre-
ska i-tog orijentisanog pravca

m?r rn+1
m*.:V r?1+mz:mV1r (242)
dok je srednja greSka svakog unutrasnjeg pravca
m,, = m. (24u)
Smatrademo da su svi vertikalni uglovi izmjereni sa istom srednjom greSkom
m, = mg. (24a)

Na osnovu formula (21), (24¢), (24u) i (240) dobijamo:
— teZine (vanjskih) orijentisanih pravaca

(259)
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— teZine unutrasnjih pravaca

pt= nlli =, (25u)
— teZine vertikalnih uglova
ph g % - (25%)
dok se teZine strana radunaju po formuli
K
pi= ™ (25s)

Ako su, medutim, sve strane priblizno iste duZine, onda su i srednje greske
pojedinih strana podjednake, pa u tom sluaju i sve strane dobivaju iste
tezine, tj.

K

RjeSenjem normalnih jednaéina (19) dobic¢e se nepoznate §x, 8y i 8z, a zatim
i definitivne koordinate ta¢ke T, tj.

x =x% + 8x; y=3°+ 8y z2=12"+ 8 ey)

4. OCJENA TACNOSTI

Srednja greSka mjerenja jedini¢ne teZine za n, > 0 dobiva se po formuli

_ |/ PVV]
o=V (28u)
a za n, = 0 po formuli
PVV
mg, = V————L — 3] (28)

pri éemu je
[PVV] = [poveve] + [p*v®v*] + [p*v*v*] + [pavave] + [phvéve) (29)

n=n¢+nu+ns+n¢+na
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Srednje greske koordinata sratunaemo po poznatim formulama

M,=mo)/Qu; M,=m)Qy; M, =m)Qa: (30)

pri éemu su koeficijenti Quy, Qyy 1 Q,, dijagonalni elementi matrice

Qe QU Qu
Q=|Q%y Qy Qz = N-? (31)
Qu: Q: Qu:

inverzne matrici

[PAA] [PAB] [PAC]
N = | [PAB] [PBB] [PBC] (32)
[PAC] [PBC] [PCC]

PoloZajna greska traZene tacke u horizontalnoj ravnini je
My =M + My (33)
a poloZajna gredka traZene tatke u prostoru je

M= |M: + M} + M (34)
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SAZETAK

Kada su, s ciljem odredivanja prostornih koordinata trigonometrijske tag-
ke, izmjereni duZine, horizontalni i vertikalni pravci, teoretski je najispravni-
je izvrditi izravnanje svih mjerenih veli¢ina odjednom. U radu su izvedene
odgovarajuce formule za takvo zajednigko izravnanje.
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ABSTRACT

When distances, horizontal and vertikal directions are measured, for the
purpose of spatial coordinates of trigonometrical point, theoretically the most
correct approach is to adjust all observations together. In this work appro-
priate formulae for such adjustment are derived.
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