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ODREĐIVANJE PROSTORNIH KOORDINATA
TRIGONOMETRIJSKE TAČKE ZAJEDNIČKIM

IZRAVNANJEM HORIZONTALNIH I VERTIKALNIH
PRAVACA I DUZINA

Nihad KAPETANOVIC - Sarajevo*

1. UVOD

Neka želimo odrediti koordinate x, y i nadmorsku visinu z tačke T od
okolnih datih tačaka 1, 2, ... n, ako su dati orijentisani pravci cp1, cp2 ••• <Pn,
te mjerni unutrašnji pravci u1, u2, ... u0, dužine si, s2, ... sn, vertikalni uglovi
a1, ~•••• t:tn sa datih na traženu tačku, te vertikalni uglovi '31, '32, • . . '30 sa
tražene na date tačke (sl. 1). Teoretski je najispravnije izvršiti izravnanje svih
mjerenih veličina odjednom, pa su u radu izvedene formule za takvo zajed­
ničko izravnanje.
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2. JEDNACINE GRESAKA

Prije izravnanja, iz neophodnog broja mjerenja, treba sračunati približne
koordinate x0, y0, z0 tražene tačke T.

U cilju izravnanja, za svako izvršeno mjerenje treba postaviti jednu [ed­
načinu, tako da jednačine grešaka glase:

V'f = af ox + bf oy + ff (i = 1, 2, ... , 11,p)

V~ = a~ ox + b~ oy +f~ (i = 1, 2, ... nu)

V~ = a1 ox + b~ oy +f: (i = 1, 2, ... n,) (1)

V~ = af ox + bf oy + Cf oz + ff (i= 1, 2, ... n..)

V~ = a~ OX + b~ oy + c~ oz + ff (i = 1, 2, ... n'3)

U jedn. (1) n,,, znači broj mjerenih vanjskih (orijentisanih) pravaca, nu broj
mjerenih unutrašnjih pravaca, n8 broj mjerenih dužina, n0 broj mjerenih ver­
tikalnih uglova sa <latih na traženu tačku a no broj mjerenih vertikalnih uglo­
va sa tražene na date tačke. Naravno, da bi došlo do izravnanja nije potrebno
izvršiti sva naznačena mjerenja, dovoljno je da ukupan broj izvršenih mje­
renja n bude veći od broja traženih veličina, tj. da bude n > 3 ako u izravna­
nje ne ulaze unutrašnji pravci (n., = O), odnosno n > 4 ako u izravnanje ulaze
i unutrašnji pravci (11 > O). Razumljivo je da u svakom slučaju mora biti
izvršen barem neophodan broj mjerenja za određivanje položaja (ukupan broj
horizontalnih pravaca i dužina mora biti n 2: 2 za nu = O, odnosno n 2: 3 za
n > O) i visine (mora biti izmjeren bar jedan vertikalni ugao) tražene tač­
ke T.

Popravke vf, v~ i v1 i slobodni članovi ff, f~ i f; u jednačinama grešaka koji
se odnose na vanjske i unutrašnje pravce i dužine su kao što je poznato:

p" sin vfa'I>, = - -'-----sf
p" cos vfbf = .:...__s_f_....:. ff = vf - ({)1

au = red a,;, = a,;, - [a'P],
I I I Ilq, b" = red b,;, = b'P - [b'P],

I I I n, f~ = red r; (2)

a1 = cos v~, b~ = sin ,1~,

pri cemu vr predstavlja približnu vrijednost smjernjaka sa i-te date na tra­
ženu tačku, s~ približnu vrijednost dužine između i-te date i tražene tačke,
dok je

red r; = r: - [f'],
Ilq,

gdje je 41° približna vrijednost orijentacije sračunata pomoću jednog pravca,
npr. 41° = U1 - (v~ ± 180°).
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Da bismo dobili izraze za koeficijente af, bf, cf u jednačinama grešaka
(1) koje se odnose na mjerene vertikalne uglove sa datih na traženu tačku, te
odgovarajuće slobodne članove f" poslužimo se slijedećim razmatranjem:

Izravnata visina z tačke T može se, kao što je poznato, izraziti formulom

l

z = z1 + tiz;« + (I - k) ;~ + fiz~ ;' + 11 - IT

gdje je

a
(51X)

izravnate vrijednosti dužine i vertikalnog ugla, pri čemu su upotrebljene
oznake

k koeficijent refrakcije,
R radius Zemlje (6 370 km),
I; visina instrumenta na tački i,
IT visina signala na tački T,

Z1 + Zo
z., = 2

U korekcionim članovima jedn. (3a.) umjesto izravnatih uzete su, bez poslje­
dica po tačnost, mjerene vrijednosti s; dužine, te približne vrijednosti
fiz~ = S; • tg IX; visinske razlike i približna vrijednost 2m nadmorske visine
srednje nivo-plohe između tačaka i i T.
Ako označimo

l

cf = (I - k) ;~ + fiz~ ;' + 11 - IT

glasiće formula (3a.)

odnosno, ako uvedemo oznaku

biće, prema jedn. (7a.) i (8a.)

Iz jedn. (4a.) i (9a.) proizlazi

, fiz;"' Z - Z"
IX; = ix1 + v~ = are tg-

81
, - = are tg 's[ 

(61X)

(71X)

(81X)

(9ix)

(l01X)
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i pošto je (prema sl. 1)

jedn. (lOa.) možemo pisati u obliku

(li)

( I 2cx.)

Ako zanemarimo greške mjerenja visine instrumenta i signala, biće, prema
jedn. (6a.) i (Sa.) u jedn. {12a.) promjenljive veličine samo koordinate x, y, z
tražene tačke T.

Jedn. (12a.) razvićemo u red zadržavajući samo linearne članove, pa ima­
mo

ex.; = «1 + V': = cx.Y + af ox + b~ oy + C'f oz

ili

Vf = af ox + hf oy + C'f oz + ff

gdje je

slobodni član, a
z0 - z«

cx.0 = are tg 1

I Vcxo - x.)2 + (yO - y,)2

(13cx.)

(14cx.)

(IScx.)

(Ič«)

približna vrijednost vertikalnog ugla a., sračunata pomoću približne vrijedno-
sti zO nadmorske visine tražene tačke T. U jedn. (16a.) koeficijenti af, bf i C'f
znače odgovarajuće parcijalne izvode u okolini tačke T, tj.

I acx.;)af = \ ox o=
(z0 - zf) (x0 - x1) (z0 - z«) cos vY---------- p" = - I r,"

M2 + (z? - zf)2} sY sY2 + (z? - zf)2 i-

(zo - zf) (yo - y,)
M2 + (z? - zf)2} sY

,.,,, = _ (z0
- zf) sin vY ,,

i- sy2 + (z" - Zf)2 p (17cx)

sf „
s12 + (z0 - zf)2 p

pri čemu su koeficijenti af, b~ i cf pomnoženi sa p" da bi se popravke ver­
tikalnih uglova izrazile u sekundama.

Da bismo dobili izraze za koeficijente a~, b~ i c~ u jednačinama greša­
ka (1) koji se odnose na mjerene vertikalne uglove sa tražene na date
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tačke, te odgovarajući slobodni član fr poslužimo se poznatom formulom za
trigonometrijski nivelman

gdje su

izravnate vrijednosti, a

Lr visina instrumenta u tački T
li visina signala na tački i,

6.z~ = s1 tg ~ približna vrijednost visinske razlike.

Ako označimo

2

c~ = (1 - k) ;~ + 6.z~ ; + IT - 11

glasiće formula (3~)

ako označimo

biće prema jedn. (7~) i (8~)

6.z;l3 = - z~ - z

Iz jedn. (4~) i (9~) proizlazi

zl3 - z~; = are tg --=====•=====
V(x. - X1)2 + (y - y,)2

(3~)

(4~)

(5~)

(6~)

(7~)

(8~)

(9~)

(12~)

Jedn. (12~) razvićemo u red zadržavajući samo linearne članove, pa imamo:

(13~)
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ili

V~ = a~ 8x + b~ 8y + c~ 8z + rr
gdje je

slobodni član, a

(14~)

(15~)

(16~)

približna vrijednost vertikalnog ugla. Koeficijenti u jednačinama grešaka
(14~) su:

a~ = (a~;) = - (z~ - z0) cos v~ "
l ax 0 s12 + (z? - z~)2 p

b~ = (a~;) = - (z~ - z0) sin v~ p" (17~)
l ay 0 s~2 + (z" - z~)2

c~ = (a~;) = -
so

p"I

I az O s?2 + (z1 - zg)2

Ako su korekcioni članovi cf i cf maleni, tj. ako je ~; ::'::: -a:i onda je prema
jedn. (Ba:) i (8~) z~ ='= zf, pa s obzirom na jedn. (17a:) i (17~) vrijedi

C~ = - Cf (18)

3. NORMALNE JEDNACINE

Nakon iznalaženja koeficijenata jednačina grešaka mogu se formirati
normalne jednačine

[PAA] 8x + [PAB] 8y + [PAC] 8z + [PAF] = O

[PAB] 8x :+ ;(PBB] ~y + [PBC] 8z + [PBF] = O

[PAC] 8x + [PBC] 8y + [PCC] ~z + [PCF] = O

(19)

pri čemu su, ako uvažimo da je cf = cf = c~ = O,
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·······························••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
[PCF] = [p"c"'f"'] + [pacafa]

dok se odgovarajuće težine računaju po formulama

K
Pf = m1 ;

u,

K
p•=--;

I m2
•1

(20)

(21)

U formulama (21) K predstavlja proizvoljnu konstantu, dok su

m,,,; srednja greška i-tog vanjskog (orijentisanog) pravca,
mu; srednja greška i-tog unutrašnjeg pravca,
ms, srednja greška i-te mjerene strane,
mai = ms, srednja greška i-tog vertikalnog ugla.

Orijentisani pravci ep; računaju se, kao što je poznato, po formuli

(22)

pri čemu O; predstavlja orijentaciju, a Y; mjereni pravac. Ako srednju grešku
orijentacije na i-toj datoj tački označimo sa Illo, a srednju grešku mjerenog
pravca sa m;, biće srednja greška orijentisanog pravca ep;

~ = Vm2 + m1I 01 1 (23rp)

pri čemu srednja greška orijentacije zavisi od broja r; pravaca sa i-te na
date tačke koji su poslužili za njeno određivanje. Smatramo li da su svi
pravci izmjereni sa istom srednjom greškom m, tj. m; = m, biće srednja gre­
ška i-tog orijentisanog pravca

-vm2
r1 + 2 _ aUr a + a ~.- rr- m -my-r- (24rp)

dok je srednja greška svakog unutrašnjeg pravca

mu,= m. (24u)

Smatraćemo da su svi vertikalni uglovi izmjereni sa istom srednjom greškom

mat= ma-
Na osnovu formula (21), (24ep), (24u) i (24a.) dobijamo:

težine (vanjskih) orijentisanih pravaca

pf = __K__ = c _r_1 -
2 r, + I r, + l'

m ---
r1

(24a)

(25rp)
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- težine unutrašnjih pravaca

Kp'' = - = c,
m2 (25u)

- težine vertikalnih uglova

~ K 'P"' = P" = - = c,m2
Cl

(25«)

dok se težine strana računaju po formuli

K
P1=-2m•• (25s)

Ako su, međutim, sve strane približno iste dužine, onda su i srednje greške
pojedinih strana podjednake, pa u tom slučaju i sve strane dobivaju iste
težine, tj.

K
Ps = m2 = c•

•
(26s)

Rješenjem normalnih jednačina (19) dobiće se nepoznate ox, oy i oz, a zatim
i definitivne koordinate tačke T, tj.

X= XO + OX; y = yO + 0y; Z = z? + OZ (27)

4. OCJENA TACNOSTI

Srednja greška mjerenja jedinične težine za nu > O dobiva se po formuli

mo= V [PVV]
n z~ (28u)

a za n11 = O po formuli

mo =V [PVV]
n zC (28)

pri čemu je

n = ll,p + n, + U5 + n, + ll13
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Srednje greške koordinata sračunaćemo po poznatim formulama

M1 = m 0 VQ11; M1 = mo VQy1; Mz= mo VQzz

pri čemu su koeficijenti Q11, QYY i Q,, dijagonalni elementi matrice

(30)

QxzlQyz = N-1

o.,
(31)

inverzne matrici

[

[PAA]
N = [PAB]

[PAC]

[PAB]
[PBB]
[PBC]

[PAC] l[PBC]
[PCC]

(32)

Položajna greška tražene tačke u horizontalnoj ravnini je

(33)

a položajna greška tražene tačke u prostoru je

(34)
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SA2ETAK

Kada su, s ciljem određivanja prostornih koordinata trigonometrijske tač­
ke, izmjereni dužine, horizontalni i vertikalni pravci, teoretski je najispravni­
je izvršiti izravnanje svih mjerenih veličina odjednom. U radu su izvedene
odgovarajuće formule za takvo zajedničko izravnanje.
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ABSTRACT

When distances, horizonta} and vertikal directions are measured, for the
purpose of spatial coordinates of trigonometrical point, theoretically the most
correct approach is to adjust all observations together, In this work appro­
priate formulae for such adjustment are derived.
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