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ODREDPIVANJE ELEMENATA ELIPSI POGRESAKA

Miljenko LAPAINE — Zagreb*

Najveci broj geodetskih tofaka prikazuje se u pravokutnom koordinatnom
sustavu u ravnini. NajéeSce se pretpostavlja da su pogreske Ay, Ax u odredi-
vanju pojedine tocke slucajnog karaktera, toénije, da pripadaju dvodimenzio-
nalnoj normalnoj razdiobi.

Neka je u = [Ax Ay]* dvodimenzionalni normalno distribuirani slu¢ajni
vektor u ravnini X, y s ofekivanjem E(u) = [0 0]* i funkcijom gustoée vjero-
jatnosti

£y = 1 e—uzul K-1u
2n)/det K

gdje je
< (2 %)
My m,

pozitivno definitna kovarijaciona matrica vektora u.

Nivo-krivulje funkcije f su elipse &ije su jednadzbe

Wt K-ty =13, t = konst., t>0.

Ove elipse zovu se elipse konstantne gustoée vjerojatnosti ili u geodeziji &esto
elipse pogreSaka. Za t = 1 dobijemo tzv. standardnu elipsu pogresaka.

Za graficki prikaz elipse u geodeziji obi¢no koristimo njene poluosi i
kut izmedu vece poluosi i pozitivnog smjera osi x. Ove elemente elipse po-
gresaka moguce je odrediti preko razliditih pristupa. Ovdje predlazemo dva

natina izvodenja potrebnih formula, koji nisu uobidajeni u geodeziji, a
odlikuju se jednostavno$éu i jasnodom,

1. JEDAN PRISTUP ODREPIVANJU ELEMENATA ELIPSE POGRESAKA
Fiksirajmo najprije konstantu t, pa svedimo jednadzbu elipse

utK-1y=1¢2
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na kanonski oblik. U tu svrhu moramo svesti na kanonski oblik kvadratnu
formu f = u'K'u. Poznato je da matrice K i K imaju iste svojstvene
vektore i reciprotne svojstvene vrijednosti. Svojstvene vrijednosti matrice K
su rjeSenja kvadratne jednadZbe

2?2 — (m§ + m}) A + m; my — m;, = 0,

dakle
o _mi+m+ V(mZ — m2)* + 4m?, 0
. 2
Ay = m; + m; — [/(mi — mj)* + 4m},
5 :

Prema poznatom svojstvu za realne simetriéne matrice*, moZemo napisati

- - B2 2
RSy oo PN
f=u'K"+u=0A C_11+1z

sa oznakama

je traZena jednadZba elipse u kanonskom obliku u koordinatnom sistemu &, 7
iz koje ¢itamo da su njene poluosi

A:t )\1

(D
B=t)hx,

s time da je A = B zbog A, = As.

* Ako je A realna simetri®éna matrica, onda postoje ortogonalna matrica V i
dijagonalna matrica A, takve da vrijedi
VAV = A,

Stupci matrice V su ortonormirani svojstveni vektori matrice A, a dijagonalni ele-
menti matrice A su odgovarajufe svojstvene vrijednosti matrica A (bez obzira
ima 1i medu njima jednakih).
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Neka je vy = [vy; Vy,]' svojstveni vektor u ravnini x, y koji odgovara
svojstvenoj vrijednosti A,. Vrijedi

KV; - 11 V]_
tj.
(m* — ) vy + my, vy, =0
My, Vg + (M7 — ) vy, =0

a odatle vidimo da je tangens kuta @, izmedu velike poluosi (svojstvenog
vektora v,) i pozitivhog smjera osi x

v Ay — m?
fg A2 e 2 =y )

Vi1 mg, Ay — my

Sasvim analogno moZemo dobiti da je tangens kuta 9, izmedu male poluosi
(drugog svojstvenog vektora) i pozitivnog smjera osi x

A — m; _ Im,
tg 33 — mxy e 12 = m:‘ (3}

Sa (0), (1) i (2), odnosno (3), odredene su poluosi elipse po duljini i smjeru.
Iste formule mogu se naéi u (Bjerhammar, 1973).
2. DRUGI PRISTUP ODREPIVANJU ELEMENATA ELIPSE POGRESAKA

Poluosi elipse

-

uwK-!u=t? (4)

i njihov polozaj u koordinatnom sustavu x, ¥y u ravnini moZemo dobiti ako
odredimo vektore u koji zadovoljavaju (4), a imaju najvecéu, odnosno najmaniju,
vrijednost kvadrata duljine. Radi se o uvjetnom ekstremu

u'u = ekstrem

uz uvjet (4). Postupimo na uobifajeni nadin za uvjetni ekstrem, tj. sastavimo
pomoc¢nu funkeiju

F(u,2) =u'u—a(u'K-!'u—t3),
gdje je A Lagrangeov multiplikator. NuZan uvjet za ekstrem funkcije F glasi

dF = 0.
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Odatle imamo
u—AK-tu=0 (5
odnosno
Ku=2xu,

pa prepoznajemo da ), mora biti svojstvena vrijednost matrice K, a u pripadni
svojstveni vektor. Dovoljne uvjete za ekstrem ne istraZujemo, nego koristimo
prirodu problema za zaklju¢ivanje da funkcija koju ispitujemo mora imati
minimum i maksimum.

Ekstremne vrijednosti od utu moZemo odrediti i bez eksplicitnog nalaZenja
svojstvenih vektora na slijedeéi naéin. PomnoZimo uvjet (4) s A i iskoristimo
(5), pa odmah dobijemo

(U Weksr, = At

Lako se vidi da je kona¢no rjeSenje problema isto kao u prvom pristupu
u prethodnom poglavlju.

3. NEKA SVOJSTVA ELIPSI POGRESAKA

(i) Ako je h; #F k., vrijedi tgd,tgd. = —1, tj. velika i mala oplus elipse
medusobno su okomite (svojstveni vektori matrice K su medusobno oko-
miti). Ovo svojstvo se lako dobije iz relacija (2) i (3).

(ii) Ako je Ay = A, elipsa prelazi u kruZnicu, velika i mala poluos su medu-
sobno jednake, kutevi #;, odnosno #, nisu odredeni.

(iii) Iz relacija (2) i (3) jednostavno se moZe dobiti da vrijedi

2
1§29, =1g29, = L, (6)
X ¥
Zanimljivo je da se relacija
_ 2m,,

vrlo Cesto pojavljuje u geodetskoj literaturi kao kona®na formula koja sluZi
za odredivanje kuta @, izmedu velike poluosi i koordinatne osi x (vidjeti npr.
(Cubranié, 1980), (Klak, 1982), (Perovié, 1984), (Mihailovi¢, Vradarié, 1985),
(Grossmann, 1961), (Reismann, 1962), (Wolf, 1975), (Hépcke, 1980), (Meissl, 1982)).
To medutim nije dobro, jer je oéito iz (6) da formulu (7) zadovoljavaju oba
kuta i 3, i 9, (kut izmedu velike poluosi i osi x i kut izmedu male poluosi i osi
x). Dakle, samo iz formule (7) nije, bez dodatnih ispitivanja, moguée odrediti
kut ¥, izmedu velike poluosi i osi x. To je veé uoleno, npr. u (Gotthard, 1968) i
ustanovljeno da uz formulu (7) treba postaviti uvjete za kut 9, koji glase
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sgn (sin 2 9,) = sgn (m,,)
®)

sgn (cos 2 &,) = sgn (mi — mj)

Tek formule (7) i (8) zajedno odreduju traZeni kut #;.

Zbog upravo uofene ¢injenice da formula (7) tek zajedno s relacijama (8)
daje Zeljeni kut ¥, opredjeljujemo se radije za formulu (2), koja ne zahtijeva
dodatna ispitivanja. Spomenimo jo$ da se formule za tg#, i tg ¥, mogu naéi u
(Koch, 1980) i (Perovi¢, 1984), ali u nepotpunom obliku, tj. bez pravilnog
komentara koja od njih odreduje koji kut.

Istaknimo na kraju, da i Helmert, koji je uveo pojam elipse pogreSaka
(Helmert, 1872), odreduje smjerove poluosi po formuli (jedino §to koristi druge
oznake)

m? — m?
——Em,,m’ ©)

g2y =
koja je ekvivalentna uobitajenoj formuli (7). Medutim, Helmert tek nakon
toga odreduje duljine poluosi po formuli

poluos = }/mj -~ m,, ctg &. (10)

Iz relacije (9) moZemo dobiti dva kuta 3, i ¥, koji se medusobno razlikuju

za 90°. Relacija (10) daje duljine poluosi u smjeru #,, odnosno @, prema (pozi-

tivnom smjeru) osi x. Dakle, ako trazimo smjer velike poluosi, prema upravo

opisanom Helmertovom postupku, moramo najprije za oba smjera i

odrediti poluosi (prema (10)), pa vidjeti koji od ova dva kuta odgovara vecoj.
Lako se moZe izvesti da se primjenom Helmertovih formula (9) i (10)

dolazi do istih elemenata standardne elipse pogresaka, kao i primjenom nasih

formula (0)—(3).

(iv) Poznato je da elementi kovarijacione matrice K, a to su m,2%, mg* i my,
opéenito ovise o rotaciji koordinatnog sustava oko ishodidta. Medutim,
trag i determinanta matrice K su invarijantne veli¢ine u odnosu na spo-
menutu rotaciju. To se vidi iz slijedeé¢ih relacija

tr K = m? + m? =2, + 2, = (A% + B2)J? (11)
det K = m2m? — m2, = A, A, = A2 BYt* (12)

koje se mogu vrlo lako izvesti iz formula (0) i (1).

Izraz Vir K zove se u geodetskoj literaturi Helmertova (poloZajna) pogreska
totke, dok se izraz VdetK zove Werkmeisterova pogreska totke (Grafarend,
1972).

(v) Elipsa u*tK™'u = {® upisana je u pravokutnik sa stranicama Ax = =% tm,,

Ay = =* tm,. Ovo svojstvo se lako pokaZe na slijedeéi natin.

Potrazimo npr. presjek elipse i pravca Ax = tm,. Lako dobijemo da je
presjek jedna jedina tofka s koordinatama Ax = tm,, Ay = tm,/m,, pa za-
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kljutujemo da taj pravac tangira elipsu. Sasvim analogno dokazuje se za ostala

tri

4,

pravea, odnosno stranice.

DRUGI OBLICI FORMULA ZA ODREDPIVANJE ELEMENATA ELIPSI
POGRESAKA

Neka je poznata matrica (matrica teZinskih koeficijenata)

o-la o)

i m, (srednja pogredka jedinice teZine) tako da vrijedi

gdje je

K = mj Q
m: ml.\'
b= [mx, m; ]

Umjesto formula (0)—(3) moZemo za odredivanje elemenata elipsi pogreSaka
koristiti slijede¢e formule

'A-l o Jxx =+ Qyy + V(q:: e cbr)z I 4q:r

2
(13)
p Qux + Qyy — V(q“: — q“)z + 4sz?
- 2
A = mo L ¢ l’!'ii_
(14)
B= myt Az
)"1 — Oxx qu‘
tg 9, = =
B Qxy Ay — Qyy
(15)
)\2 — xx Oxy
g9, = = .
e Dy Az — Qyy

Ako je poznata matrica

v [
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i m, tako da vrijedi
K=mjN-!
onda umjesto formula (0)—(3) moZemo koristiti relacije

__ [aa] + [bb] + }/([aa] — [bb])* + 4 [ab]?
2

Ay
(16)
2 [aa] + [bb] — J/([aa] — [bb])? + 4 [ab]?
3
A =0t
V2,
17)
B D0t
A
__A;—[aa]  [ab]
A S R =
(18)
e Ay —[aa] _ [ab]

[ab] 2, —[bb]

Izvod formula (14) i (15) uz (13), odnosno (17) i (18) uz (16) je vrlo jednostavan
i otigledan, pa ga ispustamo.

5. OSVRT NA ODREDPIVANJE ELIPSI POGRESAKA PREMA PRAVILNIKU
ZA DRZAVNI PREMER

Na str. 192 Pravilnika za drZavni premer, I deo, Triangulacija, preporucuje
se da se prilikom izjednadenja koordinata pojedinih todaka u 8. odjeljku trigo-
nometrijskog obrasca br. 33 izra¢unaju elementi elipse pogresaka.

8. Odjeljak Roéunanje velike i mole poluose elipse pogreiaka
[oc] > [bb] loa) < [bb]
B - |- el e
a= F.-QT = wus Ba - h
m m
- — = kA =
A (val. poluosa) _—ﬂ’ﬂ;orika A '\7{—&:}--\ VT =
m m
8 (malo poluota) = ky = !"_'V__u’.h__
Vioa] [bb]
2 s
m
26 - 0 = 26 — e = -vﬂ'_ﬁf
Ako je # pozit. onda je 2 @ u Il kvadr. Ako o p porit. onda je 2 & v IV kvodr.
3 _» firegot. » » 28 Il » » » finegal. » =+ 280 | » -
AT BT~ MY M = Ve
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Napomene

1 Lako se moZe provjeriti da je odredivanje elemenata elipse pogreSaka prema
uputama u 8. odjeljku trig. obrasca br. 33 matemati¢ki korektno, no vrijedi
samo u sludaju izjednadenja jedne tofke. Za dvije ili viSe tofaka postupak
mora biti drugadiji.

2 Zanimljivo je da je za popunjavanje 8. odjeljka predvideno koriStenje poseb-
nih Tablica XXVIII iz Pravilnika za drZavni premer (I deo, Triangulacija,
knjiga treéa, Tablice za trigonometrijska i geodetska rafunanja u ravni i na
sferoidu) iz kojih se uzimaju veli¢ine k, i ky. U zaglavlju tih tablica stoje
formule

Y S ot L BTt
k*_V 2P 2(x — B9 o

prema kojima su izradunate vrijednosti u tablicama. Sastavljatu tablica je
o¢ito promaklo da zbog svojstva

R B e (20)

ya—p2

koje se lako moZe provjeriti, umjesto formula (19) moZemo napisati i neSto
jednostavnije )

2 2
=1/- T kB:]/ 21
£ V1+m—|/(m— 1)? + 482 1 +a+ (@ —1)? + 482 (21

Iz prethodnih napomena moZemo zakljuéiti da je odredivanje elemenata elipsi
pogreSaka popunjavanjem 8. odjeljka trig. obrasca br. 33, kako je preporueno
Pravilnikom, u dana3nje vrijeme sigurno nespretnije rjeSenje od primjene
odgovarajuéih izraza navedenih u ovom radu.
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SAZETAK

U ovom radu dana su dva jednostavna izvoda (neuobifajena u geodetskoj
literaturi) formula pomoéu kojih moZemo odrediti elemente elipsi pogresaka.
Osim toga navode se neka osnovna svojstva elipsi pogresaka. Posebno je raz-
motreno testo navodenje formule za odredivanje smjera velike poluosi pomoéu
tangensa dvostrukog kuta, bez potpunih komentara.

ABSTRACT

The paper offers two simple derivations (not common in geodetic literature)
of the formulas which enable to figure out the elements of error ellipses. Be-
sides that, some fundamental properties of error ellipses are listed. The formula
for the determination of the direction of the semimajor axis of an error ellipse
using the tangent function of the double angle is frequently found in literature
without a proper commentary, or with an incorrect application. That situation
is especially considered in the present paper.
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