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TOCNOST TRILATERACIJE S ASPEKTA TOCNOSTI
KOREKCIJA ELEKTROOPTICKIH MJERENIH DUZINA

Asim BILAJBEGOVIC — Zagreb”

1. UVOD

Usavravanjem elektromagnetskih daljinomjera povecava se tocnost mjere-
nja duzina, te metoda trilateracije postaje sve konkurentnija ostalim metodama
polozajnih odredivanja. Razvojem kako faznih tako i impulsnih metoda elek-
trooptitkog mjerenja duZina (naprimjer WILD DI 3000) dolazi se u podrucje
toénosti 3 mm + 1 ppm (DI 20, ppm = 10 *) ili 3—5 mm =* 1 ppm (DI 3000).

Mnogi visokoprecizni radovi u inZinjerskoj geodeziji zahtijevaju odvojeno
polozajno i visinsko razmatranje, zbog nemogu¢nosti toénih odredivanja ver-
tikalnih kuteva ili bolje re¢eno zbog utjecaja vertikalne refrakcije na rezulta-
te mjerenja.

Ponukan iskustvom u mjerenju duzina impulsnim daljinomjerom DI 3000
{e na osnovu dobivene relativne toénosti od cca 1/700000, pri prosje¢noj duljini
od 3,2 km razmatrana je metoda trilateracije ne samo s aspekta tocnosti di-
rektno mjerenih duZina, nego i sa aspekta uvodenja svih neophodnih korek-
cija. Sve duzine u mreZi na sl. 1 mjerene su sa specijalno izgradenih stupova
s ugradenim centralnim vijkom izuzev duZina na totke 43, 42, P i AM/1.

) ’26me. dr Asim Bilajbegovi¢, Geodetski fakultet Sveuéilista u Zagrebu, Kati-
c¢eva 26.
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Zbog povecanja tofnosti u mjerenju vertikalnih kutova konstruirani su
i specijalni signali na nosa¢u prizama. Vertikalni kutovi mjereni su elektro-
ni¢kim teodolitom WILD T 2000 S i postignuta je unutarnja to¢nost u mjerenju
vertikalnih kuteva iz 3 girusa u prosjeku veéa od 0.25”. U cilju dobivanja cje-
lokupnog uvida u to¢nost mjerenja duzina opisane su ukratko poznate ko-
rekcije, a detaljniji uvid u ovu problematiku pruza citirana literatura.

2. KOREKCIJE MJERENIH DUZINA

2. 1. Korekcije duzine za meteorolodki utjecaj

Pogreske u mjerenju duzina mogu se podijeliti na unutarnje i vanjske.
Atmosferski uvjeti pri mjerenju uzrokuju jednu od bitnih vanjskih pogresaka,
a pogredka indeksa loma da se prikazat i u obliku (v. [7]. str. 37):

52 {—77.62 (1292 74.38- 10+ 4 y o JIE2) &
= (G ) o) ne () o
[ —1292 37.19 - 1042 K3 N
o i { = T- i T Tz } bc ("-])
gdje je:

N = (n-1)-10—

n — indeks loma

T — temperatura u Kelvinima

P — pritisak u milibarima

e — pritisak vodene pare u zraku u milibarima

Analizom utjecaja indeksa loma na to¢nost mjerenja duZina i iz (2-1) dobije
se utjecaj meteorolodkih pogreSaka na toénost mjerenja duZina (v. tablica 1).

Tablic i
UTJECA] NA DUZINE
METEOROLOSKE POSRESKE — . —
Svjetlosni valovi [ Mikrovalovi
£+ 1 mm Hg u pritisku zraka 0.3 ppm 0.3 ppm
. — - |
|
-+ 1° C u temperaturi 1.0 ppm 1.6 ppm I
== 1° C a razlici temperature na |
suhom i mokrom termometru . 0.05 ppm 8.0 ppm
psihrometra ]

Otito za svjetlosne valove vaZna je temperatura i pritisak zraka, a 2«4 mikro-
valove je vrlo vazan pritisak vodene pare u zraku.
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Za impulsni daljinomjer DI 3000 atmosferska korekcija raéuna se po formuli
(v. [9] str. 39):

0.29035 - P 11.27 - h _
1 +0.00366 -t 100 - (273.16 + 1)

N = 28§ 10*

gdje je:
A — atmosferska korekcija ppm
P — pritisak zraka u milibarima
t — temperatura zraka u °C
h — relativna vlaznost zraka u %o

7.5+t

Al
27334+t izl

W =

Prema sl. 2 ostale redukcije mogu se rikazati u 5 odvojenih koraka.

Sl 2

2. 2. Druga korektura brzine

Ova korekcija uzrokovana je zakrivljenoS¢u zrake signala i Zemlje i da
se izraziti kao funkcija koeficijenta refrakcije (v. [8] str. 5)

SJ

*(k — k%) (2-2)
gdje je:

S — mijerena duzina korigirana za atmosf. korekciju A

R — srednji polumjer Zemlje

k — koeficijent refkracije k = R/r, r je polumjer zakrivljenosti zrake pri
putaniji od toéke P’; do P’,.
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Korigirana duljina S, iznosi

S. =S + 28, (2-3)

U prosje¢tnim meteoroloskim okolnostima r = (7—8)-R (k = 0.143 — 0.130)
za svjetlosne valove i r = 4R (k = 1/4 = 0.25) za mikrovalove,

2. 3. Redukcija duzine S, na najkraéu spojnicu toéaka P’y i Py, tj. redukcija
duZine luka na tetivu
—52

/ = S - T ee———— ¢
ARy =B =8 = am

k? (2-4)
2. 4. Geometrijske redukcije

Redukcija kose duzine S, u horizontalnu duljinu na srednjoj visini

Ah2  An
28 85 25}
gdje su:
Ah’' = (H, + l,— (H, + i,) — visinska razlika krajnjih tofaka mjerene
duZine, a i i [ visina instrumenta odnosno signala.

To¢nost odredivanja redukcije AS, potrazit ée se preko totalnog diferencijala
(2-5) i uvodenjem aproksimacije za ispitivanje to¢nosti, dobit ¢e se:

Ah? .
= 5z
AS, 35 odnosno (2-6)
Ah’
Mys, <= " Mayp

m

To¢nost suvremenog mjerenja duzina je vrlo visoka i u trigonometrijskoj
mreZi na sl. 1 postignuta je s DI 3000 cca 4 mm na 3.2 km. Ocigledno, da po-
greSka ratunanja ukupne pogreske mjerene duZine zbog pogresaka koje uzro-
kuju ostale korekcije (npr. m} — m; + mj + m} 4 m} 4+ m:;
m=m =m; =~my = mg=mg m =~224m), tj. m = 1/2.24 . m, — 1.79 mm.
Iz (2-6) dobije se:

1.79 mm As—h " My (2-7)
My /.—S- * 1.79 mm
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U planinskim predjelima gdje je i mjereno s DI 3000 (tunel CHIFFA u Alziru
— podrué¢je Malog Atlasa ) minimalni odnos S/Ah’ iznosio je 2.62 i za taj
sluéaj

myy < 1.79 - 2.24 mm < 4.0l mm (2-8)

To je vrlo visok zahtjev u pogledu odredivanja visinskih razlika trigonometrij-
skim nivelmanom za duZine dulje od 1 km.

Najcesce smo imali odnos S/Ah” = 10, i bez ikakvog pretjerivanja i u drugim
planinskim predjelima &esto ée odnos duzine i visinske razlike poprimiti iznos
S/Ah" = 10, odnosno

myy < 101,79 = 17.9mm — 1.8 cm (2-9)

Posto se u planinskm predjelima visine u pravilu odreduju na osnovu trigono-
metrijskog nivelmana, jasno je zasto se mora posebna paznja posvetiti mjere-
nju vertikalnih kuteva, utjecaju refrakcije i uvodemju korekcije zbog otklona
teziénice. Naime, prostorne duZine su invarijantne na otklon teZiSnice, ali nisu
duzine na elipsoidu dobivene na osnovu trigonometrijskog nivelmana ili upo-
trebom mjerene zenitne daljine. Ovaj problem bit ¢e posebno razmatran.
Izraz (2-9) ukazuje na osnovnu prepreku u pogledu tocnosti mjerenja
duzZina u dvodimenzionalnim mreZzama. ToCnost trilateracije danas ograni¢ava
toénost odredivanja visinskih razlika a ne sama tofnost mjerenja duZina.

2. 4. 1. Horizontalna duZina S, reducira se na duzinu tetive elipsoida S. po
dobro poznatim formulama (v. sl. 2)

Sy H
AS,=8.—8; = it 3=
- "SR T HY e
adje je:
H .[H|+i|+Hz+fz:|
sr Ty
2
— srednja visina krajnjih tofaka mjerenje duZine iznad elipsoida
R, — Eulerov polumjer zakrivljenosti linije P, P,.
Srednja visina iznad elipsoida ra¢una se po izrazu:
Hy+ N, +i;, + HY 4+ N
B Sack i Ba ; ihNahds (2-11)

gdje je:
Hyi HY — normalne ili ortometrijske visine

N, i N; — undulacije geoida
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Razmotrimo tocnost odredivanja korekcije AS, obzirom na toénost odre-
divanja srednje visinske razlike:

Mye? = M = __.i___ -.‘m3 ..._M_.mz ~
W TEeW TR, A H BT Re+H) T

Si

~R, L H,)? MH

~ . _..m,_!:"!_...
Mase ¥ Sn * £400 000

my,, < 6400000 - "‘Si (2-12)
h

Relativna to¢nost mjerenja duzina dobivena je m/S = 1/700000 na osnovu obo-
stranog mjerenja cca 50 razli¢itih duZina u 10 ponavljanja svake duZine. Po-
jedina¢na pogreska redukcije prema Gajdaevu iznosi ceca 1/5 ukupne relativne
pogreske (v. [3] str. 54) iz (2-12) slijedi:

6400000 [

< L R - 2-13
my,, = 5 700000 1.8 m (... l.)

Drugim rije¢ima potrebno je poznavati visinu geoida s toénoscu od + 1.8
m, Sto i nije mali zahtjev za planinska podruéja.

2. 4. 2 Konacna redukcija je prelazak s tetive S, na geodetsku udaljenost na
elipsoidu S,

Sin

AS; =S, — S, = 527

(2-14)

Iz ovog kratkog prikaza zaklju¢ujemo da je dobivanje horizontalne duzine
S, neohodno odrediti korekcije AS,, AS,, AS;
S, =S + AS, + AS, + AS;, (2-15)

a konatna geodetska duZina na elipsoidu odreduje se po formuli:

So — Sh T AS.; -+ ASS (2‘]6)

3. PRAKTICNA ISTRAZIVANJA

Da bi se odgovorilo na teorijske zahtjeve u pogledu toénosti mjerenja
1 redukcije duzina (poglavlje 2) neophodno je bilo izvesti prakti¢an eksperi-
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ment u mjerenju duzina i visinskih razlika. Mjerenja su trajala cca 35 dana
a izveli su ih autor i prof. dr. Nikola Solari¢ (Geodetski fakultet Zagreb), ing.
Zoran Dumi¢ (Hidroelektra Zagreb) i 4 radnika (AlZirca), u trigonometrijskoj
mreZi tunela Chiffa u AlZiru, (v. sl. 1.).

Duzine su mjerene obostrano i svaka od njih u 10 ponavljanja bez auto-
matskog uvodenja atmosferske korekcije i u 10 ponavljanja s automatskim
uvodenjem atmosferske korekcije. Pritisak i temperatura u principu su mje-
reni na krajnjim totkama duljina, a vertikalni kutevi elektronic¢kim teodolitom
T 2000S u 3 girusa.

Na osnovu dvostrukih mjerenja duZina (svakog smjera po 10 puta) postig-
nuta je relativna tofnost mjerene duZine na elipsoidu

m‘ pem— I - ) - e - -

S T 617860 bez uvodenja korekcije za otklon tezidnice i

My I ) s uvodenjem korekcije zbog lokalnog topografsko
S 720321° izostazijskog otklona teZi¥nice.

(Prosjefna duZina strane u nadzemnoj mrezi iznosila je 3.2 km)

Na osnovu dvostrukih mjerenja visinskih razlika, koristeéi vlastitu kon-
strukciju vertikalnog signala na nosa¢u prizama, dobivena je srednja pogreska
mjerene visinske razlike

my, — +43,12mm,  bez uvodenja korekcije za otklon tezisnice

: e K 2
L 20.05 mm uvodenjem korekcije zbog lokalnog toografsko

Man = _izostazijskog otklona teZidnice.

Teorijski izveden zahtjev u pogledu toénosti odredivanja visinskih razlika
m;, =< -+ 1.8 cm izraz (2-9), moguce je posti¢i samo uvodenjem korekcije
zbog lokalnog toografsko-izostazijskog otklona teZiSnice. Drugim rije¢ima za

totno reduciranje duzina u brdovitim terenima neophodno je odrediti otklone
teziSnice.

4, ANALIZA FORMULA ZA PRAKTICNA RACUNANJA GEODETSKIH
DUZINA NA ELIPSOIDU

Tvornica Wild za radunanje horizontalne duzine na visini horizontalne

osi durbina, poslije uvodenja atmosferske korekcije A, preporuca formulu (v.
[9] str. 45)

; 1 —k
Su, = Sy " sinz — ———-R—E -8y, - |cosz| - S, - sinz, (4-1)
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gdje su:
k = 013
R = | MN — srednji polumjer zakrivljenosti Zemlje

z — ofitanje vertikalnog kruga (zenitna daljina)

Dalje redukcije izvode se po formulama (2-10) i (2-14).
Izvedimo formulu za uvodenje utjecaja otklona teZi$nice na racunanje duzZina.
Tada izraz (4-1) prelazi u oblik

— ¥/
S, = S, - sin [z + (Z - cos 2 + 7 * sin a)) -——I—R—ki * S, ccos [z +

+ (% - cos a + nsina)] - S, - sin [z + (£ cos & + 7 sin a)],
poslije sredivanja i uzimanja u obzir da je
(I —k/2)/R = 1.46782 - 10~7 [m~!)

dobit ¢e se:

1 —k/2

Sy, =S, -sinz #Sm-cosz-(icosaf‘qsinu)—-—R + 8y

*|cosz| - Sy, - sinz (4-2)
zdje je:
€ — otklon teZi$nice u smjeru meridijana
1 — otklon teziSnice u smjeru prvog vertikala
o — azimut mjerene strane.
Dalje redukcije su analogne tj. izvode se po (2-10) i (2-14). Kako ¢e se
kasnije dokazati ovaj postupak ima nedostataka.

U slu¢aju poznavanja visina krajnjih totaka redukcija se moze izvesti
pomocu kosinusnog poudka iz tra'sni~ N P,.P; sl. 2. Poslije sredivanja dobije
se dobro poznata formula (v. [9] str. 46)

2 _ 12 1/2
S. = { Sz —A% (4-3)

[1 + (H: + L)R] - [1 + (H, +1,)/R]

U slutaju obostranog mjerenja duzina, kada se visine prizme razlikuju od
visine horizontalne osi instrumenta, nemoguce je poslije uvodenja atmosfer-
ske korekcije uporediti kose duZine i ocijeniti to¢nost. Zbog toga se one svode
na geodetske duZine na elipsoidu i medusobno uporeduju. Ukoliko bi koristili
formulu (4—1) koju preporuéa tvornica Wild ili (4—2), cesto puta bi se sve-
dene duzine razlikovale za iznos veéi nego ito je tonost mjerenja duzina i do-
nosili bi krive zaklju¢ke u pogledu ponavljanja mjerenija.
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Obostrane duzine na elipsoidu dobivene pomocu (4-1), (2-10) i (2-14)
razlikuju se medusobno ne samo zbog pogresaka mjerenja nego i zbog utjecaja
otklona tezinice i refrakcije. DuZine po formulama (4-2), (2-10) i (2-11)
razlikuju se zbog pogrefaka mjerenja ali i utjecaja refrakcije (pod pretpostav-
kom toénog odredivanja utjecaja otklona tezisnice). Zbog toga prvo ¢emo izra-
sunati visinske razlike po dobro poznatim formulama (v. [9] str. 45)

| —k

.lh‘ Sm'COSZ—!——zT

Sul + iy — Iy (4-9)

a uvodenjem utjecaja za otklon teZi$nice dobije se:

Ah“! — S"”: *COSZyas — Sml2 - sin Zy3 " (:.,1 *COS &%y 2 -+ T Sil‘l. 5’-|2) -+

1 —k .
TSR Sp; +ii — 1 (4-5)
Ah,, = Sp2y * €082 — Spay - SiNZy, (52 - cos &y + 1z sin 2yy)
1 —k 5y
+ =R s Sud i =0

Zatim se izraduna srednja visinska razlika

Ah¥, = ﬂ:_AhE‘_ (4-6)

Ah!, = AR, —i, + 1
47
Ah:l S lh‘;l —iz + f]

U nastavku moZe se koristiti izraz (4-3) ili formule za postepeni prelazak na
plohu elipsoida (2-5), (2-10) i (2-14).

PRAKTICNI PRIMJERI

Sa totke 41 (izgradenog stupa) mjerena je duzina i visinska razlika (od-
nosno vertikalni kut) na totku 42. Dobiveni su slijede¢i rezultati:

i‘-l — 0-235 m, 142 — 1.696 m, Sm4|_43 — 2620.60! m. Na osnovu (4"5)

izratunata je visinska razlika Ahy, 4 = 140.180 m. Mjerenjem s totke 42 na 41
dobiveni su slijedeéi rezultati:

i‘z =}.593 m, 141 =235 m, Sm‘z,&l == 2620'597111 i
Ahys ey = —140.165 m.
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Na osnovu formule (4-1), (2-10) i (2-14) dobivene su duZine na elipsoidu
bez uvodenja utjecaja otklona teZidnice (postupak prema uputama za DI 3000
distomat)

Sar.a2 = 2616429 m i S42,41 = 2616.437Tm (Raz — 8 mm)
Uvodenjem utjecaja otklona teZidnice formula (4-2), (2-10) i (2-14) dobiveni
su slijedeé¢i rezultati:

Ssi,42 = 2616432 m i S42,41 = 2616.436 m  (Raz — 4 mm)
Iz (4-5) izra¢unajmo prvo visinske razlike

Ahgy e = 140.180 m i Ahy, 4, = 140.165m

1z (4-6)
AhY, 4> = 140.172 m
i prema (4-7)
Ahg, 4, = 141,633 m i Ahj, 4, = —141.530 m.

Prema izrazu (4-3) i (2-14) dobiju se slijedeée vrijednosti za definitivne du-
Zine na elipsoidu:

S.‘]_43 — 26'6434 m i. S¢2_4| — 26!6.435 m.
Razlika naprijed—natrag iznosi svega 1 mm.

Analogno prethodnom primjeru iznesimo samo rezultate dobivene na trilte-
racionoj duljini 40 — 22/B.

Geodetska duzina na elipsoidu izradunata na osnovu formula u uputstvu
za navedeni instrumentarij:

S_‘u_z: B — 3426.529 m i SZ"'.‘B.-‘-U — 3426‘5[8 m (I{az = -+ ll mm)

Uzimajuéi u obzir utjecaj lokalnog topografsko — izostazijskog otklona tezi-
Snice, izrazi (4—2), (2—10) i (2—14) dobije se:

34-_3,33;;] — 3426.525 m i 523 B.40 ° 34265'6“} (l&az — -911111’1)
Sa (4-5), (4-6) i (4-3), (2-14) dobije se:

840.22 B — 3426.522 m i SZZ.'|’.4'] = 3426.5]7 m (I{az = + 5 mm)

5. ZAKLJUCAK

Na osnovu provedenih ispitivanja moze se zakljuditi, da u planinskim
predjelima za visoko precizna poloZajna odredivanja, na osnovu preciznih
elektroopti¢kih mjerenja duZina, glavno ograni¢enje toénosti trilateracije pred-
stavlja odredivanje korekcija mjerenih duzina, odnosno toé¢nost visinskih razlika
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i undulacija geoida. Isto tako na osnovu teorijskog razmatranja i provedenih
prakti¢nih istraZivanja rijeSena je dilema da li treba odredivati otklon teZiSnice
u visoko preciznim radovima u inZinjerskoj geodeziji. Otklon teZiSnice u planin-
skim podru¢jima, pa makar se radi o lokalnim mreZama, treba uzeti u obzir.
Analizom uobiéajenih formula iz literature pokazano je da se nece dobiti dobri
reducirani rezultati i da se mogu donositi krivi zakljuéei u pogledu ponavljanja
mjerenja. Zbog toga preporuta se koriitenje postupka korekcije mjerenih du-
7ina prikazanih u ovom radu.

Na kraju, najljepSe se zahvaljujem svim ucesnicima u terenskim mjere-
njima, prof. dr. N. Solari¢u za brojne diskusije, a Republi¢koj zajednici za znan-
stveni rad SR Hrvatse na financijskoj potpori prilikom kupovine ovog suvre-
menog elektronitkog instrumentarija.
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SAZETAK

U ovom radu analizirana je toénost trilateracije s aspekta toénosti odre-
divanja korekcija elektroopti¢kih mjerenih duZina. Posebice je analiziran utje-
caj lokalnog topografsko-izostazijskog otklona tezidnice, analizirane formule za
odredivanje geodetskih duZina na elipsoidu te izvedene formule i dat postu-
pak za izbjegavanje donofenja krivih zaklju¢aka u pogledu ponavljanja obo-
strano mjerenih duZina. Poznate korekcije kao i toénost njihovih odredivanja
nisu detaljno razmatrane te se ¢italac upucuje na navedenu literaturu.

ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Aufsatz ist die Genauigkeit der Trilateration vom Standpunkt
der Korrektionsbestimmung bei der elektronischen Streckenmessung analysiert.
Insbesonders ist der Einfluss vom lokalen topoisostatischen Lotabweichung und
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danach die Formeln fiir die Bestimmung den Geoditischen Lingen auf dem
Ellipsoid analysiert. Folgt die Ableitung den Formeln und das Verfahren, das
die falschen Beschliisse im Bezug auf die Anzahl der Wiederholungen bei
Streckendoppelmessungen vermeidet. Die bekannten Korrektionen und deren
Genauigkeitsbestimmung sind nicht ausfiihrlich betrachtet, und aus diesem
Grunde wird der Leser auf die zitierte Literatur angewiesen.
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