Moritz, H.: Kolokacija metodom najmanjih kvadrata, Geod. list 1988, 4—86. 97

UDK 528.14
Originalni znanstveni rad

KOLOKACIJA METODOM NAJMANJIH KVADRATA®

Helmut MORITZ — Graz

1. UVOD

U dana¥nje vrijeme imamo na raspolaganju ogromnu koli¢inu geodetskih
podataka svake vrste, terestricka i satelitska mjerenja, koji imaju razli¢itu
totnost i Gesto nepovoljan raspored. Problem je u tome kako da najbolje
iskoristimo i kombiniramo ove podatke za odredivanje figure Zemlje i nje-
zinog gravitacionog polja. Kolokacija metodom najmanjih kvadrata namije-
njena je upravo rjeSavanju ovog problema.

Postavlja se pitanje zaSto nije moguée u ovu svrhu primjeniti obi¢no
izjednatenje metodom najmanjih kvadrata. U tom sluéaju imamo poteSkocu
da broj nezavisnih parametara mora biti manji nego broj mjerenih veli¢ina.
Medutim, gravitaciono polje Zemlje je toliko nepravilno da njegovo potpuno
matemati¢ko opisivanje zahtijeva beskonafan broj parametara, npr. koefici-
jenata reda sfernih funkcija. Doduse, u posebnim slu¢ajevima moZemo se
zadovoljiti ograni¢enim brojem ovih koeficijenata, ali u opéem slucaju, prije
svega kod kombinacije globalnih (satelitskih) i lokalnih (terestri¢kih) mje-
renja, to je nemoguée ili barem neprirodno.

Dakle, broj je nepoznanica, isto kao i broj mjerenja, beskonacan, pa
prema tome pretpostavka primjene obitne metode najmanjih kvadrata nije
umjesna.

Kako smo upravo vidjeli, uzrok ove teSkoce lezi u tome da je Zemljino
gravitaciono polje u najvecoj mjeri nepravilno. Ali ba$ ta nepravilnost uka-
zuje na put za rjeSenje zadataka, jer znamo da matemati¢ka teorija nepravil-
nih pojava i nije nista drugo nego — matematic¢ka statistika. Eto razloga zasto
nuzda postaje vrlinom, pa raspravljamo o poremec¢ajnom gravitacionom polju
na statisticki na¢in. Tako se radala kolokacija.

Pioniri statistitkog obradivanja gravitacionog polja bili su de Graaf —
Hunter 1935. godine, Hirvonen 1956. i Kaula 1959. godine. Metoda koja je
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prethodila kolokaciji bila je primjena predikacije metodom najmanjih kvad-
rata (teorija Kolmogorova — Wienera) za interpolaciju i ekstrapolaciju gra-
vitacionih anomalija u mojem radu 1962. godine. Ova se metoda interpo-
lacije brzo Sirila u geodeziji, po¢evsi od rada Rappa iz 1964. godine.

Ipak je kolokacija u istinskom znafenju nastala iz uopéenja predikacije
na proizvoljne nejednolike geodetske podatke zahvaljujuéi radovima Kaule
u 1963. godini i osobito Krarupa iz 1968. godine.

Danas je metoda kolokacije opéeprihvaéena i ¢éak vrlo popularna. Prob-
lem sada nije u tome da opravdamo kolokaciju ili da ju propagiramo, nego
da pokuSamo ograni¢iti njezinu pretjeranu primjenu na nezgodne slucajeve.

Ja se osobito radujem da je takoder u Jugoslaviji kolokacija dobro poz-
nata, kako to pokazuju svezak br. 3 knjige »Geodezija« profesora Mihailovi¢a
i, razumije se, upuceni mi ljubazni poziv u Zagreb.

Tako je nastala kolokacija kao statisticka metoda. Ali ipak je vrlo zna-
¢ajna Cinjenica da kolokaciju moZemo smatrati isto tako za ¢isto analiticku
metodu teorije aproksimacije.

Ovo glediste je osobito vazno u primjenama u fizikalnoj geodeziji, jer poka-
zuje da kolokacija potpuno ofuvava matemati¢ku strukturu gravitacionog polja
i da statistika ne »zamazuje« tu strukturu.

U mojem predavanju najprije ¢u skicirati statisticke osnove kolokacije,
a potom ju izloZiti sa gledistta matematicke teorije aproksimacije.

2. PREGLED STATISTICKE TEORIJE KOLOKACIJE
U obi¢nom izjednafenju po najmanjim kvadratima jednadzba opaZanja

ima slijededi oblik:
v=AX —_{ )]

gdje je:
I = vektor mjerenih veli¢ina.
v = vektor popravaka,

X = vektor nepoznatih parametara,
A = poznata matrica koeficijenata.

Ako stavimo

moZemo (1) napisati u obliku
[ =AX -+ n, (2)
Tako se mjerenje 1 sastoji iz dva dijela:
1. funkcionalni ili sistematski dio AX (u linearnom ili lineariziranom

obliku)
2. stohasti¢ki dio n, koji se sastoji iz sludajnih pogreSaka mjerenja

(»noise«, Sum).
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Princip najmanjih kvadrata,

n'™D~ In — minimum (3)

dovodi do rjeSenja
X =(ATD-1A)"*A™D™ !}, (4)
gdje je D kovariaciona matrica (ili:matrica kovarijanci) pogreSaka mjerenja.
Model kolokacije donosi slijedeée uopcenje formule (2):

=AX + s +n. (5)

Ovdje imamo novi element: drugu stohasticku veli¢inu koja se zove signal.
U fizikalnoj geodeziji signal s obiljezava utjecaj poremecajnog gravitacionog

polja na mjerenje L

Objasnimo model (5) pomoéu nekoliko primjera. Neka [ bude neko sate-
litsko mjerenje, onda AX predstavlja normalnu putanju satelita, gdje se X

sastoji iz orbitalnih paanetara, s izrazava poremecaje orbite zbog nepravil-
nosti gravitacionog polja, a vektor n, kao uvijek, ukljuéuje pogreske mjere-
nja, (vidi sl. 1).
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Kao drugi primjer uzimamo mjerenje ubrzanja sile teZe g. U tom slu-
caju 1 predstavlja g, sistematski dio jednostavno je normalna teza v, a signal

s, razumije se, izraZava anomaliju sile teZe Ag.

Lako uotavamo da sva geodetska mjerenja bez izuzetaka moZemo predstav-
ljati u obliku (5). Doista, rastavljanje AX + s suglasno je sa rastavljanjem

gravitacionog polja u normalni i poremeca]m le, an izrazava utjecaj po-
greSaka opaZanja.
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Sli¢no izrazu (3) imamo uopéeni princip najmanjih kvadrata:
sTC~'s - n"D~'n = minimum, (6)

koji dovodi do rjeSenja

X = (AT AT ATCH L @)
5= Cu Gl — AX). ®

Ovdje
911 = (_:_ = P (9)

oznatava ukupnu kovariacionu matricu, koja se sastoji iz kovariacione matrice
C signala s i kovariacione matrice D slu¢ajnih greSaka n; osim toga C, je
matrica kovarijanci izmedu s i L.

Kao sva rjeSenja metodom najmanjih kvadrata, (7) i (8) udovoljavaju, pored
(6), jo§ i drugom uvjetu minimuma: ova rjesenja imaju najveéu toc¢nost u
usporedbi sa svim drugim linearnim procjenama (minimalne srednje pogreske
traZenih veli¢ina).

Dakle, kolokaciju je moguce smatrati kao zajednitko uopcenje ili sintezu iz-
jednalenja i predikcije po najmanjim kvadratima. Kolokacija omogucava
da sloZimo i ujedinimo najraznovrsnije geodetske podatke — klasi¢na mje-
renja kuteva i udaljenosti, astronomska opaZanja, mjerenja sile teze, sate-
litska opaZanja raznih vrsta, itd. — za optimalno odredivanje Zemljinog
oblika i gravitacionog polja.

Prema najnovijoj modi kolokaciju mozZemo smatrati »crnom kutijome
(»black box«) sa svim geodetskim podacima kao »ulazom« (input) i s figurom
i gravitacionim poljem Zemlje kao »izlazom« (output)...

Glavna poteskoéa kod ove metode je u neophodnosti invertiranja velikih
matrica. Ipak, slitne teSko¢e pojavljuju se takoder i u drugim okolnostima
(Nova sjevernoameri¢ka geodetska mreZa ima preko pola milijuna nepozna-
nica!). Postoje i neka sli¢na rjeSenja: reprezentativan izbor podataka i viSe-
stepeno radunanje kolokacije.

Zato da bi bila garantirana kompatibilnost svih raznovrsnih informacija,
neophodno je da sve kovarijance izvodimo iz jedne jedine kovariacione funk-
cije (ili: funkcije kovarijance). Ukupno to odraZava toénu analitiku struk-
turu gravitacionog polja, kako ¢emo odmah vidjeti.

3. KOLOKACIJA SA ANALITICKOG STAJALISTA

Glavna funkecija koja opisuje Zemljino gravitaciono polje jest poreme-
¢ajni potencijal T, tj. razlika izmedu stvarnog i normalnog potencijala sile
teZe.
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Pokusajmo da funkciju T aproksimiramo pomoéu linearne kombinacije
q baznih funkcija 9, 92> ..o Pq°

T(P) = () = I b (P) (10)

gdje je P tocka u trodimenzionalnom prostoru, a b, oznacava koeficijente.

Interpolacija. Neka su dane vrijednosti funkcije T (bez pogresaka) u g
totaka P, Tada moZemo zahtijevati da u ovih q datih totaka aproksimacija
f, prema (10), toéno reproducira T. S oznakom

f@)=TE@)=§ i=12..9 (11)

dobijamo iz (10) slijedece uvjete:
q
kEIAubu = f; A = o (Py). (12)

Oni predstavljaju q linearnih jednadzbi za q nepoznanica, koje op¢enito
imaju jedinstveno rjeSenje.

Kolokacija. Uopéenje zadataka interpolacije sastoji se u slijedeéem. Zah-
tijevamo da se reproduciraju q vrijednosti linearnih funkcionala L,T, L,T,
...,L,T. Takvi funkcionali su, na primjer, vrijednosti komponenti otklona
vertikale

- 1 ¢T 1 oT
*="G& " TGy (12
i anomalije sile teZe
oT 2
o e ok L

u izvjesnim tofkama. Ovdje xyz oznafava lokalni (vertikalni) koordinatni
sistem. a R = 6370 km je srednji radius Zemlje.
S oznakom

Lf=1;T=1 (15)

dobijamo iz (10) uvjete

q
kEIBlkbk =1 Bix = L%y (16)

to jest sistem gxq linearnih jednadzbi sasvim sli¢an (12). Takva metoda prila-
godenja analititkog izraza na q datih funkcionala zove se kolokacija i Cesto
se primjenjuje u numeri¢koj matematici.

Jasno je da je interpolacija specijalan sludaj kolokacije, gdje su L; »pro-
radunski funkcionali« (evaluation functionals).

Tako vidimo da u kolokaciji, isto tako kao i u interpolaciji, odredivanje
koeficijenata b, za dati skup baznih funkcija zahtijeva uvijek rjeSavanje
sistema gxq linearnih jednadZbi (opcenito, nesimetri¢nih).
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Interpolacija po najmaniim kvadratima. Bazne funkcije ¢; (P) moZemo
izabrati na taj nadin da dobijemo najmanje srednje pogreske interpolacije.
Taj uvjet dovodi do

o (P) = K (P, P) (17)

gdje K(P,Q) oznacava kovariacionu funkeciju potencijala T, koja je analiti¢ka
i simetriéna u P i Q. Na taj naéin se (12) pretvara u simetri¢an sistem, koji
nije nifta drugo nego dobro poznata metoda Wienera — Kolmogorova za
predikciju stohasti¢kih procesa.

Kolokacija po najmanjim kvadratima. Uvjet minimalnih srednjih pogre-
Saka rezultata dovodi ovdje do

#(P) = LYK (P, Q (18)

gdje Ly oznacava da se linearni funkcional Ly primjenjuje na varijabilu Q.
Tada u (16) imamo simetri¢ne velitine

Bu = LILK (P, Q) = C;, (19)
isa
o (P) =LY K (P, Q) = Cy (20)
dobijamo
Cin Cis o Cra 1= Y1,
. Gy Bapirici@ l
£(P) = [Cpi Cpz ... Cpg] | 7! 22 7 20 o (21)
CQl Cﬂ: so qu ]II

Jednadzbe (19) i (20) izraZavaju zakon rasprostiranja kovarijanci i osigu-
ravaju egzaktnu analiti¢ku strukturu metode.,

Ocigledno je da se (21) svodi na (8) u odsustvu slucajnih pogresaka n
i sistematskih parametara X. Takoder je jasno da u sluéaju kada (15) —
(11), tj. kada je I; = L;T = T(P) = f;, kolokacija prelazi u interpolaciju, i
tada (21) predstavlja interpolacionu formulu.

4. PRIMJENE KOLOKACIJE

Zelim da moje predavanje zavréim s vrlo kratkim napomenama u vezi
primjene kolokacije. Glavno podruéje primjene je bez sumnje fizikalna geo-
dezija: od interpolacije anomalija sile teZe, preko globalnog rafunanja detalj-
nog geoida u Austriji. Pored svega toga, primjena kolokacije je moguéa u
svim slu¢ajevima gdje imamo, osim slu¢ajnih pogreSaka, jo§ i drugu sto-
hasti¢ku veli¢inu s; vidi (5).

Taj »signal« moZe predstavljati deformacije stereomodela u fotogramet-
riji, pogreske podjele limba na teodolitima, itd. U fizikalnoj geodeziji koloka-
cija je primjenjiva gotovo automatski, dok druge primjene zahtijevaju veéu
opreznost.



