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ANALIZA UTJECAJA ALGEBARSKE KORELACIJE U
TRIGONOMETRIJSKOJ MREZI BANJA LUKE

Asim BILAJBEGOVIC — Zagreb, Adil SAKOVIC — Vogos¢a*

1. UVOD

Trigonometrijska mreza Banja Luke oslonjena je na 10 rubnih fotaka triangu-
lacione mreZe: o 86, o 87, 088, o 89, o 90, 0 92, 0 93, o 95 i 0104 (sl 1), a preostale
dvije totke visih redova drZavne triangulacije o 96 i o 204 nalaze se unutar gradske
mreZe i ukljufene su u njeno izjednaenje. Mjerenje kuteva po metodi zatvaranja
horizonta (u 6 girusa) obavio je vrlo savjesno Zavod za fotogrametriju iz Beograda
(tada Savezni zavod za fotogrametriju). MreZa je obradena po tada vaZe¢im pravi-
ima (Pravilnik za drZavni premer II-A deo, Beograd 56), uz prethodno zatvaranje
horizonta. Pri izjednaenju mreZe zanemarena je algebarska korelacija mjerenih
kuteva na pojedinim stajaliStima. Zanemarivanjem korelacije uzrokuje se ratunska
deformacija mreZe, te je cilj na$ih ispitivanja traZenje odgovora u vezi signi-
fikantnosti zanemarivanja korelacije.

U biti za izjednafenje ovakvih mreZa egzistiraju dvije metode, odnosno dva
pristupa. Ukoliko se ispuni uvjet zatvaranja horizonta, neophodno je formirati
kovarijancnu matricu i s njom i¢i u daljnje rjeSavanje problema tj. primjeniti
model izjednatenja koreliranih mjerenja (v. [6] str. 224) ili uvesti u izjednatenje
direktno mjerene veli¢ine uz primjenu Bartlet testa, s ciljem odredivanja adekvatnih
teZina mjerenim kutevima, Model izjednafenja sa zatvaranjem horizonta i kovari-
janenom matricom mogao bi se primjeniti kod slobodnih mreZza i izjednacenja
po uvjetnim mjerenjima.

2. KRATKI PRIKAZ METODA IZJEDNACENJA

2.1. Izjednadenje gradskih trigonometrijskih mreZa ne uzimanjem u obzir korelacije
izjednafenih kutova na stajalistu

Opéi model kojim se izjednatenje obavlja glasi
v=Ax—1, ATPAx — ATP1 =0
x = (ATPA)~*! - ATPI (2-1)

* Adresa autora: Prof. dr Asim Bilajbegovié, Geodetski fakultet Sveutilista
u Zagrebu, Katiéeva 26, Adil Sakovié, dipl. inZ. Zavod za katastar Vogoséa.
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gdje je:
1 — wvektor slobodnih ¢lanova (funkcija pribliznih koordinata i mjerenih kuteva
koji ispunjavaju uvjet zatvaranja horizonta
v — vektor popravaka
A — konfiguracijska matrica
x — vektor nepoznanica

P — matrica teZine

O¢igledno, cilj naSih ispitivanja nije problem datuma mreZe veé ispitivanje alge-
barske korelacije mreZe.
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Na osnovu sl. 2 lako se uspostavi funkecionalna veza izmedu najvjerojatnije vri-
jednosti kuta @3

~ ~ ~ ~

A iy =N g ¥

oy = arctan -,J—}r'i — arctan -i:——,—“ (2-2)
i Xk X — Xk

Linearizacijom (2-2) dobije se dobro poznata popravka za mjerni kut g

VT: = (g — ay) dx¢ + (byy — byy) dyyx + a;dx; + bydy; — apdx; — b dy; — Iy
(2-3)
zdje je:
Pfj = °'-li:j — (Vkpe — Yiio)
&}j == ng + V}j (2"4)

a i b — koeficijenti jednadZbi popravaka dobiveni na osnovu parcijalnih deriva-
cija izraza (2-2) po nepoznanicama dx; dy;, dxj, dyj, dx, i dy,.

2.2. Izjednadenje gradskih trigonometrijskih mreZa uzimanjem u obzir korelacije
izjednaéenih kutova na stajaliftu

U ovom slugaju dobije se slijede¢i model izjednagenja

e=Ax—u
ATQ;' - Ax — ATQ;'-u=0 (2-5)
x=(ATQy'-A)~' - ATQ{' - u,
gdje je:

e — vektor popravaka
A — konfiguracijska matrica
x — vektor nepoznanica
u — vektor slobodnih &lanova
Q, — matrica koeficijenata teZina koreliranih, mjerenih kuteva, odnosno kuteva

koji ispunjavaju uvjet zatvaranja horizonta.
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Fermiranje matrice koeficijenata tezina Q, podrobno je objadnjeno u [6]
str. 226, te ta problematika u ovom radu nece biti posebno tretirana.

2.3. Izjednacenje gradskih trigonometrijskih mreZa na osnovu mjerenih kute-
vae na stajalidtu

Model kojim se obavlja ovo izjednaenje potpuno je identiéan modelu u
2.1 samo se u izjednadavanje ne uvode mjereni kutevi ispravljeni za uvjet za-
tvaranja horizonta, nego direktno mjereni kutevi, odnosno srednja vrijednost
kuta dobivena na osnovu sredine iz obiéno 6 girusa.

Ukoliko bi mrezu izjednacavali metodom uvjetnih mjerenja onda bi se po-
stavilo pitanje ekonomiénosti modela, odnosno da li je bolje mreZu izjednaéa-
vati po modelu opisanom u 2.2 ili u 2.3 samo prilagodenim uvjetnim izjedna-
genjima, koji su jednako teorijski zasnovani i daju identi¢na rjeSenja? Nai-
me, u sluéaju uvodenja matrice teZinskih koeficijenata imali bi manji broj
normalnih jednadZbi, ali zato se vrijeme utro$i u njenom formiranju.

Medutim, u slucaju izjednatenja po metodi posrednih mjerenja, koje se
kod suvremenih rjefenja radi ocjene toénosti isklju¢ivo i primjenjuje, uvijek
je ekonomi¢nije primjeniti model izjednadenja opisan u 2.3, a ne troSiti vrije-
me na formiranju matrice teZinskih koeficijenata i radunanju popravaka sva-
kog mjerenog kuta za uvjet zatvaranja horizonta po pojedinim stajalistima.

3. ISPITIVANJE UTJECAJA ALGEBARSKE KORELACIJE

Da bi se ispitao utjecaj korelacije na raéunanje koordinata banjalucke
mreZe, izjednacena je mreZa ponovno, na isti nadin, po istom datumu mreZe,
ali bez prethodnog stajalinog izjednafenja kuteva. Znadi mjereni kutevi ovog
puta nisu algebarski zavisne veli¢ine. Postavlja se pitanje da li zanemarivanje
korelacije znatno utjefe na vrijednost izjednadenih koordinata.

U do sada autorima poznatim metodama koristila su se dva postupka (v.
[5] str. 19, 20):

a) Granica zanemarivanja u odredivanju utjecaja korelacije d dobivala se po
formuli:

|A] (1/3 za mjerenje visoke toénosti)
Ad=———F—<1/3 z i ] ) (3—1)
my ili m (2/3 za mjerenje manje to¢nosti),
gdje je:
A — razlika dobivenih rezultata (koordinata) izjednadenjem uzimajuéi u

ubzir korelaciju i zanemarivanjem korelacije

m, — srednja pogreSka rezultata mjerenja (koordinata) dobivena iz iz-
jednacenja uzimajuéi u obzir korelaciju

m — srednja pogreSka rezultata mjerenja dobivena iz izjednadenja za-
nemarujuéu korelaciju.

b) Za kriterij tolerancije zanemarivanja utjecaja korelacije mogli bi se kori-
stiti slijedeéi izrazi:

|n‘l — mgl

e <o >0 (3-2)
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ili
m —m
——— <a | >0 (3-3)
my
gdje je:
. n
m, = 1nyY mj
i=1
o n
m=1/n¥ m
i=]
Tablica 3.1
Razlika koordinata i
Tocka broi ! Nove koordinate — 5 i Ay |Ax] S‘gniﬁkamlikcul?e
(& 4 1 ~1ni T mm i B
) | kor. po pravilniku k £ = m |
| —yo) | x—xp) y | x
o 243 0.006 | 0011 | 0.038 0.034 0,158 0.324 ’
o9 | —0.027 | —0.015 | 0.027 0.025 1.000 0.600 | * | *
o 1048 ~0.020 | 0.025 | 0.046 0.040 0.433 0625 | % |
o 1049 —0.024 = —0.011 | 0.037 0.039 0.649 0.282 3
51050 | 0.006  —0006 | 0039 | 0036 | 0154 | 0.167
o 1051 —0.013 | —0.010 | 0.032 0.032 0.406 0.313 -
o 1052 ‘ -0015 | 0000 | 0033 | 0031 | 0dS5 | 0000 |
o 1053 0.001 0.001 | 0.031 0.029 0.03 0.034
0 1054 [ —0.013 0.000 | 0.028 0.027 0.464 0.000 | =
c 1055 | —0.009 | —0.014 | 0.028 0.027 0.3 1 0.519 | [ % |
© 1056 0001 | —0.020 | 0.029 0.029 | 0.034 0.690 % |
| © 1087 —0.003 | —0.020 | 0.028 0.079 0.107 0.690 *
| o 1058 —0.004 | —0.013 | €.025 0.025 0.160 0.52C *
o 1059 0.001 | —0.019 | 0.026 | 0.025 0.038 0.760 *
c 1060 | —0.013 | —0.009 | 0.027 | 0.025 0.481 0.360 * %
o 1061 —0.006 | —0.002 @ 0.028 0.026 0.214 0.077 ,
o 1062 0.008 —0.025 | 0.033 0.028 0.242 0.893 | | *
| o 1063 0.001 = —0.002 | 0.044 0.034 0.023 0.059
o 1064 0.007 | —0.009 | 0.030 0.030 0.233 0.300
o 1065 0.003 | —0.011 | 0.027 0.025 0.111 0.440 -
o 1066 —0.009 0.000 | 0.026 0.027 0.346 0.000 *
o 1067 | —0.002 | —0.003 | 0.026 0.027 0.077 0.120 ‘ ‘
o 1068 —0.014  —0.005 | 0.025 0.024 0.560 0.208 *
| & 1069 | —0.021 | —0.005 | 0.025 0.022 0.840 0.227 s l
| o 1070 - —0.012 | —0.013 | 0.024 0.022 0.500 0.591 X% *
o 1071 —0.015 | —0.019 | 0.022 0.022 0.682 0.864 * *
‘ o 1072 . —0.013 | —0.010 | 0.023 0.024 = 0.565 0.417 v X
o 1073 | —0.017 | —0.009 | 0.026 0.022 i 0.654 0.409 ¥ ¥ |
| o 1074 | —0.019 | —0.007 @ 0.028 0.028 0.679 0.250 o i
o 1075 . —0.013 | —0.015 | 0.022 | 0.030 | 0.591 0.500 * * |
o 1076 —0.016 | —0.007 | 0.031 = 0.034 0.516 0.206 *
| © 1077 I —0.018 | —0.031 | 0.046 | 0.044 ‘ 0.391 0.705 * 3% lI
Y4 = 40.03¢ X4 = +0.037 18 16

- = —0316 — = —0310
Y = —0282 & = —0.273
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Prema [5] str. 20, najéeSce se za ¢ uzima vrijednost do 5%b.

Na osnovu modela opisanog u 2.1 obavljeno je ranije izjednadenje trigo-
nometrijske mreze Banja Luke, a u ovom radu ponovno je izjednaéena banja-
lu¢ka mreza po modelu 2.3. Upravo, Tablica 3.1 daje pregled rezultata izjedna-
¢enja. odnosno razlika u koordinatama.

Na osnovu numeri¢kih pokazatelja iz Tablice 3.1 i na osnovu Kkriterija
Ad < 1/3, moZe se zakljuditi da od ukupno 32 toc¢ke koje su udle u izjednadenje,
25 toaka pokazuju signifikantne razlike bilo u koordinati x ili y (78%), 9 to-
¢aka ima znadajne razlike u obje koordinate (28%), 18 tofaka u koordinati ¥
(56%0) i 16 tofaka u koordinati x (50%). Osim toga, razlike koordinata su u-
glavnom istog predznaka (XZ(y—y,) = —0.282, I(x—x,) = —0.273) Sto nas
upucuje na zakljufak da znemarivanje korelacije izaziva pogreske sistemat-
skog karaktera, §to je u potpunoj suglasnosti s teorijom zasnovanosti pogre-
ske.

Oba postupka u odredivanju granice zanemarivanja utjecaja korelacije a
i b zahtjevaju ra¢unanje razlika koordinata pojedinih tofaka (postupak a) ili
pak razlika srednjih pogreSaka (postupak b). Postavlja se pitanje da li smo
mogli doéi do signifikantnih pokazatelja o utjecaju korelacije za mrezu u glo-
balu a ne razmatrajuéi svaku toc¢ku zasebno? U tu svrhu prikazat éemo ukrat-
ko globalni kongruentni test.

3.1. Kratki prikaz globalnog kongruentnog testa
Podetni model baziran je na poznatim jednadZbama pogreSaka pri posred-

nom izjednacenju:
11 : Vi A; 0 ;(1 3
L]+ E]=16 alli] 9

gdje je:
1, — vektor prikrac¢enih mjerenih veli¢ina pri ¢emu mjereni kutevi ispu-
njavaju uvjet zatvaranja horizonta
l, — vektor prikracéenih direktno mjerenih veli¢ina pri ¢emu mjereni

kutevi ne ispunjavaju uvjet zalvaranja horizonta

A, i A, —identitne konfiguracijske matrice (posto se radi o istoj mreZi)

X, — vektor nepoznatih koordinata dobiven izjednalenjem iz kuteva koji
prethodno ispunjavaju uvjet zatvaranja horizonta

x, — vektor nepoznatih koordinata dobiven izjednadenjem iz direktno
mjerenih kuteva.

U cilju ispitivanja utjecaja korelacije svrsishodno je pretpostaviti stohasti¢ku
nezavisnost vektora mjerenih veli¢ina 1, i 1, odnosno kovarijancna matrica
K,, ima sljedeci oblik

s o]

gdje je sigurno varijanca jedini¢éne teZine 3: za oba vektora mjerenih veli¢ina
identi¢na (radi se o istim mjerenim veli¢inama).
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Osim toga, zbog zanemarivanja utjecaja algebarske korelacije matrica Q,,
je dijagonalna, a kako ne uvodimo fizikalnu korelaciju, odnosno nepoznat nam
je njen utjecaj, obje matrice Q;; i @, su dijagonalne i medusobno jednake.
Mjerenjem kuteva u 6 girusa i sa pretpostavkom jednake to¢nosti matrice Q;
(i=1,2) osim ito su jednake i dijagonalne mogu biti i jedini¢ne. Da bi stati-
stickim metodama dosli do zakljutka da li utjecaj zanemarivanja algebarske
korelacije daje signifikantne razlike u koordinatama tofaka mreze, usposta-
vimo nul hipotezu

Ho:%:— %, =0 (3-6)

ili opéenito
X,
Ho:[—-EE]-[ﬁ ]=0 3-7

gdje je: E — jedini¢na matrica

Uvodenjem uvjeta nul hipoteze u model izjednacenja (3—4) promjenit ¢e se
suma kvadrata popravaka () za izraz

x @ (AT A7 0 =B1AY e W
R::(xz_-xt)-r- [[_E B][ 0 (ATA2)+] ’ I: E]] '(xﬁ-_xl)_'
(3-8)
isa

Q = (ATA)* (3-9)
R=(%, —X)" - (Qq +Qa)* + (X2 — X1)™, (3-10)

ili uz

Ay = A,

R=(%; — X)T+ (2Q)* : (X2 — ). (3-11)

Stupanj slobode ovog kvadratiénog oblika R daje opfenito rang zbroja ma-
trica (Q; + Q) tj.

h=r(Q, +Qa)=r(2Qy) (3-12)
U naSem sluéaju radi se o jednakom broju nepoznanica u, pri izjednacenju bez

uzimanja u obzir korelacije i s korelacijom, i ako oznacimo opcenito s dj, ne-
odreden broj datumskih parametara tada za (3—12) vrijedi

h=u—dp (3-13)

* Oznaka + pokazuje da (AiTAi) moze biti i singularna matrica ¢ija deter-
minanta moZe biti jednak i nuli, (§to naravno ovisi o datumu mreZe).
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procjenjena vrijednost s} iz izraza (3—4) dobit ¢e se po formuli

Q VIP, v, + VIP,v Q
3: == 1 1 l 2 2 2 == e— t—1 — -
Sa S f +% F P, =P:=E) (3-14)

sa
fi=n,—~u+dp

odnosno za na§ konkretan sluéaj
fi=f,=n, —h

a ako imamo klasi¢no izjednadenje bez neodredenih parametara
f, =1, =n, —u,

gdje je:

n; — broj mjerenja

u; — broj nepoznanica

Sa vektorom razlike koordinata

d=%,— %, (3-15)
dobit ¢ée se opéenito test veli¢ina
AT - 3 A
FH = d (2Ql) d oy zR (3"16)

h-s} 83+ h

Prema usvojenom nivou signifikantnosti (1—e) i iz odredenih statistickih ta-
blica (F — razdioba) po argumentima h i f vadi se grani¢na vrijednost F,

Fg =Fugi-« (3-17)

Ukoliko je Fy; > F, test odnosno nulta hipoteza se ne prihvaca i postoji signi-
fikantna razlika izmedu izjednaenja po Pravilniku i ispravnog teorijskog rje-
Senja, u protivnom ako je Fyy < F, moZe se prihvatiti nulta hipoteza da oba
rjeSenja daju identi¢ne rezultate.

Ukoliko bismo Zeljeli ispitati koje toc¢ke imaju signifikantne razlike, tada
bi primjenili testove lokalizacije, opisane u [2] str. 389, te ih ovdje ne¢emo po-
sebice obradivati.
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4. RELATIVNA ELIPSA POGRESAKA

Cesto puta osim to¢nosti koja se odnosi na pojedine to¢ke mreZe, zanima
nas relativna to¢nost izmedu dvije to¢ke npr. P; i P. Pogotovo kada se izmedu
totaka gradske trigonometrijske mreZe umecéu poligonski vlakovi, tada je vrlo
vazna relativna to¢nost susjednih totaka mreze. O toj tofnosti i naravno od
tofnosti mjerenja duljina i kuteva u poligonskoj mreZi ovise linearne i kutne
nesuglasice u poligonskim vlakovima.

U cilju dobivanja relativnih pogresaka, potraZit c¢e se razlika koordinata

& Ax ;{k e i' o F & 4-1
Ry = =R I:&Y]u“ [g'k_g'l:l e S (41
gdje je:
Fi = [0...0...—E;...E;...0...0,] (4-2)
i
1 0
E= 0 1

Primjeni 1li se zakon o prirastu pogreSaka na (4—1) dobit ¢e se kovarijancna
matrica

X =Fi* TuFik = s: + QRa 4-3)
odnosno
Qaxax 9axa
Kﬁ = [ : * y] ZQu”}‘Qkk"Qik — Qui (4‘4)
qx.‘w.-i'ux QAyAy
gdje su:

Qii! Qkk! Qik’ Qki podmatrice dmenz-ija (2 * 2)
Iz (4—4) mogu se izra¢unati elementi relativnih elipsi pogresaka

age = 1/2 55 (Qaxax + Qayay + Wa)
age = 1/2 83 (Qaxax + Qayay — Wg) (4-5)
g ZQI!B = 2qAxﬂy!(q.'1x-_‘\x - q.\y.&y):

gdje je:

W = V(Qaxaz — Qayay)® + 4q5zay (4-6)
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Elementi relativnih elipsa pouzdanosti ra¢unaju se po formulama
Apep = 2 ° | AR
b;EP = 2 * Fz'f'l—: . b;E (4-7)

QREP:QRB

Za na8 primjer sl. 1 uzeto je ¢ = 5%, a f je broj stupnjeva slobode (f = n—u
= 214—64 = 150) odnosno broj prekobrojnih mjerenja.

5. ZAKLJUCAK

Na osnovu provedenih ispitivanja utjecaja algebarske korelacije u trigo-
nometrijskoj mrezi Banja Luke moZe se zakljuéiti da se zanemarivanjem alge-
barske korelacije ili izjedna¢enjem na osnovu Pravilnika II—A prouzrokuju
znatne, umjetne deformacije mreze, koje se pravilnim teorijskim pristupom
lako mogu izbjeéi, npr. upotrebom modela 2.3. Osim toga, za ocjenu toénosti
(zbog umetanja poligonske mreZe) bilo bi svrsishodno koristiti i relativne elip-
se pogreSaka, te za dobivanje realnih statistickih pokazatelja o utjecaju alge-
barske korelacije globalni kongruentni test. Naravno da bi bilo korisno ispitati
ovaj utjecaj i u ostalim gradskim trigonometrijskim mreZama te zakljucke po-
opéiti.

Na kraju Zelimo istac¢i da je ovaj rad sufinancirala Republi¢ka zajednica za
znanstveni rad SR Hrvatske te joj se najljepSe zahvaljujemo.
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SAZETAK

U ovom radu analiziran je utjecaj algebarske korelacije u trigonometrij-
skoj mrezi Banja Luke. Na osnovu provedenih ispitivanja moze se zakljuditi
da zanemarivanje algebarske korelacije izaziva deformaciju mreZe i znatniju
promjenu koordinata u cca 80% to¢aka mreZe. Osim toga, dat je teorijski pri-
kaz globalnog kongruentnog testa koji se moze vrlo uspjeSno koristiti za do-
bivanje realnih statistickih pokazatelja za ispitivanje utjecaja algebarske ko-
relacije.

ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Aufsatz ist der Einfluss der algebraischen Korrelation in dem
Triangulationsnetz von Banja Luka analysiert. Auf Griinde der durchgefiihrten
Untersuchungen kann man feststellen, dass die Vernachldsigung der alge-
braischen Korrelation die Netzdeformation und eine Verdnderung der Koor-
dinaten hervorruft. Ausserdem, ist die theoretische Darstellung den globalen
kongruenten Tests, das man auch fiir die Gewinnung von reellen statistischen
Grossen bei der Untersuchung der algebraischen Korrelation anwenden kann,
gegeben.
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