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JEDNA NOVA INTERPRETACIJA KOEFICIJENTA
LINEARNE KORELACIJE PRI OBRADI PODATAKA
MJERENJA

Svetozar PETROVIC, Nada VUCETIC, Kresimir COLIC — Zagreb*

1. UVOD

U ovom se radu opisuje jedna nova interpretacija koeficijenta linearne
korelacije, koja je u prakti¢noj primjeni dala veoma interesantne rezultate
opisane u [6] (Coli¢ i dr. 1986), [3] (Coli¢ 1987) i [19], [20] (Vudetié 1986, 1987).
Kako su navedeni radovi posveéeni mnogo vie analizi dobivenih rezultata,
nego opisu same metode (a dva posljednja su osim toga i teZe dostupni) sada
smo si postavili cilj da prezentiramo prvenstveno nadin razmi$ljanja koji
stoji iza svega i damo formule za praktiéno izraéunavanje. Naime, ¢ini nam se
da ovakav pristup ima smisla u mnogim slucajevima kada se Zele istraZivati
korelativne veze medu podacima koji su rezultat mjerenja izvrienih u pojedinim
totkama prostora, tj. kad podaci pokazuju plodno ili linijsko rasprostiranje.
U daljniem tekstu pretpostavijamo da je ¢italac u nekoj mjeri upoznat s
pojmom, nadinom izratunavanja i uobi¢ajenom interpretacijom koeficijenta
linearne korelacije, vidi npr. [14] (Pavli¢ 1985), [13] (Pause 1985) ili [18] (Vranié
1965). Takoder bi bilo poZeljno, zbog primjera na kojima se ovdje predloZeni
postupak razmatra, da se &italac osim s reljefom (topografijom Zemljine fizicke
povrine) veé susreo s plohom geoida (najznatajnijom nivoplohom u geozna-
nostima), s Mohorovi¢iéevim diskontinuitetom (granicom izmedu Zemljine kore
i Zemljinog plasta), te s anomalijama sile teZe, napose tzv. Bouguerovim ano-
malijama. Moramo ipak naglasiti da se cijelo razmatranje moglo provesti i na
nekim drugim primjerima, pa i takvima koji nemaju nikakve veze sa geode-
zijom ili nekom drugom od geoznanosti.

2. MOTIVACIJA

Pri proudavanju postojefeg odnosa izmedu modela plohe geoida, Mohoro-
vitiéevog diskontinuiteta, reljefa Zemljine fizicke povriine i Bouguerovih ano-

* Adresa autora: Svetozar Petrovié¢, dipl. inZ, Nada Vudetié, dipl. inZ., prof.
dr KreSimir Coli¢, dipl. inz., Geodetski fakultet Sveutilifta u Zagrebu, Katiceva 26.
Ovaj rad je nastao u okviru dviju znanstveno-istraZivatkih tema: »Matemati¢ki mo-
deli u geodeziji« i »Regionalno istraZivanje oblika i plimnih valova Zemlje«, koje
se izvode na Geodetskom fakultetu u Zagrebu.



282 Petrovié, S. i dr.: Jedna nova interpretacija..., Geod. list 1987, 1012

malija Zeljelo se ispitati u kolikoj mjeri se oblici pojedine od njih odraZavaju
u oblicima preostale tri. Da bi se to postiglo poduzeto je izradunavanje koefici-
jenata linearne korelacije izmedu geoidnih undulacija, dubina Mohoroviéi¢evog
diskontinuiteta, iznosa Bouguerovih anomalija i nadmorskih visina reljefa na
podru¢ju SFRJ, a rezultati su sukcesivno objavljivani u [9] (Coli¢ i dr. 1982),
[5] (Colié, Petrovi¢ 1984), [7] (Coli¢ i dr. 1985b), [15] (Petrovi¢ i dr. 1985), [4]
(Colié i dr. 1985a). Samo ratunanje je provodeno na uobi¢ajeni naéin, vidi npr.
[14] (Pavli¢ 1985). Kao uzorak koji reprezentira promatrane plohe odabirao se
odgovarajuéi broj n (konaéno mnogo) totaka po cijelom ili po dijelu zahvacenog
podruéja, a dva obiljeZja koja su se usporedivala bile su npr. apsolutne geoidne
undulacije (u odnosu na opéi Zemljin elipsoid) i dubine Mohorovigi¢evog dis-
kontinuiteta, jedne i druge pridruZene pripadnim totkama na Zemljinoj povrsini
(odnosno na plohi referenc-elipsoida), kao i preostale kombinacije od po dva
promatrana parametra.

No, postavlja se pitanje interpretacije dobivenih rezultata. U skladu s
uobidajenim shvaéanjem koeficijenta linearne korelacije, ako je on skoro +1
(odnosno blizu —1) to govori o jakoj linearnoj komponenti stvarno postojece
veze medu promatranim obiljeZjima. Ako se obiljezja mogu predotiti pomocu
dvije plohe, ovo bi se protumaéilo kao postojanje izrazite sli¢nosti (odnosno
jake zrcalne sliénosti) tih dviju ploha. Ovakva geometrijska interpretacija je
u potpunosti ispravna.

Nasuprot tome, ako je koeficijent linearne korelacije blizu nule, tada
eventualna stohasti¢ka veza medu obiljeZjima nema jaku linearnu komponentu.
Buduéi da je cilj ustvari bio ispitivanje u kolikoj se mjeri oblici jedne plohe
odrazavaju u oblicima druge, odsustvo jake linearne komponente treba geo-
metrijski interpretirati. Sam po sebi namece se zakljutak — u skladu s dosad
uobi¢ajenom interpretacijom — da veza medu oblicima dviju ploha, ukoliko
uopée postoji, nije jednostavna (linearna), tj. da plohe nisu ni naroéito sliéne
niti zrealno sli¢ne.

Nazalost, ovaj posljednji zakljuéak je pogresan. Naime, ako je koeficijent
linearne korelacije blizu nule, to moZe, ali ne mora biti posljedica toga Sto
dvije plohe imaju oblike koji se zamjetno razlikuju. Dapade, dvije plohe mogu
imati &ak i posve identi¢an oblik, a da koeficijent korelacije ipak bude blizu
nule ili bas i sama nula. To lijepo ilustrira primjer preuzet iz [19] (Vudeti¢ 1986,
str. 27—28). Promatrana je linearna korelacija izmedu dviju ploha potpuno
jednakog oblika — jedna ploha bio je model geoida za podruéje SFRJ sa
apsolutnom orijentacijom u prostoru kakva je prvobitno dana u [2] (Colié 1979),
a druga ploha taj isti model geoida ali s ponesto promijenjenom apsolutnom
orijentacijom, dobivenom kontinuiranim naginjanjem tog modela oko odabrane
horizontalne osi. Uzorak koji je koriSten za izratunavanje sastojao se od 719
todaka rasporedenih ravnomjerno preko cijelog teritorija i to u rasteru sa
stranicama AB = 10" i AL = 15". Dobiven je na prvi pogled veoma neobian
rezultat: iako su dvije promatrane plohe potpuno identi¢nog oblika, veé i mali
nagibi izazivali su znatne promjene koeficijenta linearne korelacije! Tako je
npr. za nagib od samo 0.034%0 oko odabrane osi koeficijent linearne korelacije
bio ba§ nula! Nastale promjene koeficijenta linearne korelacije pri mijenjanju
nagiba, tj. medusobnog poloZaja ove dvije plohe potpuno jednakog oblika,
prikazane su na slici 1. Kao primjer mogla se odabrati bilo koja ploha
(osim horizontalne ravnine) bez obzira da li ona ima neko fizikalno znacenje,
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npr. neka sluéajno generirana ploha, i rezultat bi bio posve analogan — razlika
bi bila jedino u tome Sto bi se pri naginjanju koeficijent linearne korelacije
mijenjao neSto brze ili nesto sporije.

e R o 20 % \ W%

Slika 1. Mijenjanje koeficijenta linerane korelacije uslijed naginjanja jedne od ploha

Analogna razmatranja mogu se provesti i za jednostavniji, dvodimenzional-
ni slu¢aj, kada se Zeli prouditi kako se medusobno odnose oblici dviju krivulja,
tj. kada dva obiljezja koja se usporeduju predstavljaju ordinate to¢aka koje
leze na tim dvjema krivuljama.

Znadi, uvijek kada se koeficijent linearne korelacije izratunava sa ciljem
usporedivanja dviju pojava koje se geometrijski mogu prikazati kao dvije
plohe (odnosno dvije krivulje), treba biti jako oprezan pri geometrijskom
tumacenju dobivenih rezultata, tj. pri izvodenju kvantitativnih zakljucaka o
sliénosti oblika tih ploha (krivulja).

3. NOVI PRISTUP PROBLEMATICI

Kao §to je u uvodu refeno, u ovom radu nas interesira ispitivanje linearne
korelacije medu pojavama koje su reprezentirane podacima nastalim kao
rezultat mjerenja izvrSenih u pojedinim totkama prostora, ili jo§ preciznije,
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medu takvim pojavama koje se mogu shvatiti kao plohe (npr. geoid, Mohorovi-
diéev diskontinuitet, reljef, ali i mnoge druge). Iz svega dosadadnjeg postaje
jasno da je dobiveni koeficijent linearne korelacije izmedu dviju ploha poslje-
dica dviju komponenti njihovog fakti¢nog odnosa :stupnja sli¢nosti njihovih
oblika i njihovog medusobnog poloZaja u prostoru. Cilj nam je da razdvojimo
te dvije komponente, to¢nije: da razlud¢imo njihove utjecaje na koeficijent
linearne korelacije.

Da bismo postigli Zeljeni cilj, promatrat éemo kako varira koeficijent
linearne korelacije ako mijenjamo medusobni poloZaj dviju ploha tako da jednu
od njih zadrzimo fiksiranom u prostoru, a drugoj mijenjamo poloZaj. Buduéi da
iznos (apsolutna vrijednost) koeficijenta linearne korelacije ne moZe premasiti
1, tj. ne moZe se bez kraja povecavati, on ée u nekom trenutku poprimiti
maksimalnu moguéu vrijednost za dane plohe. Medusobni poloZaj promatra-
nih ploha u tom trenutku zvat éemo najpovoljnijim. Jasno je da je pripadni
maksimalni koeficijent linearne korelacije mjera sli¢nosti oblika promatranih
ploha iz koje su uklonjeni utjecaji njihovog medusobnog polozaja. Naravno
da ée u svakom konkretnom sluéaju trebati potraziti fizikalnu ili neku drugu
interpretaciju i opravdanje razlike izmedu polaznog i najpovoljnijeg poloZaja.

Kao §to je poznato, svaka promjena poloZaja plohe moZe se rastaviti na
translaciju i rotaciju u prostoru. S obzirom na prirodu problema ograniéit
¢emo se samo na takve slucajeve (kao 5to su npr. oni koji su i bili motivacija
za razradu ovog postupka) kod kojih komponenta rotacije oko vertikalne osi
i komponenta translacije okomito na vertikalnu os smiju poprimiti samo veoma
male iznose, sitnije nego Sto je fino¢a datoteka s kojima se radi, pa ih se moZe
zanemariti. Preostaje dakle translacija u vertikalnom smjeru i naginjanje oko
horizontalne osi.

Pokazat ¢emo najprije da translacija u vertikalnom smjeru nikad ne mijenja
koeficijent linearne korelacije. Oznatimo promatrana obiljeZzja (plohe) sa X
i Y. Neka se uzorak koji reprezentira te plohe sastoji od n todaka, tako da su
u svakoj od njih poznate pripadne vrijednosti X i Y. Uz upotrebu Gaussovih
oznaka za sume, koeficijent linearne korelacije moZe se napisati u obliku

__ nXY] - [X][Y)
I'n [X2] — [X]2 )n [Y?] — [Y]*

r(X,Y) = €))

Ako plohu Y translatiramo za iznos a u smjeru vertikale, imamo
Y=Y +a, 2)
pa tada koeficijent linearne korelacije postaje

r(X,Y) = n [XY1] — [X] [Y] .
Vo [X?] = [X]* Jn [Y"?] — [Y']?

(€))

Pomod¢u (2) dobijemo

n[XY]—-XI[Y]=n[X(Y+a]-[X]I[Y+a]l=..=
=n [XY] — [X] [Y]

n (Y% =Y =alY +2)? —~[Y+a])=..=a[¥] - [Y]?
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Sto znadi da je
s CLY) =r (X, Y); (4)

to jest, translacija u vertikalnom smjeru ne mijenja koeficijent linearne kore-
lacije. Prema tome, treba ispitati jedino utjecaj naginjanja oko horizontalne
osi. Izgleda da je potpuno egzaktno rjeSenje teSko pronadi, pa smo se zato
zadovoljili pribliznim rjeSenjem. Pretpostavili smo, §to je u skladu s prirodom
problema na koje smo primjenjivali ovaj postupak, da u obzir dolaze samo
mali nagibi. Prije svake primjene opisanog postupka treba provjeriti da li je
zaista tako. To ée najéedce i biti slu¢aj kada se radi o vrsti problema naznacenih
u uvodu, tj. o usporedivanju dvaju skupova podataka koji su rezultat mjerenja
izvr§enih u pojedinim to¢kama prostora, npr. na Zemljinoj fizi¢koj povrsini.

Neka je polozaj svake tocke kojoj su pridruzene vrijednosti X i Y opisan
pomoéu dviju veli¢ina, ozna¢imo ih B i L, §to mogu biti npr. geodetska Sirina
i duljina, kao u nasim primjerima, ili neke druge koordinate. Mali nagib plohe
Y moZe se priblizno opisati relacijom

Y'=Y+bB+cL (5)
gdje su b i ¢ parametri koji opisuju provedeno malo naginjanje.
Uvritavanje Y” iz (5) umjesto Y u brojnik od (1) daje
n [XY"] — [X][Y'] =n [X(Y + bB + cL)] —

— [X1[Y 4+ bB + cL] = ... =n [XY] — [X] [Y] + (n [BX] —
— [B] [X]) b + (n [LX] — [L] [X]) c.

Ako uvedemo oznake
F = n [XY] — [X] [Y], G =n [BX] — [B] [X], H = n [LX] — [L] [X] (6)
dobit éemo
n [XY"] — [X] [Y"] = F 4 Gb 4 Hc. @)
Na isti nadin sredimo i nazivnik:

n[Y"?] —[Y')?=n[(Y+bB+cL)?] —[Y+bB+cL]?=..=
=n[Y?] — [Y]? + (n [B?] — [B]*)b* + (n [L?] — [L]*)c? +
+2(n [BY] — [B] [YDb +2(n [LY] — [L] [Y])c+
+ 2(n [BL] — [B] [L]) be.

Radi kratkode pisanja uvedimo jo§ oznake:

k, =n [Y?] — [Y]% ks = n [BY] — [B] [Y],
k, =n [B?] — [B]?, ks =n [LY] — [L] [Y], (8)
ks =n [L?] — [L]?, ke = n [BL] — [B] [L],

pa dobivamo

n[Y"’2] — [Y"']?2 = Kk; + kob? + kic? + 2ksb + 2ksc + 2kgbce.
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Sada oznadéimo

V=}n[X?] - X3

®
W =} k; + k;b? + ksc? + 2k,b + 2kse + 2kgbe,
pa konafno umjesto (1) imamo
FX,Y") = F + 3&{—}— Hc . (10)

Relacija(10) daje ovisnost koeficijenta linearne korelacije o parametrima b i ¢
koji definiraju malo naginjanje polazne plohe Y. Kao 3to je reeno na podetku
ovog odjeljka, zanima nas za koji poloZaj plohe Y”, tj. za koje vrijednosti
parametara b i ¢, r (X, Y”) poprima ekstremnu vrijednost.

Kako su F, G, H i V konstante, a W funkcija od b i ¢, nuzni uvijet za
ekstrem glasi:

P

Iy = 2 =0, ro =5 =0, (11)

pa iz (10) dobijemo:
= GVW — (F + Gb + Hc) VW,

To VIW? =
(12)
HVW — (F + Gb -+ Hc) VW,
== Vawz = 0.

Deriviranjem izraza za W iz (9) po b i ¢, te malim sredivanjem dobivamo:

kib 4 ks + kec kic + ks + kgb
wW ’ W ’

W.,: W'__:

pa tako (12) prelazi u
GW? — (F + Gb + Hc) (k,b + kg + kec) _

VW3 0
HW? — (F + Gb + He) (kse +ks +keb) _
VW3 e

sto se svodi na jednadzbe

(F + Gb -+ Hc) (kb + ke + kec) = GW?
(13)
(F + Gb + Hc) (ksc + ks + keb) = HW2.

Ovo je nelinearan sistem jednadZbi s 2 nepoznanice: b i c. Ipak, moZe ga se
egzaktno rije§iti. Dijeljenje prve jednadzbe s drugom daje

kb + kg +kee G

-k;‘C_‘}‘ ks }“ k&b H :
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1z ove jednadZbe moZemo izraziti b:

kG —kH | kG —kH
TEKRH—KG® " kH—KkG

Konaéno uvedimo jo§ oznake

b

kG —keH kG — k,H
PTRH-RG T RH-KG o
pa imamo
b =b,c + b,. (15)

Uvrstimo (9) i (15) u (13), te nakon kraceg sredivanja dobijemo
(—Gkgb, + Hk,b,; + Hks — Gk;) ¢ + (Fkob, + Fkg¢ — Gksby —
- Gkﬁbz + szbz + Hkq, - ZGks)c "'I[" szb; + Fk‘ == (16)
— Gk]_ — Gk4b3 = {),
1z (14) se lako izvede
—Gk6b1 + Hklbl -i— Hk& = Gk3 == 0

—Gkgb, + Hk,b, + Hky — Gks = 0,
§to uvrsteno u (16) daje
(Fk,b, + Fke¢ — Gksb;, — GKs) ¢ + Fkyb, + Fky — Gk; — Gksb, = 0,
to jest

.- —Fk;b, — Fk4_:'r_ Gk, + Gksb, (17)
Fk,b, + Fk¢ — Gksb; — Gks ~
Sada kada imamo izraz za c, relacija (15) nam daje i drugi traZeni para-
metar: b. Dobiveno rjeSenje (vrijednosti b i ¢) zadovoljava nuZni uvjet za
ekstrem (11). Treba jo$ provijeriti da se zaista radi o maksimumu. Kako ta
provijera ne doprinosi bitno shvaé¢anju samog problema — a i pripadni izvod
je prili¢tno obiman — ovdje je izostavljena.
Lako se moze pokazati da je smjer horizontalne osi oko koje je provedeno
naginjanje u odnosu na os B dan pomocu

A = arctg (—b/c), (18)

a iznos samog nagiba v:

v=>bsinA —ccos A (19)
u jedinicama koje su omjer jedinica u kojima je bilo obiljeZje Y i jedinica u
kojima su koordinate B i L.
4. PRAKTICNI POSTUPAK KOD KORISTENJA IZVEDENIH FORMULA

Buduéi da je izvod ipak bio relativno kompliciran, evo kratke rekapitulacije
postupka za prakti¢no izra¢unavanje.
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U n to¢aka Ty, T,, ..., Tn, €iji su polozaji dani sa (By, L), (Bs, Ls), . .. (B, L),
poznate su vrijednosti dvaju obiljezja X i Y, t]. X,, X,, ..., X, i ¥y, ¥, ..., Y,

Racunamo:
—iz (6) : F,G,H
— iz (8) : Ky Ky, Ky, Ky, Ky, Ky
— iz (14) : by, by
— iz (17) : ¢
— iz (15) : b
— iz (18) i (19) : smjer horizontalne osi i iznos nagiba
— na kraju se pomocu (5) moZe plohu Y transformirati u plohu Y”.

Rezultat je naravno dobar jedino ako je ispunjena polazna pretpostavka, tj.
ako je nagib izmedu polazne i novodobivene plohe mali. Tada se smije izracu-
nati trafeni maksimalni koeficijent linearne korelacije r (X, Y").

Ono sto slijedi je naravno najvaznije. Iz maksimalnog koeficijenta linearne
korelacije r(X.Y”) koji je osloboden utjecaja medusobnog polozaja dviju
promatranih ploha treba izvesti zakljucke o stupnju sliénosti njihovih postojeéinh
oblika. Takoder je interesantno koliko se r (X, Y"”) razlikuje od r(X,Y) koji
je bio posljedica i oblika i polozaja, kao i koliki nagib je uzrokovao tu pro-
mjenu koeficijenta linearne korelacije. Konaéno treba razjasniti da li proizaslo
naginjanje ima neko fizikalno ili drugo objasnjenje koje bi bilo u skladu s
prirodom razmatranog problema.

5. PRIMJER PRIMJENE OPISANOG POSTUPKA

Apsolutno orijentirani astro-geodetski model geoida za podruéje SFRJ
dobiven je po prvi put fitovanjem (prilagodenjem) po metodi najmanjih
kvadrata Muminagi¢evog »realnog geoida« [11], [12] (Muminagi¢ 1971a, 1971b)
na u to vrijeme najnoviji i najbolji uglaéani dugovalni satelitsko-terestric¢ki
model GEM10, &to je detaljno opisano u [1] i [2] (Colié 1978, 1979). Tada dobi-
veni rezultat prikazan je ovdje na slici 2. Prilikom ispitivanja linearne korela-
cije izmedu takvog modela plohe geoida i Mohorovi¢icevog diskontinuiteta,
Bouguerovih anomalija, odnosno visina reljefa, §to smo uradili koristeéi vri-
jednosti u 719 tocaka rastera (sa stranicama A B = 10" i A L = 15"), rasporede-
nih ravnomjerno preko teritorija Jugoslavije. dobivene su neo¢ekivano niske
vrijednosti koeficijenata linearne korelacije (—0.25, —0.18, odnosno -+0.01).

Kako je cd pocetka, zbog male povriine jugoslavenskog teritorija i velike
uglacanosti koristenog dugovalnog modela geoida GEMI10, postojala izvjesna
skepsa da li je model geoida sa slike 2 ba$§ najsavrienije apsolutno ori-
jentiran u prostoru, ima smisla postaviti pitanje da li neka mala promjena
njegove apsolutne orijentacije bitno mijenja spomenute koeficijente linearne
korelacije. Po postupku opisanom u ovom radu izra¢unato je kako bi trebalo
nagnuti postoje¢i model geoida da koeficijent linearne korelacije izmedu
njega i Mohorovic¢i¢evog diskontinuiteta bude maksimalan. Analogno izracu-
navanje provedeno je i za odnos geoida prema Bouguerovim anomalijama,
odnosno reljefu. Kako su sva tri dobivena rezultata bila medusobno relativno
sli¢na, a vodila su na veoma veliko povecanje koeficijenata linearne korelacije
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(—0.84, —0.69, +0.69). uzeta je izvjesna »srednja vrijednost« triju spomenutih
naginjanja i tako je dobiven novi model geoida (slika 3) koji ima bolju
apsolutnu orijentaciju, vidi [6] (Coli¢ i dr. 1986).

Mnogima ¢e ovakav novi i neuobi¢ajeni nadin izvodenja apsolutne orijen-
tacije geoida pomocu njegovog uskladivanja sa navedena tri fizikalna para-
metra izgledati na prvi pogled neprihvatljiv, ili barem neprihvatljiviji od
starog dobrog fitovanja po metodi najmanjih kvadrata. Zato je nakon svega
ponovno uradeno i takvo fitovanje, ali ne na stari GEM10, nego na najnovije
satelitsko-terestricke modele GPM2 [21] (Wenzel 1985) i RAPP81 [16] (Rapp
1981), vidi [8] (Coli¢ i dr. 1987). Na slici 4 prikazan je rezultat fitovanja Mumi-
nagiéevog modela geoida na GPM2 (nesto sliéno daje i fitovanje na RAPP81).
Medusobne razlike i sli¢nosti slika 2, 3 i 4 moZe ¢italac lako sam uodéiti.
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Slika 2. Astrogeodetski model geoida za podru¢je SFRJ u apsolutnoj orijentaciji

postignutoj fitovanjem (prilagodenjem) realnog geoida po Muminagicu na odgova-
raju¢i dio dugovalnog modela GEMI10.

Dakle, u ovom primjeru izvrieni nagib ima veoma jasnu interpretaciju —
stvarno poboljsanje apsolutne orijentacije postojeéeg (iskljud¢ivo na temelju
astrogeodetskih otklona vertikale izra¢unatog) modela geoida za teritorij SFRJ.
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Slika 3. Model geoida za podruéje SFRJ dobiven pobolj§anjem apsolutne orijenta-

cije modela sa slike 2 na temelju maksimalnih koeficijenata linearne korelacije.

6. SLUCAJ DVIJU KRIVULJA

Prema na8im iskustvima, potreba za ovakvom usporedbom oblika dviju
krivulja ¢e se rjede pojaviti nego potreba za usporedbom dviju ploha. Ipak,
kako se sam postupak ne da napisati doslovno kao specijalni slu¢aj gore opi-
sanog za dvije plohe, dajemo ovdje kratki opis samog ra¢unanja.

Neka je krivulja reprezentirana sa n tofaka T,, T, ..., T,, &ji su polozaji
dani sa By, By ..., B,, a poznate su vrijednosti dvaju obiljeZja X i Y, tj.
X, Xy ones Bn i ¥ Ys ones Yy Polazimo: od:

Y=Y +bB. (20)

i rac¢unamo
F=n[XY] — [X][Y], G =n[BX] - [B][X],
ki =n[Y?] — [Y]3,

k; = n [B?] — [B]?, (21
ky = (n [BY] — [B] [Y]),
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Slika 4. Astrogeodetski model geoida za podrugje SFRJ u apsolutnoj orijentaciji
postignutoj fitovanjem realnog geoida po Muminagi¢éu na odgovarajuéi dio novog
geopotencijalnog modela GPM2.

te na kraju
_ le g Fk3
~ Fk, — Gky'

Buduéi da se promatrane krivulje nalaze u istoj ravnini, pojam smjera osi
oko koje se naginje ovdje nema smisla, dok je naginjanje w koje treba izvrsiti:

w="b, (23)

u jedinicama koje su omjer jedinica u kojima je bilo obiljeZje Y i jedinica u
kojima je koordinata B.

b (22)

Sama transformacija (malo naginjanje) krivulje ide, jasno, po formuli (20).

Primijer:

Ve¢ na prvi pogled vidljivo je da su dvije krivulje sa slike 5a po svom
opéem toku u priliénoj mjeri zrcalno sli¢ne. Ako se pokusa pomocéu koeficijenta
linearne korelacije kvantitativno izraziti tu slinost, npr. u svrhu izvodenja
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Slika 5. Polazni polozaj dviju promatranili krivulja (a) i njihov medusobni najpo-
voljniji poloZaj nakon provedenog naginjanja jedne od njih (b).

zaklju¢ka u kojoj mjeri je sli¢nost ovih dviju krivulja manja ili veéa nego
medusobna sli¢nost nekih drugih dviju, dobija se koeficijent linearne korelacije
r = —0.85. Kao §to je obja3njeno ova vrijednost je posljedica dvaju faktora:
medusobnog polozaja krivulja i sli¢nosti njihovih oblika. Zato ne bi bilo dobro
ovaj iznos direktno usporedivati sa pripadnim iznosom za neke druge dvije
krivulje, nego bi kao kvantitativnu mjeru sliénosti trebalo koristiti maksimalni
koeficijent linearne korelacije. Po ovdje opisanom postupku proizaslo je da bi
trebalo prvu krivulju nagnuti za 0.010%¢ (slika 5b) $to dovodi do porasta
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koeficijenta linearne korelacije na —0.93. Upravo ova vrijednost je dista
mjera sliénosti oblika dviju krivulja oslobodena utjecaja njihovog medusob-
nog poloZaja.

Uodimo da u ovom slu¢aju potrebno naginjanje nije naroc¢ito wveliko.
Takoder, porast koeficijenta linearne korelacije (sa —0.85 na —0.93) je, za
razliku od ranijeg primjera, priliéno mali. To nije narodito ¢udno ako se uzme
u obzir da je ve¢ polazna vrijednost (—0.85) bila po iznosu priliéno visoka, a
uopée moguce ekstremne vrijednosti su —1 i +1. Naravno da se pojavljuje
i ona treéa vrsta primjera — polazni koeficijent linearne korelacije blizu 0,
a maksimalni ne mnogo veéi — to se dogada kada oblici dviju krivulja (ili
ploha) zaista ne pokazuju u nekoj znatnijoj mjeri sliénosti u ponaSanju.

Usput, slika 5 ilustrira jo§ ne$to. Obi¢no se u literaturi uzima da je
korelacija dobra ako je koeficijent linearne korelacije po iznosu veéi od 0.5,
vidi npr. [18] (Vrani¢ 1965) ili [10] (Klak 1982). Poneki autori to detaljnije
razvrstavaju: prema [17] (Serdar 1972) iznos izmedu 0.5 i 0.7 »pokazuje vezu
koja ima prakti¢nu vaZnost«, od 0.7 do 0.9 »usku vezu«, a veéi od 0.9 »vrlo usku
vezu«, Neiskusan ¢italac ée tada na temelju vrijednosti —0.93 oéekivati skoro
savrSeno linearnu vezu medu obiljezjima, tj. gotovo potpuno zrcaljenje oblika
jedne krivulje u drugoj. PaZljiviji pogled na sliku 5b pokazuje da se ipak u
razlici izmedu —0.93 i —1 jo$ uvijek kriju znatne nelinearnosti (odnosno geo-
metrijski reeno, nesli¢nosti). Zato smatramo da pri proglasavanju vrijednosti
koeficijenta linearne korelacije za relativno visoke, jako visoke itsl., treba
biti mnogo oprezniji, nego li je to inade uobicajeno.

7. ZAKLJUCAK

Sada je oéito da ¢ak i kod ispitivanja najjednostavnije moguée veze izmedu
dviju pojava — linearne veze — postoje zamke na koje treba paziti. Ako se
iz koeficijenta linearne korelacije Zele izvoditi kvantitativni zakljuéei o odnosu
oblika dviju ploha, tada njegova uobicajena interpretacija koja zanemaruje
da je u tom slucaju svakoj tocci osim dvaju promatranih obiljezja pridruzen
i poloZaj, moZe dovesti do pogrednih zakljuc¢aka, za §to ima dosta primjera u
postojec¢oj literaturi. Zato je u takvim slu¢ajevima izlaz u primjeni ovdje
opisanog postupka koji razdvaja utjecaj sli¢nosti dviju ploha od utjecaja nji-
hovog medusobnog poloZaja u prostoru. Ne treba posebno dokazivati da se i
za »plodni sluéaj« i za »krivuljni sluéaj« moze bez sumnje naéi ogroman broj
primjera za njihovu uspjeinu primjenu, i to ne samo u geodeziji i uopée u
geoznanostima, nego i u Sirokom podrué¢ju tehnickih disciplina i drugdje. Zbog
toga smatramo ovakav dosad neuobifajeni pristup rjeSenju razmatranog
problema veoma znacajnim i korisnim ne samo s teoretske veé¢ i s prakti¢ne
strane.
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SAZETAK

Razmatraju se moguénosti geometrijske interpretacije koeficijenta linearne
korelacije pri istrazivanju korelativne veze medu podacima koji su rezultat
mjerenja izvrSenih u pojedinim to¢kama prostora. Radi se dakle o slu¢ajevima
kada se koeficijent linearne korelacije pokusava shvatiti kao mjera sli¢nosti
oblika dviju ploha, odnosno dviju krivulja. U ovom radu pokazano je da
uobiéajeni pristup tome problemu moZe dovesti do pogrednih zakljucaka, jer je
koeficijent linearne korelacije izmedu dviju ploha (krivulja) posljedica dviju
komponenti njihovog faktiénog odnosa: stupnja sli¢nosti njihovih oblika i
njihovog medusobnog poloZaja u prostoru. U tom smislu nudi se novi postupak
koji omogucuje razdvajanje tih dviju komponenti. Na taj nadin postaje moguce
da se na temelju koeficijenta linearne korelacije zaista donose korektni kvanti-
tativni zakljuéci o medusobom odnosu oblika dviju ploha ili krivulja.

ABSTRACT

The authors discuss possibilities for a geometrical interpretation of the
linear correlation coefficient in the investigation of the correlative relation
between such data which result from measurements effected at particular
points in space. Hence, it is about cases when one tries to conceive the linear
correlation coefficient as a measure of similarity between the shapes of two
surfaces, respectively two curves. In the present paper, the authors show that
the usual approach to that problem can lead to wrong conclusions, because
the linear correlation coefficient between two surfaces (curves) is the conse-
quence of two components of their actual relationship: the degree of similarity
between their shapes, and their mutual position in space. In that sense the
paper offers a new procedure which enables the separation of those two
components. In such a way, on the basis of the linear correlation coefficient
it becomes possible to draw correct quantitative conclusions about the mutual
relationship between the shapes of two surfaces or curves.
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