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PRIMENA TRODIMENZIONALNOG IZRAVNANJA LOKALNIH
GEODETSKIH MREZA U INZENJERSKOJ GEODEZIJI

Tosa NINKOV — Beograd®

1. UVODNA RAZMATRANJA

Analizirajuéi klasi¢ne i neke savremene metode terenskih merenja u de-
formacionim modelima, i probleme koji iz njih proisti¢u, moZe se zakljuciti da
je, vrlo Cesto, tatnost odredivanja vertikalnih komponenti pomeranja veéa no
Sto je to objektivno potrebno. Tu se pre svega misli na ta¢nost odredivanja
vertikalnih komponenti prostornih deformacija tadaka kojima se aproksimira
geometrija zemljanih brana. Kod veéine postupaka koji se koriste, kod nas
i u svetu, vertikalna komponenta se odreduje nezavisno od horizontalnih
metodom geometrijskog nivelmana. Savremeni niveliri i prateéa oprema
omogucavaju postizanje visoke tacnosti (do = 0,1 mm/1 stanica) merenja u
deformacionom modelu. Zbog velikih visinskih razlika (¢est slu¢aj kod zemlja-
nih brana) i velikih rastojanja proces merenja relativno dugo traje. Pojava
elektronskih teodolita sa prateom opremom za registrovanje podataka me-
renja omogucuju relativno brzo i veoma precizno merenje horizontalnih i
vertikalnih uglova. Ta ¢injenica je inicirala razmisljanje o poku$aju formiranja
trodimenzionalnog deformacionog modela u kome ¢e se prostorne koordinate
odredivati trodimenzionalnim izravnanjem. Mereni elementi formiranog tro-
dimenzionalnog modela su horizontalni i vertikalni pravei i kose duZine. Na taj
nadin se eliminiSe potreba koriS¢enja geometrijskog nivelmana 3to veoma
olakSava i ubrzava rad. Metoda je prakti¢no upotrebljiva uz uslov da se njome
postigne zadovoljavajuéa taénost istovremenog odredivanja koordinata i kota.

U ovom radu su prikazani rezultati istraZivanja primene trodimenzionalnog
izravnanja lokalnih geodetskih mreZa na deformacionom modelu brane Bre-
ltovac kod Bojnika. Ti rezultati pokazuju da se klasiéne metode merenja sa
geometrijskim nivelmanom mogu zameniti merenjima u formiranom trodimen-
zionalnom modelu.

* Adresa autora: Doc. dr To3a Ninkov, Institut za geodeziju, Gradevinski
fakultet, Beograd, Bulevar revolucije 73.
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9. TRODIMENZIONALNO IZRAVNANJE LOKALNIH GEODETSKIH MREZA

Jedina razlika izmedu dobro znanog posrednog dvodimenzionalnog i tro-
dimenzionalnog izravnanja je u vrstama merenih elemenata koji se u odgo-
varajuéim modelima pojavljuju. Kao §to je napred refeno u trodimenzionalnom
modelu se mere horizontalni i vertikalni pravei i kose duzine. Svaki mereni
elemenat u modelu kod posrednog izravnanja omogucava formiranje jedne
jednadine popravaka. Najverovatnije vrednosti nepoznatih se dobijaju uz zado-
voljavanje dobro poznatog uslova

[pvv] = min (M)

u sludaju oslonjene mreZe. U sludaju slobodne trodimenzionalne mreZe bice
zadovoljeni uslovi
[pvv] - min
_ @
XTX - min

gde su:
v; — nepoznate popravke merenih veli¢ina
p; — teZine merenih veli¢ina
x; — nepoznate prostorne koordinate; X = [X;, Xgy.e ey Xjoos Xpyoos X, |

Izravnanjem po gornjim uslovima dobijaju se najverovatnije vrednosti
merenih i traZenih veli¢ina.

2.1 Formiranje jednadina popravaka

2.1.1 Jednadine popravaka za merene kose duZine
Najverovatnija vrednost merene duZine S; izmedu tafaka i i k se moZe
predstaviti jednadinom veze

S =l +Vik = MV(XK -2+ (W —Y)*+ (@2 —2Z)*—C 3)

gde su:

I, — merena duZina

v — popravka merenja posle izravnanja

(Yo X Hy)s (Vi X, H;) — najverovatnije vrednosti koordinata tadaka ki i
M — nepoznata multiplikaciona konstanta
C — nepoznata adiciona konstanta

funkeija veze sa ukljué¢ivanjem pribliznih vrednosti koordinata tadaka, M i C
dobija se sledec¢i oblik:

Ly + vie = M + dM) J [(xxo + dx) — (Kio + dx)]? + [(Yxo + dyi) — (Vio +
+ Vdyp]? + [(Hyo + dH,y) — (Hio + dH)]* — (Co + dc) (4)
Ukoliko se uvede obelezavanje
Sik = Mo | (ko — xw)_z-l—_(y:— 3;'".:)2_—'5' (on —H;0)? =Gy
DX = X40 — Xj05 DY = ¥xo — Y105 DH = Hyo — Hjp
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i izvrdi razvijanje funkcije veze (4) u Tajlor-ov red u blizini dobro odredenih
pribliznih vrednosti, dobija se

as S a8 38
L + vik = Slko + 31 dx, +_di_dXI -4 ?‘dﬁ- dyy + dy; 4+
a8 as as
+ e AH + 5y dHL -+ o dM+ o e+ )

Diferenciranjem funkcije veze i koristeéi gornja obeleZavanja, moZe se dobiti
definitivni oblik jednadine popravaka za merenje kose duZine

DX DX DY DY DH
Vik = _del +_S_d-xk "'—S—dY1+Td g—-——dHI S
+ P aH, 4 saM — de + £ ©)

gde je
flk=S‘Mo‘—Co—flk_slobodni ¢lan
U slucajevima kada su multiplikaciona i adiciona konstanta poznate tada se
iz jednacdina popravaka eliminisu ti ¢lanovi.
2.1.2 Jednadine popravaka za zenitne daljine

Jednaéina veze kojom se povezuju merene zenitne daljine sa tatke i na k
i nepoznatih trodimenzionalnih koordinata tih tataka su date formulom:

X — X)) + (y; — )2
Zy=lx+Vz, = arcth (% Ii;x e g: 1) @)
odnosno
- (Xio + dx — Xj0 — dx)? + (Vio + dyy — yi0 — dyy)?
Zix = arcth H,, + dH, — H;, — dH, ®

Analogno 2.1.1 moguce je razvijanje funkcije veze u Tajlorov red u blizini
dobro odredenih pribliznih koordinata pa ¢e se zamenom parecijalnih izvoda
dobiti definitivni oblik jednacina popravaka merenih zenitnih rastojanja.

DX - DH DX - DH DY - DH

Vi Duon hiok." 82 dx, + Dyor * S = Dyor - S* dyi +
DY - DH . Dior D
1= Dyor - S? dyx + S? dH; — ;?R dH; + fz, ®)

gde su:

Dyor =)/ DX2 4 DY? horizontalna duzina
fzix = Zixy — Iix — slobodni ¢lan jednadine popravaka

Za svaku merenu zanitnu duzinu formira se po jedna jednadina popravaka.
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2.1.3 Jednaéina popravaka za merene pravce

Funkcija veze merenih pravaca i traZenih nepoznatih je definisana dobro
poznatom jedna&inom (koristi se i kod dvodimenzionalnog izravnanja):

RN _ (10)

= vV, =
P = lix + Vp, = arctg e

gde je w; nepoznata orijentacija na stanici i koja se moZe numericki eliminisati.
Postupak dobijanja jednadina popravaka je analogan prethodnim slucajevima
pa ¢e definitivan oblik jednadina popravaka za pravce biti

- - —dx; — dy _— 1
Yo = Dyons % Dyorz = Duors Yt Dior: dy, —do, +1f;, (1)
gde je —f,, = @y, — ®;, — lix — slobodni &lan jednacine popravaka.

2.2 Raéunanje vektora nepoznatih
Vektor nepoznatih X kod trodimenzionalnog izravnanja ima sledeéi oblik
XT = (dxl, dyl, d.Hl, dx;, dy:, dH;, wany dxn, dyn, dHn, dM, dc) (12)

U sludajevima oslonjenih trodimenzionalnih mreZa formiranje normalnih
jednatina, njihovo reSavanje, izraunavanje nepoznatih i ocena njihove tac-
nosti vrdi se saglasno klasiénom izravnanju. U slu¢ajevima slobodnog izravna-
nja, u cilju eliminisanja singulariteta matrice normalnih jednacina, mora se
vrditi njeno prodirivanje matricama G. Matrica G je sastavljena od sopstvenih
vektora koji odgovaraju sopstvenim vrednostima normalnih jednacina koje su
jednake nuli. Oblik i dimenzije matrice G (zavisi od vrste singulariteta matrice
ATPA) su dobro proudeni u geodetskoj literaturi i o njima u ovom sucalju

neée biti redi.
Opsti oblik proSirene matrice normalnih jednadina je prikazan formulom

e o1 [el-[0]-s @

gde su k korelate uslovnih jednadina koje kod slobodnog izravnanja moraju
da zadovolje nepoznate veli¢ine. ReSenjem ovog sistema dobija se

X ATPA GT|"! [ATPI Q R ATP!
MR 0 ] [0 ]=Ix 0 | (4
odnosno vektor nepoznatih se dobija kao:
X = QATP! (15)

Na ovaj nadin dobijaju se traZene nepoznate odnosno nepoznati prirastaji
usvojenih pribliznih vrednosti nepoznatih. Dodajuéi te prirastaje pribliZnim
vrednostima X,, Y,, H, dobijaju se najverovatnije vrednosti prostornih koor-
dinata svake tacke

X = XD "|" dx
Y =Y, +dy (16)

H=H, + dH
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Time je proces odredivanja najverovatnijih vrednosti prostornih koordi-
nata zavrSen.

2.3 Ocena tacnosti trodimenzionalnog izravnanja

Za ocenu tatnosti izvrienih merenja koriste se dobro poznate formule.
Srednje kvadratne greske traZenih nepoznatih ralunaju se po formuli

m; = My VQ; a7

_ [pvv]
I.n“-‘l/N—I—d—u

gde je

— srednja gre$ka jedinice teZine
N — broj merenja
d — defekt matrice ATPA
u — broj nepoznatih
Q;; — odgovarajudi dijagonalni ¢lan korelacione matrice.

Srednja kvadratna greSka proizvoljne funkcije &iji su argumenti nepozna-
ti parametri geodetske mreZe ratuna se po formuli

mp = mo |/ Qee (18)
gde je:
e = Fi * Qu Fir
Q,x — korelaciona matrica nepoznatih
F, = -g—— vektor parcijalnih izvoda funkcije f; po nepoznatima

2.4 Kompjuterski program za trodimenzionalno izravnanje

Po napred prikazanom matematickom modelu uraden je kompjuterski pro-
gram za trodimenzionalno izravnanje slobodne trodimenzionalne geodetske
mreZe.

Ulazni podaci su obradena terenska merenja horizontalnih uglova, zenitnih
daljina i kosih duzina. Na osnovu tih podataka vrsi se automatsko izravnanje i
ocena ta¢nosti izvrienih merenja po napred datom matematitkom modelu.

3. PRETHODNA OCENA TACNOSTI MERENJA U TRODIMENZIONALNOM
MODELU

Prethodna ocena ta¢nosti merenja horizontalnih pravaca i duZina se moZe
izvoditi na uobiéajen i dobro poznat nac¢in. U zavisnosti od Zeljene taénosti od-
redivanja koordinata u deformacionom modelu odreduje se odgovarajuéi in-
strument, uslovi merenja i uslovi taénosti koji moraju biti zadovoljeni u tom
slu¢aju. Ovi postupci su dobro poznati viSe puta u literaturi navodeni (napri-
mer [1]) i to neée biti razmatrano u ovom radu.
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Nesto viSe paZnje mora biti posveéeno merenju zenitnih daljina s obzirom
da na tacnost merenja dominantan uticaj ima dejstvo uvek nepoznate i ne-
predvidive refrakcije. Kako je iz rezultata merenja zenitnih daljina neophodno
eliminisati dejstvo refrakcije, ukoliko se Zeli posti¢i neophodna taénost odredi-
vanja kota (%= 1—5 mm) u deformacionim modelima to se problem moZe resiti
na nekoliko naéina:

1. Simultano obostrano merenje zenitnih daljina za odredivanje kota na
svim tackama u modelu je postupak koji zahteva odredenu opremu i
dva operatora. Zbog toga je ova metoda manje ekonomiéna. Na osnovu
mnogobrojnih istrazivanja ovog postupka proistie zaklju¢ak da se time
veliki deo uticaja refrakcije eliminiSe. U veéini publikovanih radova
(naprimer [2], [3]) sa primenom ove metodologije u mreZama inZenjer-
ske geodezije (strane d < 400 m) postizana je tanost od = 0.5—2 mm.
Ovaj postupak ima nedostatak ako se primenjuje u deformacionom
modelu betonskih brana jer se ne moZe primeniti za odredivanje kota
tadaka na licu brane.

2. Simultano obostrano opaZanje zenitnih daljina izmedu stanice i jedne
tatke mikro mreZe (preporucuje se dve) i jednostrano opaZanje zenitnih
daljina ka tatkama na ispitivanom objektu. U cilju eliminisanja re-
frakcije na jednostrano opazanim pravcima racunaju se koeficijenti re-
frakcije iz podataka perioditnih kontrolnih jednostranih opaZanja ka
ranije opaZanim tatkama mikro mreze. Nedostatak ovog postupka je
taj 5to izbor kontrolnih strana (obostrano opaZane) moZe imati znatnog
uticaja na tadnost sraCunavanja koeficijenta refrakcije jednostranih
pravaca jer se atmosferski uslovi na njima mogu i znatno razlikovati.
Sledeéi faktor koji moZe uticati na ta¢énost odredivanja kota je dinami-
ka uzimanja kontrolnih merenja ka tatki mikro mreZe. Kontrolna me-
renja bi trebalo da se uzimaju sa svakom promenom atmosferskih uslo-
va a to nije jednostavno niti odrediti niti predvideti.

3. Jednostrano merenje zenitnih daljina u celom modelu u periodu kon-
stantnih atmosferskih uslova i prakti¢no zanemarljivog dejstva refrak-
cije. Postupak je veoma nepouzdan i ne preporuduje se za koriiéenje
narotito u slucajevima kada se Zeli posti¢i veta taénost odredivanja
kota my < 5 mm.

4. TRODIMENZIONALNI DEFORMACIONI MODEL BRANE »BRESTOVAC«

Brana »Brestovac« kod Bojnika se veé nekoliko godina osmatra prema
projektu koji se sastoji od klasi¢nih geodetskih metoda. Horizontalna pomera-
nja se odreduju na osnovu merenja horizontalnih pravaca na svim stanicama
mikro mreZe i izvesnog broja baza koje se mere samo u nultoj seriji merenja.
Vertikalne komponente se odreduju na osnovu merenja visinskih razlika u
modelu geometrijskim nivelmanom. U radovima [4] i [5] su predloZena neka
mogucéa osavremenjavanja postupaka odredivanja pomeranja u deformacio-
nom modelu bazirana na koriS¢enje savremenog instrumentarija. Formiranje
trodimenzionalnog modela je jedan dalji korak na putu osavremenjavanja po-
stupka odredivanja deformacija gradevinskih objekata.
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Geometrija trodimenzionalnog modela brane »Brestovac« je prikazana na
(sl. 1). OpaZanja horizontalnih i vertikalnih pravaca u mikro mreZi i ka tacka-
ma na objektu su realizovana sa elektronskim teodolitom WILD T-2000 sl. 2.
S obzirom da WILD T-2000 ima mogu¢nost eliminisanja uticaja kolimacione

Sl 2
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greSke horizontalnog i vertikalnog limba sva opaZanja su realizovana u jednom
poloZaju durbina sa tri viziranja i o¢itavanja. Prema tome za merenje zenitnih
daljina koriS¢ena je najmanje pouzdana metoda. Za merenje kosih duzina
koriS¢en je distomat DI-5. Svi podaci su istovremeno registrovani na registra-
toru GRE-3. Transfer podataka na rac¢unar koji je obavio dalju obradu je bio
automatski preko interfejsa RS232. Paralelno sa ovim merenjima obavljana
su i merenja po klasi¢nom postupku (merenje horizontalnih uglova i geometrij-
ski nivelman). Ti podaci ¢e se iskoristiti za uporedenje dobijenih rezultata sa
podacima iz trodimenzionalnog izravnanja.

Posle terenskih merenja pristupilo se odgovarajuc¢oj obradi podataka me-
renja. Izravnanjem tih podataka su dobijene prostorne koordinate (Y;, X,, Z)
svih tafaka trodimenzionalnog modela i pokazatelji ocene taénosti dobijenih
rezultata.

Tabela 1.
TACRA| = | W | o .

Jem/ Jem]/ [em/ Jem/ Jem/ [em]

A3l 0,23 0,28 0,13 0,31 0,13 0,20
A6 0,15 n 0,19 0,08 E 0,19 0,08 N 0,15
AS 0,24 0,25 0,17 0,29 0,16 0,20
A2 0,21 0,28 0,11 0,21 0,11 0,19
A3 0,17 0,20 _0,10_ 0,21 % ;,10 I B 0,16
A30 0,20 0.17 _O,l: | O,Zﬂ- i i 0,13 j 0,17
101 0,23 0,18 0,13 0,18_ -0,]4 0,23
103 0,49 0,35 0,16 0,52 0,16 0,31
104 0,50 0,29 0,17 0,51 0,16 0,29

107 0,48 0,35 0,20 0,50 0,20 0,33

108 0,48 0,32 0,20 0,48 0,20 0,32
109 0,46 0,33 0,21 0,49 0,20 0,28
111 0,48 0,38 0,24 0,49 h_0,24 0,37
112 0,46 0,36 0,23 0,46 . 0,23 0,36
115 0,49 0,44 0,27 0,51 0,27 0,41

116 0,46 0,42 0,27 0,47 0,27 0,46

117 0,52 0,50 0,31 0,58 0,31 0,43
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U tabeli br. 1 su prikazane vrednosti srednjih greSaka po osama prostor-
nog koordinatnog sistema i polupreénici elipsoida gresaka.

Kod analize ovih podataka mora se voditi raduna da poluprecnici elipsoi-
da prostorne gredke nisu paralelni osama. U okviru izlaznih rezultata se dobi-
jaju parametri (uglovi) koji definisu njihov medusobni polozaj. Iz podataka
izravnanja se vidi da su sve srednje greske po osama koordinatnog sistema
oko = 4 mm u horizontalnoj ravni i oko = 2 mm u vertikalnoj ravni. Ta po-
stignuta taénost uglavnom zadovoljava projektom definisanu ta¢nost odrediva-
nja deformacija od *= 5 mm.

Uporedujuéi najverovatnije vrednosti prostornih koordinata svih tacaka
modela (y;, X;. z;) sa odgovaraju¢im vrednostima dobijenih klasiénim postupci-
ma (posebno x;, y;, iz izravnanja dvodimenzionalne mreZe i Z, iz nivelmanske
mreze) konstatovane su razlike samo u granicama ta¢nosti merenja. To uka-
zuje da se za odredivanje deformacija mogu koristiti trodimenzionalni modeli
¢ime se eliminide stari i vremenski dugotrajni geometrijski nivelman. Ukoliko
se Zeli posti¢i veéa ta¢nost odredivanja prostornih koordinata, a samim tim i
deformacija, za eliminisanje uticaja koeficijenata refrakcije se mora koristiti
prvi ili drugi postupak definisan u poglavlju 3.

5. ZAKLJUCAK

Prikazani postupak primene trodimenzionalnog izravnanja u deformacio-
nim modelima ukazuje da se iz procesa deformacionih merenja moze elimini-
sati stari geometrijski nivelman. Raspolozivi instrumenti sa prate¢im priborom
i uradeni programi za numeri¢ku obradu podataka omoguc¢uju neometanu pri-
menu predloZzenog postupka u praksi. Ukoliko se Zeli posti¢i povecana tacnost
odredivanja prostornih koordinata uticaj refrakcije se mozZe eliminisati nekim
od predlozenih postupaka. Eliminisanje geometrijskog nivelmana iz procesa
merenja, primenom trodimenzionalnog izravnanja predstavlja jednu inovaciju
i osavremenjavanje postupka odredivanja deformacija o kojem se mora voditi
racuna.
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SIZE

U radu se daje prikaz matemati¢ckog modela trodimenzionalnog izravnanja
lokalnih geodetskih mreZa i njegove moguce primene u inZenjerskoj geodeziji.
Efikasna primena trodimenzionalnog izravnanja je omogucena pojavom savre-
menih geodetskih instrumenata za brzo i jednostavno merenje i registraciju
uglovnih i linearnih veli¢ina. Ilustracija moguceg koriSéenja trodimenzionalnog
izravnanja je data prikazom rezultata njegove primene na deformacioni model
brane »Brestovac« kod Bojnika.

ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wird eine Uberischt iiber das matematisches Modell einer
raumlichen Ausgleichung der lokalen geoditischen Netzen gegeben, wie auch
seine Anwendung in Ingenieurgeodisie. Die wirksame Anwendung einer ra-
iimlichen Ausgleichung ist heute mit Benutzung moderner geoditischen Ge-
riten fiir schnelle und einfache Messung und Registrierung der Messdaten
mdoglich. Die Veranschanlichung einer moglichen Benutzung der railimlicher
Ausgleichung wird mit der Ubersicht der Ergebnisen am Damm »Brestovac«
bei Bojnik gegeben.
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