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ALGORITAM ZA ODREDPIVANJE ODSTUPANJA ELASTICNIH
KALUPA OD ZAKRIVLJENIH STARTNIH LINIJA
(EVOLVENTI) NA LAKOATLETSKIM STAZAMA

Miljenko SOLARIC — Zagreb®

1. UVOD

Za iscrtavanje zakrivljenih startnih linija (evolventi)** na lakoatletskim
stazama mora se prethodno iskoléiti dovoljno velik broj to¢aka tako da njiho-
va gustoca bude zadovoljavajuéa, ([1], [3], [4], [5] i [6]). To onda zahtijeva velik
utrofak vremena za iskol&enje, a linija i pored toga velikog napora se obi¢no
ne isrcta pravilno.

Zakrivljene startne linije u obliku evolventi kruznice za utrke na 1000 m,
3000 m, 5000 m i 10 000 m, kao i zakrivljene startne linije u obliku evolventi
od dijela kruzne krivine i dijela pravca za utrke na 3000 m sa zaprekama i
1500 m zadovoljavaju uvjet da su svi trkadi bez obzira na startno mjesto rav-
nopravni, tj. da ¢e natjecatelji postupno preéi u prvu stazu i pri tome preva-
liti jednako dugi put iz bilo koje totke zakrivljene startne linije podinjali na-
tjecanje u odredenoj disciplini.

Znatno manji broj tofaka zakrivljenih startnih linija mora se iskolditi
ako se upotrebi elasti¢ni kalup. On se moze izraditi iz dva tanka Stapa pravo-
kutnog presjeka veée duljine izradenih iz materijala sa dovoljnim modulom
elastitnosti (E) i momentom inercije popre¢nog presjeka (I,). Stapovi su raz-
maknuti za debljinu linije i taj se razmak fiksira samo na nekoliko mjesta
(vidi sl 1), tj. u iskoléenim totkama u kojima se djeluje sa silama Ry, Ry i F,,
gdje jei—1, 2, ... n. U ovom radu ¢e se odrediti jednadZba elasti¢ne linije
kalupa za iscrtavanje startnih linija na lakoatletskim stazama, jer je to potreb-
no da bi se moglo odrediti kolika je potrebna gustoéa (najmanja udaljenost
izmedu) iskoléenih to¢aka evolvente, a da se pri tome kalup savije sa zado-
voljavajuéom to¢nodéu u obliku startne linije.

* Adresa autora: Prof. dr Miljenko Solari¢, Geodetski fakultet Sveuéilidta u
Zagrebu, 41000 Zagreb, Katiceva 26. Ovaj rad je djelomi¢no financirao SIZ zna-
nosti SRH.

** Naziv evolventa dolazi od latinske rijedi evolvere — Sto znaéi razviti, raz-
motati.
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2. ELASTICNA LINIJA KALUPA ZA ISCRTAVANJE ZAKRIVLJENIH
STARTNIH LINIJA — PRIBLIZNO RJESENJE

Greda ¢e se, kao §to se zna iz otpornosti materijala (vidi npr. udzbenik
[7]) savinuti pod djelovanjem popreénih sila u krivulju koja se naziva elastic-
nom linijom. Elastiéni kalup za iscrtavanje zakrivljenih startnih linija je isto
takva tanka greda, te ée se ukratko promotriti savijanje tanke grede i to pri-
mjeniti na elastiéni kalup.

Iz otpornosti materijala se zna da diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije
grede za nacrtani koordinatni sustav na sl. 2 glasi:

A (1)
(+yy  E-L

S
-

I, Sl. 2. Savijanje grede (kalupa)
' pod djelovanjem popreénih sila
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gdje je M — moment savijanja grede, E — modul elasti¢nosti materijala iz
kojeg je nacinjena greda i I, — moment inercije popre¢nog presjeka grede u
odnosu na os z koja prolazi kroz njegovo teZiste. Pri tome je zanemaren utje-
caj transverzalnih sila na progibe grede 5to se moZe uéiniti kad je odnos du-

L
ljine grede L i visine njegovog popreénog presjeka h (h] veci od 10, a da po-

greska u proracunu progiba ne bude veéa od 3%. Taj odnos je kod elastié¢nog
kalupa za iscrtavanje zakrivljenih startnih linija znatno povoljniji, te se
utjecaj transverzalnih sila na progibe kalupa moZe zanemariti.

Upotreba jednadzbe (1) je oteZana, jer je progib odreden pomoéu ove
diferencijalne jednadZbe izraZen u ovisnosti od eliptickog integrala pri ¢emu
e zavisnost progiba od opterecenja nelinearna. Medutim, ako je progib gre-
de mali tada se sa zadovoljavajuéom toéno$éu mozZe uzeti da je

"'H =1g ('15) = )";
odnosno da je

14+ y2 =1,

pa se diferencijalna jednadZzba elasti¢ne linije grede moZe pribliZno napisati u
obliku

y' = —g = (2)

Ova priblizna diferencijalna jednad’ba elasti¢ne linije grede s malim progi-
bom moZe se primjeniti i kao priblizna diferencijalna jednadzba elasti¢ne lini-
je kalupa za iscrtavanje zakrivljenih startnih linija. Naime, detaljna ispitiva-
nja nekih autora pokazala su ¢ak i u sludaju kada su progibi grede jednaki
0,05 od duljine raspona grede da je pogreska u odredivanju progiba iz dife-
rencijalne jednadzbe (2) toliko mala da se moZe zanemariti. Ova primjedba
moZe se primjeniti i na elastiéni kalup, jer kako se vidi iz sl. 1 i pored velikog
opceg savijanja kalupa progib grede izmedu djelujucih sila je relativno mali.
Opcenito za bilo koje polje »i« (gdje je broj poljai=1,2,... n+ 1) moze se
prema jednadZzbi (2) i sl. 3. napisati diferencijalna jednadZba elasti¢ne linije
kalupa u obliku

1=1

) R F,_
W=—g "51.:. X+ ZE_jle (x—Ly_y) (3)

i=1
(Za Li-i o X < Li)
pritomjezaj=1, Fy=01i Lo=0.

Poslije prvog integriranja diferencijalne jednadZbe (3) dobit ¢e se kutovi
nagiba tangenta na elasti¢nu liniju, tj. bit ée

F
P TR E_Ll_ = 2
Yi 2E . Iz X I ZE . I; (x LJ— 1) + Ci} (4)

jui
(zaL;_, <x< L)
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Sl. 3. Kalup i njegova elati¢na linija

gdje su C; konstante integracije, koje se mogu odrediti iz pocetnih uvjeta, da
su na granicama izmedu dva susjedna polja kutovi nagiba tangenti na ela-
stiénu liniju jednaki, tj. da je ¥, = ¥';,, za odgovarajuéi x = L;. Tako se do-
bije da su sve konstante integracije C; jednake odnosno da je

CI = C-’. = alae s e — Cl'|+l — c

te se u jednadZbi (4) moZe napisati umjesto konstante C; konstanta C.
Nakon drugog integriranja dobije se da je progib kalupa izraZen jed-
nadZbom

jo=i

R o N Fio

6E - 1, ' 6E - 1,
i=1

Yi= — = LI—I)J 4+ C =x 4D, ®)

(zaL,_, <x< L)

gdje su D, konstante integracije, koje se mogu odrediti iz po¢etnih uvjeta da

su na granicama susjednih polja jednaki progibi elasti¢ne linije, tj. da je

¥i = ¥;,, za odgovarajuce to¢ke izmedu dva polja, odnosno za x = L,
Tako se dobije da su sve konstante integracije D; jednake, tj. da je

D, — D: = Dn-rl =D

te se u jednadzbi (5) mozZe napisati umjesto D, konstanta D.

Konstante integracije D i C mogu se odrediti iz poéetnih uvjeta da su
progibi kalupa na poéetku u tocki A i na kraju u toc¢ki B jednaki nula. Ako se
uvrsti u jednad?bu (5) da je i = 1, dobit ¢e se iz uvjeta da je na pocetku kalu-
pa u to¢ki A progib nula y, = 0 (za x = 0) druga konstanta integracije
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D=0

Uvrsti li se u jednadZbu (5) da je i = n + 1 dobit ¢e se iz uvjeta da je na
kraju kalupa u to¢ki B progib-nula y,,,=0 (za x=L) prva konstanta inte-
gracije

n+1
- R, z_z Fy_, 3
C=g 1. " &.1,.L &l ©

j=1

Poslije uvritenja jednadZbe (6) u (5) dobije se da je jednadZba elasti¢nih linija
za i-to polje izraZena formulom:

T RA 2 =S __Z Fj—l 3
Yi _GEIZ(L - X—X7) 4 'SE_I'Z"(X'“LJ-l)
j=1

(M

n-+1

Fj_,-x 3

i=1

(Fal_p<x<Ly)

Dakle, pomoc¢u jednadbi (7) moéi ée se odrediti progib kalupa u bilo kojoj
njegovoj tocki. To zna¢i da ¢e se ratunanjem po jednadzbama (7) moéi odre-
diti odstupanje iscrtane linije pomocéu elastiénih kalupa od zakrivljenih start-
nih linija u obliku evolventi kruZnice ili evolventi od dijela pravca i dijela
kruZnice koje se trebaju iscrtati na atletskoj stazi. Zbog toga ¢e se razloga u
slijedeéem poglavlju ukratko izloZiti o jednadzbama evolventi.

3. JEDNADZBE ZAKRIVLJENIH STARTNIH LINIJA U OBLIKU EVOL-
VENTI KRUZNICE ILI U OBLIKU EVOLVENTE OD DIJELA PRAVCA
I DIJELA KRUZNICE

Startne linije u disciplinama u kojima natjecatelji postupno odmah iza
starta prelaze u prvu stazu su zakrivljene linije. Naime, da bi svi takmicari
u odredenoj disciplini bili ravnopravni bez obzira iz koje toCke startne lini-
je podimali natjecanje, tj. da svi trkadi za vrijeme trke predu jednako dugi
put zakrivljene startne linije moraju biti evolvente trajektorije trkaca u prvoj
stazi. Jednad?be tih evolventi su izvedene u radovima [4], [5] i [6], te Ce se
ovdje samo navesti bez posebnog objadnjenja.

Jednadzba evolvente kruznice radijusa R, u polarnom koordinatnom su-
stavu sa ishodistem u sredistu kruZnice (C), tj. trajektorije (putanje) trkaca
u prvoj stazi glasi:

o VR el
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gdje je:
R, — radijus trajektorije trkac¢a u prvoj stazi
R; — udaljenost startne to¢ke T, od sredilta kruZne krivine (C)

B, — polarni kut

Ako se ovaj polarni koordinatni sustav (B, R) s ishodistem u totki C trans-
formira u pravokutni koordinatni sustav (Y, X) s ishodidtem u toeki T, i za-
tim zarotira u pravokutni koordinatni sustav (y,, x,) i ishodistem u tocki T,
tako da os x, prolazi kroz proizvoljno odabranu to¢ku Ty dobit ée se koordi-
natni sustav koji odgovara koordinatnom sustavu (y, x) elasti¢nog kalupa za
iscrtavanje startnih linija (vidi sl. 4 i sl. 2).

Sl 4. Startna linija za utrke na 1000 m, 3000 m, 5000 m i 10000 m, te dio startne
linije za utrku na 1500 m.

Jednadzba evolvente nastale odmatanjem dijela praveca i dijela kruzne
krivine u polarnom koordinatnom sustavu sa ishoditem u srediitu kruZnice

(C) glasi:
L +s s 180°
B sppl=o by Ce ) TR o
L [ar(. tt-'( R, ) RI] s @



Solarié, M.: Algoritamm za odredivanje..., Geod. list 1987, T—9. 211

U, =} mf $1)%,
gdje je:

L; — duljina pravca za trkaga u prvoj stazi
R, — radijus trajektorije trka¢a u prvoj stazi

s; — duljina kruznog dijela staze koji prevali trka¢ u prvoj stazi 'i"?li tj. do
mjesta gdje u prvu stazu ulazi trkaé koji je startao u to¢ki T;.

B; — polarni kut za to¢ku T; evolvente

U; — udaljenost totke T; evolvente od srediSta kruZne krivine C.

Ovaj polarni koordinatni sustav (8, U) moZe se, takoder, kao i u prethodnom
slu¢aju transformirati u pravokutni koordinatni sustav (e, x,) (vidi sl. 5),
tako da os x, prolazi kroz totke T, i T}.

Sl. 5. Startna linija za utrke na 3000 m sa zaprekama, kao i za dio startne linije za
utrku na 1500 m, tj. evolventa od dijela praveca Lg i dijela kruine krivine s;
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4. ALGORITAM ZA ODREDPIVANJE RAZLIKE IZMEPU PROGIBA ELAS-
TICNOG KALUPA y; I KOORDINATA y,; ZA ODGOVARAJUCE TOCKE
EVOLVENTE

Da bi se elasti¢ni kalup savinuo u obliku zakrivljene startne linije (evol-
vente) i da bi on proao kroz iskoléene totke na njega se u njima mora dje-
lovati s odgovarajuéim silama Ry, Ry i F,. Veli¢ine tih sila mogu se odre-
diti iz sistema:

— »n« linearnih jednadzbi (7), tj. jednad?bi progiba kalupa za totke u
kojima djeluju sile F; i
— jednadZbe momenta savijanja grede u totki B

n
ZMH:R,\-L—}:Fi-(L—L,)=0 (10)

i=1
Zbog tih razloga moraju se najprije po jednadzbi (8) ili (9) odrediti koordi-
nate za polarno iskoléenje neke tocke »i« startne linije. Medutim, da bi se
dovelo u vezu koordinate iskoldene todke evolvente i odgovarajuéih progiba
elastitnog kalupa moraju se polarne koordinate (B;, R;) transformirati u pra-
vokutni koordinatni sustav (y,, x,) (vidi sl. 2. sl. 4 i sl 5), kao sto je to
navedeno u 3. poglavlju.

Ocito je da ¢e u sistemu »n« linearnih jednadzbi (7) i jednadibe (10) biti

. Ry . F, e ;o .
nepoznanice: 6E. I i E.1° gd;e indeks j ide od 1 do n -+ 1, a pri tome
je F, = 0. To znadi da ¢e biti n + 1 nepoznanica i isto toliko nezavisnih
linearnih jednadzbi, te se iz sistema jednad#bi (7) 1 jednadzbe (10) mogu
odrediti sve ove nepoznanice.

Zatim c¢e se odabrati todke unutar polja za koje ée se najprije izraéunati
koordinate y,; i x,; evolvente trajektorije trkada u prvoj stazi (startne lini-
je). a iza toga ¢e se za taj isti X.; = X; izratunati veli¢ina progiba y, pomoéu
jednadZbe (7) za polje u kojem se nalazi odabrana totka. Pri tome se u jed-

nadzbu (7) uvrsti izradunata n + 1 nepoznanica: Ra i —Ffi-
6E . I, 6E -1,

Poslije toga se mogu naéi razlike Yei — ¥; 1 ustanoviti da li je dovoljna gu-
stoca iskoléenih tofaka zakrivljene startne linije ili ¢e se ona morati pove-
¢ati. Naime, ukoliko bi razlika Vi — ¥l bila veéa od dozvoljenog odstupanija
na bilo kojem mjestu tada bi se moralo smanjiti razmak izmedu iskoléenih
tocaka evolvente.

LITERATURA

[1] Atletski savez Jugoslavije: Pravila za atletska takmicenja, »Sportska tribinax,
Zagreb, 1977.

[2] Blanu$a D.: Visa matematika, I dio, drugi svezak; Tehnitka knjiga, Zagreb,
1965.

[3] Rieke H.: Vermessung der 400 m — Kreisbogen — Laufbahn mit Messband und
Theodolit, stidwestdeutsche Verlagsdruckerei G. Hornberger, 6757 Waldfisch-
bach — Burgalben/Pfalz.



Solarié, M.: Algoritam za odredivanje..., Geod. list 1987, 7—9. 213

[4] Solarié M., Capek B.: Radunanje elemenata iskolenja zakrivljenih startnih lini-
ja (evolventi kruZnica) za utrke na 1000 m, 3000 m, 5000 m i 10000 m. Geodet-
ski list, 1985, 10—12, 275—284.

[5] Capek B. i Solari¢ M.: Rafunanje elemenata iskoléenja zakrivljenih startnih
linija za utrke na 3000 m sa zaprekama i 1500 m. Geodetski list 1987, 4—&6,
135—141.

16! Solari¢c M. i Capek B.: Die Berechnung von Absteckungselementen fiir Kreisbo-
gen — Laufbahnen., Vermessungswesen und Raumordnung, (pripremljeno za tisak).

71 TimoSenko S.: Otpornost materijala, I dio, prevod s engleskog. Gradevinska
knjiga, Beograd, 1965.

SAZETAK

Za iscrtavanje zakrivljenih startnih linija (evolventi) na lakoatletskim
stazama vrlo pogodno je koristiti elastiéne kalupe. Naime, ako se upotrebe
elasti¢ni kalupi za bojenje zakrivljenih startnih linija tada se ne moraju
iskol¢iti tako gusto totke evolventi.

U ovom radu su izvedene formule za raunanje progiba elasti¢ne linije
kalupa, a i dat je algoritam po kojem se mogu izracunati razlike izmedu
evolvente i progiba kalupa. U slijedeéem radu ucinit ¢e se numeri¢ka analiza
dobivenih rezultata i predloZiti odgovarajuéa rjeSenja, tj. kolika je neophodna
gustoca iskoléenih todaka =zakrivljenih startnih linija u obliku evolventi
trajektorija trkada u prvoj stazi, kad se one obiljeZzavaju pomocu elasti¢nih
kalupa.

ZUSAMMENFASSUNG

Fiir das Kennzeichnen den gebogenen Startlinien — Evolventen auf den
Leichtathletikbahnen ist es sehr giinstig die elastischen Schablonen anzu-
wenden. Nidmlich, wenn man die elastischen Schablonen fiir den oben gennan-
ten Zweck anwendent, es ist nicht notwendig so dicht wie iiblich die Punkte
der Evolvente abzustecken.

In diesem Aufsatz sind die Niherungsformel fiir die Berechnung der
Durchbiegung der elastischen Schablone abgeleitet, und das Algorytmus fiir
die Berechnung den Differenzen zwischen der Evolvente und der Durch-
biegung der Schablone angegeben. Im Aufsatz der néchstens erscheint wird
die nummerische Analyse den erhaltenen Ergebnisse und ein Vorschlag fiir
die geegnetste Losung angegeben, d.h. wie dicht miissen die Punkte der
Evolvente abgesteckt sein, wenn man das Kennzeichnen mit Hilfe der elasti-
schen Schablone durchgefiihrt.
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