Vratari¢, K.: Primena posrednog izravnanja ..., Geod. list 1887, 7—9. 243

UDK 528.142
Originalni 7nanstven rad

PRIMENA POSREDNOG IZRAVNANJA KADA SE KORISTE
KVADRATI MERNIH VELICINA (DUZINA)

Krsta VRACARIC*

Ovim radom ukazace se da se pri izravnanju posrednih merenja mogu
koristiti kvadrati kao slobodni ¢lanovi a da se pri tome dobijaju nepromenjene
linearne vrednosti nepoznatih.

Pri izravnanju, rezultati merenja smatraju se slu¢ajnim velicinama koje
iz izravnanja dobijaju odgovarajuéu popravku. Medutim, moguce je da se
iz izravnanja odreduju popravke kvadrata rezultata merenja. Ovo je bitno
istac¢i zato 5to se kod pojedinih zadataka iz oblasti regresione analize pojavljuju
kvadrati sluéajnih veli¢ina pa nije potrebno vrsiti nikakvu linearizaciju.

ODREPIVANJE POPRAVAKA REZULTATA MERENIH VELICINA

Za svaki rezultat merenja (l;), kako je poznato, moZe se napiszati po
jedna jednacina oblika
e+ =T (X NZ; ... T) (1
=12 01
odnosno preko funkcije (F;) uspostavlja se veza izmedu rezultata merenja (1))
i nepoznatih (X, Y, Z, . . . T).Oblik funkcije F; zavisi od toga na koja se
merenja primenjuje posredno izravnanje. U geodeziji se, kako je poznato,,

mere visinske razlike, duzine i pravei (uglovi). Prema tome, funkcije veze za
ove tri vrste veli¢ina imace sledece oblike:

a) Za visinske razlike

Popravljena vrednost visinske razlike (AH; + V;) izmedu dveju tacaka
dobija se kao razlika najverovatnijih vrednosti njihovih visina

AH, +V, =H, — H, (2)

* Adresa autora: Prof. dr Krsta Vraéari¢, Institut za geodeziju Gradevinskog
fakulteta, Beograd, Bulevar revolucije 73.
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Odgovarajuée jednadine popravaka bice
Vi = 8 Hj o= 8 Hk _;_ fi; fi — (HJIJ - Hko) - A Hl' (3)

Funkcije veze na desnoj strani jednadine (2) su linearne pa su nepotrebna
bilo kakva njihova upro$éenja.

b. za duZine

Popravljena vrednost duzine (S; + V;) izmedu dveju taaka dobija se na
osnovu razlika najverovatnijih vrednosti njihovih koordinata

S, + V=] EYJ'___X;);! +_(Y1 = Yk)z C))
Odgovarajuée jednadine popravaka imace izgled
Vi=aydx;+a,;3x + by, 3y, + b, 3y, +13; (5)
fi =S, — S
gde je:
Q= —ay; = Cos v}
by, = —by; = sin v} (6)

Funkcije veze (4) nisu linearne nego se njihova linearizacija ostvaruje
razvijanjem u Tajlerov red u blizini pribliZnih vrednosti traZzenih tadaka.
c. Za pravce

Najverovatnija vrednost horizontalnog praveca opazanog sa jedne tacke
na drugu moze se izraziti u funkciji koordinata krajnjih tadaka

_Yk

Y,
& T = Z + arctg -
o + V, arctg X, — X, @)
¢ijom se linearizacijom dobijaju jednadine popravaka
VI = a”‘ SXJ T h]k SI}'J + a” Sxk - bLj s_\’k + SZ -+ f| (8)
l-i = v?o -]:'- Zu - ai
gde je:
sin v
Gy = —yy = — —_S—‘lio
(1]
©)
cos v
by = —by; = - ‘S'u'“k‘o‘

ODREPIVANJE POPRAVAKA KVADRATA MERENIH VELICINA

Prilikom odredivanja koordinata ta¢aka luénim presekom koriste se sanio
merena rastojanja. Jedna¢ine popravaka imace izgled (5). Rezultati izravnanja
nece se promeniti ako se jednadine popravaka (5) pomnoze proizvoljnim
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brojevima, naprimer (S;, + S;). Posle mnoZenja jednaéina popravaka (5) vred-
nostima (S;, + S;) dobi¢e se izmenjene jednadine popravaka

vl = (Siﬂ —I— S|) cos V{ SXJ "E‘ (Slo + SI) Cos V} sxk +
+ (Si, + Si) sin v} 3y, (Sy, + Sy) sin v} dy, + S3, — S?

tj.
Vi=2AX,8X, 4+ 2AX,3X, +2AY,,3Y; + 2Ay,3Y, + S}, — S? (10)
jer je
Si, + S = 25,
gde je:
Vi=V, (S, + S (11)

TeZine ovako dobijenih jednadina popravaka (10) mogu se odrediti kao
tezine njihovih slobodnih élanova (f))

f, = 8%, — §7
m} =4S?mi (12)
odnosno
1 1
_ 482 -
Py, 55 Ps,
1 |
— =8 — 13
P[I i Psx ( )
ili
1
ph o Sz' N PS} : p-\'i (14)
i

jer se pri proporcionalnom menjanju teZina dobijaju isti rezultati izravnanja.

Umesto linearnih vrednosti merenih duZina mogu se koristiti njihovi
kvadrati. Tada ¢e funkcije veze imati izgled

Si2 = 8 + Vst = (X; — X)* + (¥, — Y2 (15)

Odgovarajuce jednacine popravaka, posle razvijanja funkcije (15) u Taj-
lorov red, i zadrzavanja samo prva dva Clana reda bice

Vg =2(X; —X,), - X, + 2Ky — X))o - X, +2(Y; — Y - SY, +
F 2(Yx — Yo 3Y, + Sl:., — 5§ (16)
odnosno

Vgt =2AX, - 83X, 4 2AX,, - 3Y, + 2AY,,8Y, +S2 —S3,. (17

Uporedenjem izraza (17) sa izrazom (10) lako se moze zakljuciti da se
radi o istim jednadinama popravaka. Prema tome, umesto linearnih vrednosti
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== - R — — — = = Se—

rastojanja S; mogu se koristiti vrednosti njihovih kvadrata S Pri tome se
tezine u jednadinama popravaka moraju odrediti prema izrazu (14).

Koriste¢i jednacine popravaka (17) dobiée se linearne vrednosti nepozna-
tih (8x, £y) i popravke kvadrata merenih duZina. Popravke linearnih vrednosti
merenih duZina mogu se dobiti polazed¢i od izraza (11).

\'rsl = VSI (Sg ‘ qiﬂ) _ .. gi Vﬁl (IS)
odokle se dobija
2 Vs: - VS|
il e = (19)

Ovim je pokazano da se, pri izravnanju, umesto linearnih vrednosti
merenih rastojanja mogu koristiti njihovi kvadrati pod uslovom da se teZine
pravilno odreduju prema formulama (14).

Radi ilustracije prethodnog tvrdenja uradeno je nekoliko numerickih
primera.

Na pocetku su dati podaci za racunanje koordinata tacke odredene luénim
presekom i to: Koordinate datih taéaka, merena rastojanja i skica.

o2
A T | Y x | s
O\ | ol 6 900 7 050 111,75
02 7209 7300 365,70
| o3 7060 | 6800 | 20880 |

1. Primer

Izvrsiti izravnanje koordinata tacke odredene luénim presekom. koristedi
linearne vrednosti merenih rastojanja, i vrednost tezina p; = 1.

PribliZzne vrednosti koordinata i duZina
T,:Y, = 7000 X = 7000

S;, = 111,80; S,, = 365,62; S;, = 208,81
Matrica jednaéina popravaka, vektor odstupanja i tezina
| —0,447213  0,894428 l I 5cm! 1 ‘l
—0,820515 —0,571625 ; ’! o p - dig
0,957827 —0,287346 | I Il |
Matrica normalnih jednadina i vektor slobodnih ¢lanova

N || 15790677 —0,206201 Il - 10,052859 |
—0,206201  1,209324 " | 0,087578 |

A-—‘ 1
|
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[ 5
=1

Inverzna matrica i vektor nepoznatih

S | 0569532 0,097127 | | —0,038616m |
| 0,097127 0,843469 | —0,079003
Vektor popravaka
| —0,339 cm |
\I’ = ‘_'0,316
| ‘_01429
Ocena tacnosti
[pvv] =  0,3988
m, — - 0,6315
m, — - 0,477 cm
m, — -+ 0,579

2. Primer

Na osnovu podataka datih u primeru 1. izvrsiti izravnanje koordinata tra-
zene tacke koristeéi kvadrate merenih rastojanja.
Matrica jednaéina popravaka, slobodnih ¢lanova i teZina

| —100 200 | | 11,1775 || | 0,800765 |
= || —600 f=| P 0,074774
‘ 400 —120 | 41761 | | 0,229371

Matrica normalnih jednaéina i slobodnih €lanova

N o || 716256567 —8271,8192 I\. I1 21929116
S —8271,8192 483983320 || 3503,7857
Inverzna matrica i vektor nepoznatih
.- | -0,00001424  0,000024342 || % . | —0,038622 m
’ 0,0000024342  0,000021078 | | —0,078996 |
Vektor popravaka
]—0,7595 m| 7 | 0,339 cm |
V=|-23130 | V=5g=|—0316 '
i—1,7932 | | 0429 |
Ocena tacnosti:
[pvv] = 1,5995 m,= -+ 1,2647 my,= +0477 cm m, = - 0,580 cm

Primeri 1 i 2 numeri¢kim podacima pokazuju da se pri izravnanju dobi-
jaju isti rezultati u slu¢aju merenja jednake tacnosti.
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3. Primer

Na osnovu podataka iz prvog primera izvrsiti izravnanje koordinata tra-
Zene tacke, koristeéi linearne vrednosti merenih rastojanja pod uslovom da
se teZine merenih rastojanja raéunaju po formuli ps; = 1/S;. Matrica A i vek-
tor f isti su kao u primeru 1. dok ¢e vektor tezina (p) biti

p* =1 0,894 0,273 0,479 |

Matrica normalnih jenaéina i vektor slobodnih élanova

B | 0,802451 —0,361501 || 0,002527 |
—0,361501  0,844779 | 0,051148|
Inverzna matrica i vektor nepoznatih
N1 || 1:54379 0,66062 U —0,03769 m H [~3 769 cm ||
|; 0,66062 1,46644 . —0,07667 —17,667
Vektor popravaka
” —0,00172 m | | —0,172¢cm |
V = || —0,00524 = —0,524 |
| —0,00407 | | —0407 |

Ocena taénosti:
[pvv] = 0,18075 m, = + 0,425 m, = -~ 0,528 cm m, = + 0,515 cm

4. Primer

Na osnovu podataka iz prvog primera izvr§iti izravnanje koordinata tra-
Zene lacke koristeé¢i kvadrate merenih rastojanja pod uslovom da se teZine
merenih I‘Eht()]an]a racunaju po formuli py, = 1/S;; te tezina odstupanja
fi = 8%,—SZ, po formuli py, = I/S}. Matrica normalnih jednacina i vektor slo-
bodnih ¢lanova isti su kao u primeru 2. dok je vektor teZina

* =1 0,716568 0,020447 0,0109852 .

Matrica normalnih jednacina i vektor slobodnih élanova

N | 32102,8662  14476,2078 I nﬁ” 100,3085 H
| —14476,2078  33817,1352 | 2046,8705
Inverzna matrica i vektor nepoznatih
N1 _ || 0,0000386011 0,0000165421 | || —0:03769 m “ a
| 0,0000165241 0,0000366443 |” | —0,07666 |
| —3,769 cm ||
T —7.666 |
Vektor popravaka
1 —0,386 | v | —0.00173 |
V| 380 v = 3 = || —0,00525 |

~1,702 _'[ | —0,00408 |
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Ocena tacnosti
[pvv] = 0,7270 m, = 0,8526 m, = 0,529 cm; my = -+ 0,516 cm

Ovim numeri¢kim primerima potvrdeno je ono §to je teorijski prethodno
dokazano, da se u izravnanju, umesto linearnih vrednosti merenih rastojanja,
mogu koristiti njihovi kvadrati ali da se pri tome vodi ratuna, da se teZine u
jedna¢inama popravaka moraju odrediti prema izrazu (14).

Prethodna razmatranja (o koriéenju kvadrata rastojanja) mogu se prime-
niti i kada se ve§i izravnanje raznorodnih veli¢ina (duzina i uglova-pravaca).

U posrednom izravnanju ¢esto uéestvuju raznorodne veli¢ine, npr. rasto-
janja i pravci (uglovi). Za svaku merenu veli¢inu formira se po jedna jedna-
¢ina popravaka (5) ili (8). Jednadine popravaka (5) mogu se mnoZenjem trans-
formisati na oblik (17) tako da se odnose na kvadrate merenih veli¢ina (du-
Zina).

Kada u izravnanju ucestvuju raznorodne velié¢ine (pravci i duZine), teZine
se ratunaju prema

pp=n—1§-=nTg=l
ml
Pe= ot (20)

Pri tome je vaino da budu usaglafene dimenzije faktora u jednadinama
popravaka za pravece sa dimenzijama veli¢ina koje ufestvuju u jednadinama
popravaka duZina (teZine, slobodni élnovi i dr.). Na primer, ako su dimenzije

’ . 1y
mé [cm]
i kvadrati rastojanja takode je potrebno voditi raéuna o dimenzijama. Napri-

faktora a] tada je Py, = Kada u izravnanju udestvuju pravei
mer, ako su dimenezije faktora u jedna¢inama popravaka za pravce [a]

tada se te dimenzije moraju uvaZavati u jedna¢inama popravaka za kvadrate
duzina (20), tj. treba izraZavati.

2A X [em]; 2AY [em]; f= 8} — §? [cm]?

P':P"Tflkﬁ“[a;n]'z—u::n?

Ako se o ovome ne bi vodilo rafuna dobili bi se pogredni rezultati izravna-
vanja.

Za ilustraciju prethodnog objadnjenja obraden je numeri¢ki primer izrav-
nanja merenih duZina i pravaca i to na dva naéina:

a. kada se koriste linearne vrednosti duZina i

b. kada se koriste njihovi kvadrati

5. Primer

Srafunati koordinate tatke o T na osnovu merenih rastojanja i pravaca.
(Dati podaci i neki podaci ranijih ratunanja prikazani su u tabeli)
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|
Tn | Y i X o ’ Vo ’ Si ms So p
ot 6900 | 7050 | 0°0000”|2063354 [ 111,75 | Sem | 111,80 | 4,000
02 | 7200 | 7300 |981800 | 345149 36570 | 12 | 36562 | 0,694
| o3 7060 | 6800 |2264406 |1631803| 20880 | 8 | 20881 | 1,562
| T, | 7000 [ %

ako je srednja greika opaZanog pravca m,=10"

a. Kada se koriste linearne vrednosti rastojanja

Matrica jednadinna popravaka, vektor slobodnih ¢lanova i teZina

0,447213 —0,894428 0 5 4,000
0,820515 0,571625 0 —8 0,694
A —0,957827 0,287346 0 || f— 1], o 1,562
—16,501709 —8,250836 1 ’ 0| 1
3,224829 —4,628947 1 —5 |
2,838444  9,461526 1 3 1
S|
a;, = COS v} b,, = sin vi; a5, = sms VTo " by, = 208 Vry
io Sin
0° 00' 00"
Zo = 63°26'06" a;,= || 98 17 55
226 44 09

Matrica normalnih jednaéina i vektor slobodnih ¢lanova

293,4629458  146,3769434 —10,438436 ‘ —4,716178054
N = || 146,3769434 182,5796639 —3,418257 |; n = ” 30,91592545
—10,438434 —3,418257 3 [ (—2

Inverzna matrica i vektor slobodnih ¢lanova

0,00641326 —0,00482680  0,01681507 | | 0,213101
N-! = || —0,00482680  0,00922923 —0,00627879 |; x = —0,320652
0,01681507 —0,00627879  0,384686826 H 1,042791

| 5,38 cm
| —8,01 cm
0,70cm |
v=Ax+f= 0017 =
—1579
1761
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b. Kada se koriste kvadrati merenih rastojanja
Matrica jednadina popravaka
8,=2(X;—Xo); b,=2 (Y; — Yo); 8, = a,,; B:, b,,
10000 —20000 0 111,775 l
60000 41800 0 —585056
A | —40000 12000 0 41 761 |
~ | —16,501709 —8,250836 1 {? o ;’
| 3,224829 —4,628947 1 ~—5
2,838444  9,461526 1 | 3 I
| 8.0076 - 10-°
| 1.2982 - 10-°
8,9598 - 10-? mg
p = =
1 487 - md
1
1
Matrira normalnih jednacina i vektor slobodnih élanova
293,4640006  146,3752506 —10,43836 —4,708524
N = 146,3752506  182,5826325 —3,418257 |; n = | 30,904420
—10,438436 —3,418257 3 | —2
Inverzna matrica i vektor nepoznatih
0,00641306 —0,00482651  0,01681470 | | 0,212986 |
N-!= | —0,00482651 0,00922881 —0,00627825 |, x = || —0,320493 |
0,01681470 —0,00627825 0,38468617 i [ 1,042570 ll
Vektor popravaka
‘ 120314,72 ‘
== 1
| R, |
Vi x4 Fss | 2 B4 ve=Ys_ |l g
|V 0317 || 28 0.70
1779 ‘I '
| 1761 |

Kako se vidi rezultati izravnanja su identiéni.

U geodeziji se pojavljuju odstupanja (f) koja nastaju kao rezultat zbira
veteg broja istorodnih veliéina. Pojedina odstupanja su posledica delovanja
viSe izvora greSaka koje istovremeno uti¢u na rezultate merenja. Ti izvori
greSaka najfeSce prouzrokuju greske: slufajnog karaktera, sistematske sraz-
merne merenoj veli¢ini (tzv. progresivne sistematske greike), konstantne siste-
matske greske i dr. Posmatrajuéi odstupanja f pojedina¢no, ne mozZe se doneti
zakljuéak o tome koliko koji izvor greSaka opterefuje rezultate merenja.
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Medutim, ako se raspolaze sa veéim brojem odstupanja moze se ¢ak utvrditi
koliko je uticaj pojedinih izvora grefaka na merene velicine.

Za neka odstupanja f moZe se odrediti izraz njegove srednje greske, koji
¢e, saZeto napisan, imati izgled.

m2, = a;7? + b, A% 4 ;A2 21
gde je: 11 — uticaj slucajnih greSaka merenja
). — uticaj progresivne sistematske greske

), — uticaj konstantne sistematske greske

a, b i ¢ — su koeficijenti koji zavise od vrste radova, &ja se vrednost
moze unapred odrediti.

Odstupanja [ predstavljaju istinite greske, na osnovu kojih se moZe odre-
diti srednja greska

f.'!
mj =] 22)
Ako se raspolaZe samo jednim odstupanjem dobice se da je
m? = {2 (23)
Sa poslednjom smenom izraz (21) imace izgled
fi=an*+ b A% 4 cA2 (24)

gde se kao nepoznate vrednosti pojavljuju kvadrati uticaja navedenih gresaka.
Jednaédine (24) bice zadovoljene za sve vlakove ako se levoj strani dodaju pop-
ravke

f12 -1 VJ. = 4 .'.’2 -+ b;lz + Cl)\g. (25)

Posljednji izraz i izraz (10) u sustini su isti, Razvijanje izraza (25) u
Tajlorov red u okolini neke tatke sa pribliénim vrednostima nepoznatih
N,=0, h,=0 (,),=0 nije moguce jer bi se za parcijalne izvode dobili neod-

redeni izrazi
€\ 0. o\ 0. o\ _ 0
(*aa); o’ (“5{)5*{? (‘33;)— ) (26)

Prema tome do vrednosti nepoznatih 72, A% i A%, moZe se doé¢i primenom
metode izravnanja posrednih merenja, koristeéi, kako je to prethodno objas-
njeno kvadrate odstupanja.
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REZIME

U radu je prikazana moguénost odredivanja nepoznatih na osnovu kvad-
rata merenih veli¢ina. Ovo je moguée ako je funkcija, preko koje se povezuju
rezultati merenja i nepoznate, data u obliku zbira kvadrata nepoznatih ili
kao kvadratni koren iz tog zbira.

ABSTRACT

Capability of determination of unknown velues, based on squares of
measured velues, was shown in the text. This is possible if the function,
by which the results of measuring and unknown velues are connected. was
given, either in shape of summation of squares of unknown velues, or as a
square root of this summation.
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