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Pregledni rad

O SREDNJEM KVADRATNOM ODSTUPANJU JEDINICE
TEZINE

Gligorije PEROVIC — Beograd*

Zadnjih godina u naSoj struénoj javnosti pocele su se pojavljivati neke
dileme oko pojmova vezanih za srednju greSku jedinice teZine. Te dileme od-
nose se na pitanje da li srednja greSka jedinice teZine ima dimenziju ili ne i
na pitanje da li ona zavisi od geometrije mreZe. S toga je, u cilju razja$njenja
i otklanjanja ovih dilema i nastao ovaj rad.

U vezi mere tanosti, Gauss 1809, u svom ¢uvenom delu Theoria motus
corporum coelestium, kaze:

»Uostalom konstanta h moZe se smatrati kao mera taénosti opaZanja.
Stvarno, ako se u nekom sistemu opaZanja verovatnoca greske A izrazi sa

Jm

a u drugom, vise ili manje tatnom sistemu opaZanja, sa
h'

2A2
~_ e-h'2a2,

V=

to se ocekivanje, da ¢e se greSka bilo kog opaZanja iz prvog sistema naéi u
granicama — § i -+ £, izraZava integralom

J- ,L: e—h2a2 dA,

)=

u granicama A = —§ do A = -+ §; na isti naé&in, se oéekivanje, da ¢e se gres-
ka bilo kog opazanja drugog sistema naéi u granicama — 8§’ i + &', izrazava
integralom

’
j I enrar ga,
. l ™
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u granicama A = —§" do A = -+ §; uostalom, oba integrala su oé¢igledno jed-
naki poSto je h§ = h'§". Prema tome, ako je, na primer, h" = 2h, ..., to znaéi,
da se dvostruko veca greSka u prvom sistemu mozZe jednako desiti kao i greska
u drugom sistemu, tj. dvostruko veca greika u prvom sistemu jednako je ve-
rovatna (podvukao G. P.) prostoj greSci u drugom sistemu; u tom slucaju,
uopste refeno, opazanjima drugog sistema pripisuje se dvostruko vecéa tac-
nost«.

Posledica ove Gauss-ove konstatacije jeste da se greske mogu uporedi-
vati samo preko verovatnoéde, $to povlaéi prethodno normiranje gredaka.

U istom delu Gauss dalje kaZe: »Taj princip (govori se o principu najma-
nje sume kvadrata-prim. G. P.) moZe se bez ikakvih teSkoc¢a sada proSiriti na

opazanja nejednake taénosti..., prema tome najverovatnija vrgdnost sistema
veli¢ina p, q, r, s, ..., (p, q. 1, s, ... predstavljaju ocene x, y, z t. ... nepozna-
tih x, v z, t, ... — prim. G. P.) dobija se tada, kada suma

h2w2 1 h'2v'2 . h'"2y'2 -

tj. kada suma kvadrata razlika izmedu rezultata opaZanja i izracunatih vre-

dnosti, pomnoZene kvadratima brojeva, koji slufe kao njihova mera taénosti,
bude minimalna.

Prema tome nikako nije neophodno, da funkcije V, V', V", ... (merene
veli¢ine — prim. G. P.) pripadaju jednorodnim veli¢éinama, veé¢ mogu pred-
stavljati nejednorodne veli¢ine (na primer, luéne i vremenske sekunde), samo
ako se moZe suditi o odnosima njihovih gre§aka, koje se. svaka pojedinacno
mogu jednako dogoditi (biti jednakoverovatne)«.

Poito je Gauss ve¢ pokazao da se velidine h, h', h” ... mogu povezati sa
srednjim grefkama m, m’, m”, ..., koje odgovaraju greskama v, v', v, ...,
relacijama

] 1 1
h —. hl=—=0s, W'= e B
mj 2 m'| 2 m'| 2

to izraz hiv® + h'#v? + h”2v"2 + . dobija oblik

I 3 i)
—i-([z 4 T 4+ - 4 ),
= v v "" 'Y ‘-" - - L
pri ¢emu su: = w = o t e normirane greske, tako da

se Gauss-ov princip najmanjih kvadrata izraZava sumom kvadrata normiranih
gredaka.
U prvom delu rada Theoria Combinationis observationum erroribus mini-
mis obnoxiale, prezentiranom 1821. godine, Gauss uvodi i pojam teZine:
»Smatrajuéi da je vrednost integrala [x*® (x)dx u granicama od x = —
do x = + = uvek jednaka m? mi ¢éemo veli¢inu m nazvati srednjom oceki-
vanom gre§kom, ili prosto srednjom gre§kom opaZanja, Cije nepoznate greske
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X imaju relativnu verovatnoséu @ (x). Takav naziv neéemo ograni¢iti samo na
neposredna opazanja, ve¢ ¢emo ga prosiriti na sve rezultate dobijene iz opa-
zanja. Uostalom ne treba meSati srednju gresku sa aritmeti¢kom sredinom iz
svih greSaka, o kojoj smo govorili u § 5.

Ako se uporeduje nekoliko sistema opaZzanja ili razli¢itih velidina nejedna-
ke taénosti, to ¢emo za njihovu relativnu tefinu smatrati velid¢inu obratno pro-
porcionalnu m*, dok je istovremeno tacénost obratno proporcionalna m. Prema
tome da bi teZinu izrazili brojem, potrebno je za jedinicu usvojiti tezinu bilo
kog sistema opazanja, izabranog sasvim proizvoljno«.

Iz ove Gauss-ove definicije sledi da teZinu moZemo izraziti u obliku

P_R
P — }r—lz,

gde je p* — proizvoljna konstanta (bez dimenzija!) veéa od nule.

U istom radu, iz 1821. godine, dalje se navodi: »Sa definisanjem V = L,
V'=1L' V" =L" ... otekivane srednje gre¥ke ozna¢imo sa m. m’, m”, ...,
teZine veli¢ina sa p, p’, p”, ..., tada je pm? = p'm’® = p”m"2. Odnos, koji po-
stoji medu srednjim gre§kama, smatraéemo poznatim, u kom slufaju ¢e i teZine
postati poznate, pri ¢emu se bilo koja od njih moZe uzeti za jedinicu«.

U Supplementum Theoriae Combinationis Observationum erroribis mini-
mis obnoxiae, prezentiranoj 1826. godine, kada se govori o minimumu sume
kvadrata popravaka pri uslovnom izravnanju opaZanja, kaZe se:

»Odredivanje najverovatnijih popravaka nezavisno (podvukao G. P.) od
koeficijenata 1, I', 1”, ... (koeficijenti uslovnih jednadina popravaka — prim.
G. P), otigledno je najpogodnije u svakom slu¢aju u kom se susreée sa opa-
Zanjimas.

Posto koeficijenti uslovnih jednaéina popravaka zavise od geometrije mre-
ze (odnosno »sistema koji se izravnava«) onda je Gauss i ovo pitanje (zavisno-
sti ocena popravaka, koje on naziva najverovatnijim popravkama. od geo-
metrije mreze) na neki naéin razmatrao.

Dajudi tezini P ( . ,) vrednost 1 dobijamo identitet
me

S mz,

pa je stog razloga i sam Gauss konstantu p* nazvao srednjom kvadratnom gre-
skom jedinice teZine, jer se njena brojna vrednost poklapa sa brojnom vredno-
§¢u m?, ali ne i dimenzija.

U vezi konstante p?, Drozdov 1972 dokazuje »da je za izravnanje merenja
sa uslovnim jednainama popravaka Av + w = 0 ili jednadinama popravaka
v = Bx + d po metodu najmanjih kvadrata kovarijacionu matricu K ili teZin-
sku matricu P, = K3'vektora merenja dovoljno znati do proizvoljnog konstan-
tnog mnoZioca s (to jest p* — prim. G. P.) tj. s ta¢noS¢éu do jedinice merenja
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elemenata tih matrica ... Sta vide, rezultati reSenja zadatka izravnanja merenja
daju moguénost da se oceni veli¢ina mnoZioca s*«.

Ocenu za p? dobijamo po formuli,
ry _ 2PVV
’ n—u

u — broj nepoznatih pri posrednom izravnanju. Ovu relaciju dokazuje i Droz-
dov.

Konstantni faktor p? ima veze sa parametrom razmere euklidovog n-di-
menzionog prostora E, proizvedenog n-dimenzionim vektorom rezultata mere-
nja i, u matematiékoj statistici, najéeSc¢e se oznacava sa ¢®. No u vezi toga prvo
istaknimo jednu definiciju.

Definicija: Funkcija gustine rasporeda f (x; o) slucajne veli¢ine x naziva
se gustinom s parametrom razmere o, ako je

ili naSa poznata oznaka m:‘} = pu? gde je n — broj merenja, a

f (X;O')=—l-f(—]-x) za svako — oo < X < oo,
c G

1
gde je f (x) — neka funkcija gustine rasoreda, a 0 < s < 0.

Parametar o, slucajne veli¢ine x sa normalnim rasoredom N (a, ¢2), zado-
voljava uslove ove definicije pa, prema tome, predstavlja parametar razmere
(odakle sledi njegova bezdimenzionost).

Sto se ti¢e nezavisnosti ocene m’é, i ocena nepoznatih parametara (nezavi-
snost srednje grefke jedinice tezine od geometrije) prvi (i potpuni) dokaz dao
je Helmert 1876. godine za merenja jedne veli¢ine, sa njegovim ¢éuvenim orto-
gonalnim transformacijama.

Good je 1963. godine dokazao slede¢u teoremu: Ako je vektor y normalno
rasporeden sa odéekivanjem a i kovarijacijom K, t{j.

y ~ N (a, K),

i imamo linearnu formu Cy i kvadratnu formu yTDy, onda ée one biti nezavis-
ne ako i samo ako je

CKD = 0.

Kod posrednog izravnanja, ocena vektora nepoznatih i ocena srednje kva-
dratne greike jedinice tezine glase respektivno

% = — (ATPA)-! ATPf,
. VTPV 1

cazes - TP T - LR
mf = ——— = ——{T(P — PA(ATPA)-'ATP)f
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Sa oznakom
C=— (ATPA)“ A™P, D=P_—PA (ATI:’A‘)*1 ATP i K= clp-1 =K,

dobijamo da je CKD = .0, $to dokazuje nezavisnost ocena m; i x, tj. $to do-
kazuje nezavisnost ocene mf, od geometrije mreZe, odnosno sistema.

Sli¢ni dokazi postoje i za nezavisnost v od x.

Inace, metod najmanjih kvadrata ima i svoju geometrijsku interpretaciju,
po kojoj se n-dimenzioni vektor rezultata merenja [, iz n-dimenzionog Eukli-
dovog prostora E;, ortogonalno projektuje u u-dimenzioni vektorski podprostor
E, (u je dimenzija vektora nepoznatih), pri ¢emu je ova projekcija jednoznaé-
na — ako su kolone matrice A jednadina popravaka v = Ax -+ f linearno ne-
zavisne (broj nezavisnih kolona matrica A predstavlja din}enziju podprostora

E). 1z ovoga sledi i ortogonalnost ocene popravaka v = Ax -+ f i ocena nepo-

znatih x, Sto povladi da parametrijska funkcija hTx, gde je h — poznati kon-
stantni vektor takav da je hT = CTA, ima jedinstvenu linearnu nepomerenu

ocenu hT% bez obzira da li je A potpunog ranga ili ne. Ovo takode, povladi ne-
zavisnost kvadratnih formi od v i x.

Prema tome nikako se ovo nije zaboravilo, a ne: »nekako se zaboravilo« —
kao Sto se u nekim é&lancima navodi.

NAPOMENA: Autor ovog ¢lanka se posebno trudio da &itaocu prezentira
neke osnovne izvorne radove koji se titu ovih problema,
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REZIME
U radu se daje krti¢ki osvrt na neke dileme u vezi srednje greske jedinice
tezine koje se u posljednje vreme pojavljuju u naSoj struénoj javnosti.
ZUSAMMENFASSUNG
Der Verfasser gibt eigene Stellungnahme im Zusammenhang mit der Frage
der Definition des Gewichtseinheitsfehlers, welche in letzter Zeit in jugoslawi-
schen Fachzeitschriften erortert wurde und dabai einige Dilemmata von

neuem aufkammen.
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