Jovitié, D. i dr.: Direktno riefenje ... stodca, Geod. list 1987, 1—3. 85

UDK 528.421:513.43
Originalni znanstveni rad

DIREKTNO RJESENJE PROBLEMA ODREDIVANJA
ELEMENATA VERTIKALNOG OBJEKTA OBLIKA STOSCA

Damjan JOVICIC, Miljenko LAPAINE, Svetozar PETROVIC — Zagreb*

U radu [4] I. Krivi¢i¢ predlozio je svoju metodu postepenog priblizava-
nja za rjelenje problema odredivanja elemenata, prvenstveno kuta pri vrhu,
vertikalnog objekta oblika stofca. Problem je moguce rijediti direktno (eg-
zaktno), $to ¢emo pokazati u ovom radu.

1. FORMULACIJA I RJESENJE PROBLEMA

Problem je geometrijske prirode i moZzemo ga formulirati pomocéu slike.
Pravei P,M, i P,M, su tangente na stoZac povucene iz totaka P;, odnosno P..
M, i M, su diralifta tih tangenata. Poznati (izmjereni) su vertikalni kutovi
v, i ve, horizontalni g i g, udaljenosti d, = O,P, i d, = O,P,, te visinska
razlika h = 0,0, tofaka P, i P,. TraZi se kut 1. Kad se nade <, tada je sve
ostalo lako (vidi [2], [3], [4]).

Sa slike vidimo da vrijede ove relacije:

. AN, ; BN,
sin(eq — &) = P,N,’ sin (g5 — 23) = P,N,
e — MiNy ey,  MaN:
FMETPN 82 7PN,
AN, _ sin(er —gy)
®TEMN, T v =
.. BN sin (eg — ¢,)
BTN, v, @
a takoder i
d,siney +htgr = d, sing,. (3)

* Adresa autora: mr Damjan Joviti¢, dipl. mat., Miljenko Lapaine, dipl. inZ.,
Svetozar Petrovié, dipl. inZ., Geodetski fakultet, Zagreb, Ka&i¢eva 26.
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Relacije (1), (2) i (3) mozemo shvatiti kao sistem od tri jednadZbe s tri nepo-
znanice g,, €3 i 7. Jedna od mogucnosti rjeSavanja je slijedeca:
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Koriste¢i identitete
sin gy = sia (s — &,) €08 &, + cos (eg — ;) Sine,

sine, = sin¢, cos (s, — ;) + cos e, sin (e, — &)

preina¢imo (3) u
d, sin (sy — ;) cose, — d, sin (e, —¢;)coss, +higr =

—d, cos (g, — &) sinzg, — d; cos (g — =;) sine,. 4

Sada pomocu (1) i (2), (4) prelazi u
tgr(d,tgv,ycosz, —d, tgv, cosg;, + h) =
—d,sing, J)T —tg?v, g7 —d,sing, T —tg2 v, 1827 (5)
ito je iracionalna jednad?ba s jednom nepoznanicom tgz. Ako je kvadrira-
mo, preuredimo, pa opet kvadriramo moZemo dobiti
atg*v+bg?s+¢c=0, (6)
gdje su
a=q?—4d3d}sin’ ¢, sin’ e, tg? v, 187 vy
b = —2qr + 4did? sin? ¢, sin? ¢, (tg% v, + 1g% v3)
¢ =r? — 4d}d}sin® ¢, sin? ¢,
r =d} sin%¢, + d}sin’e,
q=p? + & sin?e, 1g? v, + dj sin? e, tg* v
p=dytgvycoss, —d,tgv,cose, + h

Jednadzba (6) je bikvadratna jednadZba koja opcenito ima Cetiri rjeSenja
od kojih treba odabrati ono koje zadovoljava (5). Time je problem rijeSen.

Numericki primjer 1.

Zadano (preuzeto iz [4], uz pretpostavku da su d,, d; i h u metrima,
jako je neobi®no da je visinska razlika h odredena na stotinku milimetra):

e, = 16°48' 17."5 g, = 11° 52' 00"
v, = 17°30° 00" v, = 26° 34’ 00"
d, = 120 d, = 100

h = 13.29723
Racun daje:
p= 2601204 a = 763023.5
q= 9020138 b = —2222817
r = 1626.500 c = 609627.1
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Rjesenja bikvadratne jednadZbe (6) su:
(tg 1>z = +0.5536315
(tg 7)3,4 = +1.614516
UvrStavanjem u (5) nalazimo da je traZeno rjeSenje

tg T = 0.5536315

odnosno

T = 28° 58’ 13",

2. SPECIJALNI SLUCAJ
Ako je d; =d, i h =0, odgovarajuéim sredivanjem moZemo dobiti
a=st
b = —ssin? (g, —¢,) — tsin? (e, + ¢,)
¢ =sin?(¢; — ¢,) sin? (¢, + ¢,)
gdje je
s=1tg*v, +1g2v, — 21g v, tgv,cos(e; +¢,)

t=1g’v, +1g?v, — 2tg v, tgv, cos(c; —¢,).

RjeSenja jednadZbe (6) su sada

sin(e; —¢

gr= g B0 —0) (7

It
i 3

gy = S0 tE) ®

|'s
Provjerom vidimo da (5) zadovoljava samo
th251n(s?;sJ2= sin (g; — &,)
|t Jtg* v, +1g2 vy, — 2tg v, tg v, cos (e; — ¢,)

sto je poznato veé od prije (formula (1) iz [1]).
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3. DRUGACIJA MOGUCNOST RJESAVANJA PROBLEMA

1z (3) i (1) imamo

. d; . hsin(e, — &4) ; ;
sine, = —tsineg, —— — =~ - =—asing, + bcose 9
B dz A d;tg\"l A A ()
gdje je
__dl. hCOSE1 - hsinal
d, dytgv,’ dytgvy

Iz (9), (2) i (1) imamo

tg Vv, sinc, cOse; — IZ V2 COSE8INE; =
=1tg vV, sincy cos s, — tZV, COS g SiN €3
gV, COS € SiN &, = 1ZVy COS e, (asine, + bcose,) +
4 tg vy cosc,sineg; — tgV,Sine, Cos e,
cosey = csing, + dcoscy (10)
gdje je

atgv, cose; — gV, COSEy
c= 3 d=

btg v, cose, + tg v, sing,
tg v, sine, :

tg v, sine;

Kvadriramo (9) i (10) i zbrojimo:
(a% + c?)sin?¢e, + 2(ab + cd)sine, cos ey + (b? +d?)cos?e,=1. (11
Izrazimo li jo§ sing, i cose, pomocu tge, dobijemo nakon malog sredivanja
(a’—i—cz—l)tg’sa+2(ab—I—cd)tgsA%-bz—i—d’—1——-0. (12)
Rjesenje ove kvadratne jednadZbe omogucuje nalaZenje kuta g, pomocu kojeg
iz (1) lako odredujemo traZeni 7. Od dva dobivena rjefenja, provjerom odabi-

remo pravo, tj. ono koje zadovoljava relacije (1)—(3).

Numeric¢ki primjer 2.

Radi usporedbe, neka su u ovom primjeru zadane iste vrijednosti kao u
numeri¢kom primjeru 1.

Radun daje:

a = 0.7962759
b = 0.1219289
¢ = —3.593380

d = 2.809981
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RjeSenja kvadratne jednadzbe (12) su:
(tgz4); = 0.5064049

(tg=,), = 1.087711

i odatle

(eA)r — 0.4687584
(8 A)z == 0. 82 ?3 867.

Od dva kuta g, odabiremo ()1, jer je za (g,), odgovarajuéi gp koji zadovo-
liava (9) i (10) tupi kut, §to je (vidi sliku 1) nemoguée. Zatim iz (1) lako
dobijemo

tg T — 0.5536315
odnosno
T = 28°58" 13",

Uotavamo da smo dobili sasvim isto rjeSenje kao u primjeru 1.

4. SPECIJALNI SLUCAJ

Ako je d; = dy i h =0 imamo

gV C08g; — gV, Cos e tg v, sineg,

1
— o —— e

c - n .
th; sSine, tg V, sin 2]

JednadZba (12) glasi sada
c*tg?e, + 2cdtge, +d2 — 1 =0,
RjeSenja su
—d + 1

thA e T

Izrazimo sing, i cosg, pomoéu tge, i uvrstimo u (1) pa dobijemo

tgr — S0 (e2 —¢)) = sin (e; +¢,)
Ve Is

gdje t i s imaju isto znagenje kao u poglavlju 2,
Provjerom vidimo da zadovoljava samo

——— sin (g, — g,)
gT = — -
ftg? vy +1g2v, — 2tg v, tg v, cos (e — =)

§to je poznato veé od prije (formula 1) iz 1.
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5. ODREPIVANJE SREDNJE POGRESKE KUTA <t PRI VRHU STOSCA

I. Krivi¢i¢ dao je u radu [4] pribliZnu formulu za srednju pogresku kuta
<. Pokazat éemo da se moZe dobiti egzaktni izraz za m,. Jedna od moguc-
nosti je slijedeca:

Iz (1) i (2) moZemo napisati

T =1f(ea €15 V1) (13)
= g (cp; €25 V2)» (14)

a (3) napi§imo u obliku
F(zascn dys dssh, %) = 0. (iS)

1z (13), (14) i (15) diferenciranjem dobijemo
dr =f,, de, + £ de, 4 £, dv, (16)
dr = g,, dep + &, de; + g, dv; (17)
F,, de, + F,, dey + Fd, dd, + Fd, dd, + F,dh + F.dr = 0. (18)

Ovdje smo krace oznadili:

a¢ of
f, = = f, = o itd.
Iz (16) i (17) imamo
de, = (dv — £, dey — £, dv))/f;, =
B (d‘? — 8, de, — Sy, de)f ey (20)

Uvrstimo 1i (19) i (20) u (18) i sredimo na odgovarajuéi nacin, mozemo dobiti

dr = (F"f" de, Fen 8, ds; + Fe, £, ~dvy + ——— Fen 81, dv, — Fydd, —
£ 2. 2.

Za B A B
— Fydd, — F.,dh) / (1;—* - g" + F,) 1))
odnosno
) g (B ) e ()
2 e EA N5y 2 tp &, AN A i3
m: [( f" ml| + g‘n m"l L

Ft.v 2 FS; Ep 2
+ (FoEo) s 4wy, + B, + i | (F2 4 P2 4 ) 2
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gdje je
£, = 18 vy C08 (€4 — &1) = —f f, = —f;, tg(ep — =,)/sin v, cos v
A tgz Vy o+ Siﬂ.f (EA b El), A » e - a2 ! y =
_ _ t8Vycos (e — ) . L . :
B = e e ey B = B B = — e 18(6s — S2)sinV; cO Y,
F,, = —d, cos¢,, F,, = d; cos ey, Fp=1g7
Fy, = —sine,, Fy, = sin e, F. = h/cos? 7.

Numeriéki primjer 3.

Neka su zadane iste mjerene vrijednosti kao u numeridkom primjeru 1,
i neka su

m*l = nh' — j:4l'!
m,, = m,, = +8"

my, = my, = +8 mm, m, = + 10 mm
njihove srednje pogreSke. Tada pomoéu izraza (22) moZemo izradunati da je

m, = +29",

6. NEKE KARAKTERISTIKE METODE POSTEPENOG PRIBLIZAVANJA

Da bi se mogla usporediti upotrebljivost metode postepenog priblizavanja

I. Krivi¢i¢a i naSe direktne metode, provedeno je testiranje na nizu primjera.

Pokazalo se:

1) metoda postepenog pribliZavanja [4] Cesto daje rjeSenje nakon nekoliko
(5—6) iteracija;

2) u nekim primjerima metoda postepenog priblizavanja zahtijevala je vrlo
velik broj iteracija (tridesetak i viSe) da bi se dobilo konaéno rjesenje;

3) postoje primjeri kod kojih metoda postepenog priblizavanja uopée ne moze
dati rjeSenje, jer se pojavljuje vadenje drugog korijena iz negativnog
broja (npr. modificiramo li malo numeri¢ke vrijednosti iz primjera 1, pa
uzmemo:

g, = 16°48" 17.”5 e, = 11° 52' 00"
v, = 20° 00’ 00" v, = 18° 30 00”
h = 13.29723 m

tada je egzaktno rjeSenje za kut t = 63°28'51”, koji uopée nije moguée
dobiti metodom postepenog pribliZavanja iz rada [4]);

4) potpuno istovjetno ponaSanje opisano u 1), 2) i 3) pokazala je i metoda
postepenogo pribliZavanja iz [2] i [3] (naravno uz odgovarajuée primjere);
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5) priblizna formula za ocjenu to¢nosti kuta T izvedena u radu [4] je pre-
viSe gruba, jer sa numeri¢kim podacima navedenim pod 3) i srednjim
pogreikama mjerenih veli¢ina kao u numerickom primjeru 3) iz ovog
rada, daje srednju pogrefku m_ = #+80”, dok je prava srednja pogreska
m, = £36" (izracunata prema egzaktnoj formuli (22));

6) na istim primjerima na kojima smo testirali metodu postepenog pribliza-
vanja, testirali smo i obje varijante naSe direktne metode (opisane u ovom
radu) i nismo uoéili nikakve poteSkoce.

Iz svega refenog u ovom poglavlju zakljuéujemo da bi metodu postepe-
nog priblizavanja iz radova [2], [3] i [4] trebalo poboljSati da se izbjegnu
navedeni nedostaci da bi joj se mogla dati prednost pred direktnim naé¢inom.
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SAZETAK

Problem odredivanja kuta pri vrhu vertikalnog objekta oblika stoSca,
koji je postavio I. Krivi¢ié, u ovom radu rijedili smo egzaktno i ujedno izveli
izraz za ocjenu to¢nosti tako odredenog kuta. Usporedujuéi nasu direktnu
metodu sa metodom postepenog priblizavanja koju je predlozio I. Krividi¢,
ustanovili smo da je ova druga u nekim sludajevima neupotrebljiva.

ABSTRACT

The paper offers an exact solution of the problem posed by I. Krivi¢i¢
— to determine the angle at the top of a vertical conelike object. The corres-
ponding accuracy estimation (r. m. s. error) of the determined angle is derived
as well. Comparing the described direct method with the iterative one which
was proposed by I. Krivi¢i¢, it came out that the last mentioned is in certain
cases unusable.
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