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STATISTIČKA ANALIZA OSTATAKA

Dušan K. TOMKOVIC-Beograd"

J. UVOD

Veliki broj radova posvećen je obradi, a posebno otkrivanju grubih greša­
ka (anomalnih rezultata) u nizu rezultata merenja, Mereći više puta jednu istu
fizičku veličinu praktično svaki geodeta se suočio sa situacijom da se jedan ili
više rezultata jako razlikuju od ostalih u nizu rezultata merenja. Tradicionalni
postupak otkrivanja grubih grešaka u nizu rezultata merenja je relativno prost,
koristeći dozvoljeno odstupanje odbacuje se jedan ili viš.e rezultata i vrše se
nova merenja. Ovakav formalistički pristup, kada se radi o preciznim merenji­
ma, ima nedostataka, jer anomalni rezultati mogu dati korisnu informaciju o
neprimećenim promenama uslova merenja. Daleko je bolje, kada opažač ima
veće teorijsko znanje i praktično iskustvo o procesu merenja koje vrši, da na
osnovu očekivane varijacije rezultata uoči anomalne rezultate ili promenu uslo­
va merenja. Kada ovo nije moguće opažač koristi statističke postupke za ot­
krivanje grubih grešaka u rezultatima merenja. Osnovna (nulta) hipoteza (H0)

je da su svi rezultati merenja nezavisni u statističkom smislu i imaju normalnu
raspodelu N(µ, e) {H0 : liEN{µ, e), i= 1, 2, .... , n), a alternativna hipoteza na
primer, H : lieN(µ + A., cr), A> O, tj. j-ti rezultat merenja ima grubu grešku.
Najveći izbor statističkih kriterijuma je razrađen za najvažniji slučaj u praksi
kada je µ i cr nepoznato, a mnogi su usredsređeni na proveru veličine ostataka
ei = li - i (u geodetskoj literaturi koriste se popravke v; = -e;) [1, 3, 4, 5, 8, 11].

2. ANALIZA OSTATAKA

2.1. Kriterijum beznačajnosti

Rezultati merenja jedne iste fizičke veličine mogu se opisati na sledeći na­
čin:

11 = µ. + e:1 (i = I, 2, ... , n); e:1 E N (O, a2), (I)

odnosno
(2)
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gde je

A*= ~l, 1, , I];

Ostatak je linearna funkcija grešaka merenja E[6]

e = (I - P) i;;, (3)
gde je

p = A (A* A)-1_A*.
U razvijenom obliku

.1 1 1 n-1 1 1
e, = --E:1 - -E:2 - ••• -- E1-1 +--E:1 -- E1+1 - ••• - -En.'n n n n n n

(4)
Neposredno iz (4) varijansa otsatka ej glasi

V ( )1_ n - 1 2 + (n - 1)2
2~ e, J---2- a 2 a •n n (5)

gde prvi član sa desne strane predstavlja varijansu grešaka

Formula (5) je pogodna za analizu uticaja grešaka E1, E2, ... , Ej-t, Ej+h ... , En
na ostatak ej. U tom cilju primanom kriterijuma beznačajnosti može se odrediti
broj merenja kada je uticaj ovih grešaka beznačajan, za koeficijenat beznačaj­
nosti 0.05, odnosno

n - 1 z O 11 (n - 1)2 2
--2- CJ < • 2 CJ >n n (6)

odakle sledi da je praktično za n ~ 10 uticaj grešaka E1, Ez, ... , e:i-h Ej+1> ... , En
beznačajan na ostatak e1.

2.2. Autokorelacija

U mnogim slučajevima provera veličine ostataka daje rezultat da nema gru­
bih grešaka u rezultatima merenja. Međutim, dalje ispitivanje ostataka može
dati odgovor o adekvatnosti modela (1), odnosno o strukturi greške e:. Grafički
prikaz ostataka u zavisnosti od broja merenja u nekim primerima može ukazati
na postojanje autokorelacije ostataka. U svojstvu primera korišćeni su rezultati
merenja iz [9(str. 118)] i [10]), sa napomenom da se u [9] mogu naći korisni po­
daci i rezultati ispitivanja merenja iz [9]. Na sl. 1 [9], sl. 2 i sl. 3 [10] dati su gra­
fici ostataka u funkciji broja merenja.
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Kada veličine ei isuviše retko ili često menjaju znak može se sumnjati na
prisustvo autokorelacije ostataka. U datim primerima veličine e, retko menjaju
znak te se može pretpostaviti prisustvo pozitivne autokorelacije ostataka, odno­
sno strukturom greške E nije obuhvaćena promenljiva sistematska greška (perio­
dična (sl. 1.) i linearna (sl. 2 i 3.)).

e"
3

2

o

-1

-2 

,.

• ,.
11

" "
2 4 " s n6 10 12,.

,.

",.

Sl. 1

e" e''

•
2 " 2

" "
4 "o " n o n2 3 Ž s 6 2 3 5 6 7

"
-1 _, •

•
.-2 " -2 

li

Sl. 2 Sl. 3

Metodom razlaganja niza ostataka [2,7] na serije sa jednim istim zna­
kom može se utvrditi na jednostavan način prisustvo autokorelacije ostataka.
Verovatnoće pojave broja serija istog znaka (u,), p(u:5u,), pozitivnih (n+) i
negativnih (n _) ostataka za date primere su: p1 = 0.067, p2 = 0.133, p3 = 0.057.
Sračunate verovatnoće nisu značajne (na nivou a. = 0.05), ali su dovoljno male
te ukazuju na pozitivnu autokorelaciju ostataka u ovim primerima. Postoje i



274 TOmkovlć, x. D.: Statistička ananza ostataka, Geod. list 1985, 1~12.

druge metode za otkrivanje autokorelacije ostataka (na primer metod Durbin­
-Watsona [6,7]), ali s obzirom na mali broj merenja koji se vrši pri merenju
jedne iste fizičke veličine u geodeziji teško je pouzdano otkriti njeno prisustvo.
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REZIME

U radu je primenom kriterijuma beznačajnosti utvrđen broj merenja kada
je uticaj grešaka E11 Et, .• , Ei _ 1, E1 + i, ... , En beznačajan na ostatak ei i ispitiva­
njem autokorelacije ostataka analizira se struktura grešaka merenja.
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