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TRIGONOMETRIJSKI NIVELMAN U REALNOM POLJU
UBRZANJA SILE TEZE PRI APROKSIMACIJI ZEMLIJE
ELTPSOIDOM
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1. UVOD

Osnovna poteSkoca trodimenzionalne geodezije (prostornih geodetskih
mreZa) je mjerenje vertikalnih kutova s dovoljnom to¢no%éu, odnosno odredi-
vanje utjecaja refrakcije. Mjerenjem udaljenosti to¢aka daljinomjerima s
razli¢itim valnim duZinama, pruza se mogucnost odredivanja indeksa loma
zraka uzduz putanje vala. Na taj se nadin omogucéuje racunanje utjecaja
refrakcije na vertikalne kutove, odnosno trigonometrijski nivelman [3]. To
je narotito aktuelan trigonometrijski nivelman na velike udaljenosti. Medutim,
pri tome treba paziti na izbor duljina (ukoliko se radi o klasitnom trigono-
metrijskom nivelmanu), kako zbog utjecaja refrakcije tako i zbog teZina
visinskih razlika, koje su obrnuto proporcionalne kvadratu duljina. U SSSR
tolerirale su se duzine do 20, odnosno 25 km ([2], str. 64). To¢nost ove metode
odredivanja za najto¢nije jednostrano odredene visinske razlike (na vecéim
udaljenostima) krece se od cca 10—15 cm ([2] str. 64). Ta konstatacija omogu-
cuje da se pri izvodenju formula zanemare pogreike reda veli¢ine 2—3 em.
Matemati¢ki model ra¢unanja visinskih razlika u realnom polju ubrzanja sile
teze pri aproksimaciji. Zemlje elipsoidom razraden je u [4], str. 72—74. U
toj su knjizi izvedene formule ¢iji se poéetni, mjereni, podaci odnose na centre
totaka na fizickoj povriini Zemlje. Medutim, obi¢no se na velikim udaljenos-
tima vertikalni kutevi mjere s izdignutim instrumentom i signalom, te je inte-
resantno izvesti formule koje se odnose na takav sluéaj.

2. OSNOVNA FORMULA TRIGONOMETRIJSKOG NIVELMANA

Mjereci vertikalni kut s totke P, na Py (sl. 1) dobije se u biti astronomska
zenitna duljina, te je neophodno preéi s izmjerene (astronomske) na geodetsku
zenitnu daljinu. Osim toga, zraka svjetlosti pri mjerenju prolazi kroz atmosferu
i podloZna je utjecaju refrakcije. Za zenitnu daljinu PP, (sl. 1) wvrijedi sli-
jedeca relacija:

2y =121, + 82, + 0y, = z{, + 3z,,, (D

* Adresa autora: Doc. dr Asim Bilajbegovié, Geodetski fakultet Zagreb, Kaci-
¢eva 286.
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Sl 1.
Na sl. 1 oznaéuje:
P,, P, — sredista biljega totaka
P, — presjek horizontalne osi instrumenta i normale na elipsoid u to¢ki P,
P,’ — vrh signala na koji se vizira
P,” — pomaknutu sliku vrha signala zbog refrakcije
P:P:” — utjecaj refrakcije p
i — visinu instrumenta
1 — visinu signala
B, — geodetsku Sirinu tocke i (i = 1.2).
gdje je:
8z,,— popravak za refrakciju
® — komponenta otklona vertikale u ta¢ki P; u smjeru spojnice P, P,

{2 — astronomska zenitna daljina
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73 — geodetska zenitna daljina (nadir — normala na retrenti elipsoid).
Popravak za refrakciju ratuna se po formuli ([4], str. 72)

sk . n K

8z, = p 2% Dy;sinz;, ~ p 2%; - S (2)
gdje je:
R=|M. N — srednji polumjer Zemlje (funkcija srednje geodetske Sirine i

dimenzija referentnog elipsoida)

Dy, — kosa duljina strane P, P,
S —- projekcija duljine D,, na referentni elipsoid
ks — integralni koeficijent refrakcije za mjerenja s to¢ke P, na P,

Poznato je, da su normale na elipsoid, opéenito, mimoilazni pravci, a ne
sijeku malu os elipsoida u istoj to¢ki. Izuzetno, kada se tocke nalaze u ravnini
istog meridijana ili paralele one se sijeku i nisu mimoilazni pravei. U klasiénoj
teoriji trigonometrijskog nivelmana normale se sijeku u centru kugle koja ap-
roksimira elipsoid na tom podruéju. (To i nije losa aproksimacija za male uda-

ljenosti). U ovim razmatranijma normale ne sijeku malu os elipsoida u istoj
toc¢ki, sl. 1.

Ako se projicira izlomljena linija P,’ P’ n, n; na pravac koji prolazi to¢-
kama n, i P, dobije se

(N; -+ Hl + i;) = —D‘]z COSZ, + (Nz b Hl + lz) ‘cos¥ —
— n,n, sin B,. (3

Da se izrauna cos ¥, neophodno je potraziti kosinuse kutova (a, 8, v) $to
ih normale odreduju s koordinatnim osima geocentriénog prostornog koordi-
natnog sustava (v. [4], str. 17):

cos & = cos B cos L
cos B = cos Bsin L )]
cos v = sin B,
gdje je:
B, L — geodetska Sirina, odnosno duljina promatrane to¢ke.

Na osnovu poznate formule iz matematike, moze se izracunati kosinus kuta
$to ga zatvaraju dva pravca, pomocu kosinusa kutova §to ih zatvaraju pravci
s koordinatnim osima, tj.

COS Y = COS &, * COS &t; + cos B, - cos B, + cosy, * COS ¥,
odnosno

CDS“]:’=S'lnBl'Sin81+COSB|‘COSB;COS(L;—L;) (5)
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Ukoliko se u (3) uvrsti umjesto cosW¥

cos'¥ =1 ~—23in’§,

nakon jednostavnog sredivanja

’ - ‘{f
(Hz ‘_‘Hl) = Dlzcosz“ + 2(H2 +N2 +12)Sln2 —i——(Nz —‘Nl) +
+nn,sinB, +1, —1, (6)
Analognim postupkom, tj. projiciranjem P’; P, n, n, na pravac n, P, (sl. 1)
. LY
(H, — H;) = D}, cosz,, + 2(N, + H, +1,) sin 5 (N, — N,) —
_"n|nzsinB1+i2-"l|_. (7)
Koristeéi poznate formule iz viSe geodezije ([4], str. 17)

a ® 5 3 ;
N = (i——ez_&i_nrﬁ_)ﬁz ~ a [I + 92— 81[12 B + _8_ 84 Sln‘ B ‘+‘ ]
On, = N, e?sin B, (8)

i uvodenjem slijedeéih aproksimacija dobije se:
2

(N; — N,) +n;n,sinB, ® (N; —N,;) —n;n,sinB, = i;-(sin B, —

2
—sinB,)* a_; (B, — B,)? cos B,,. (9)

Ukoliko je (B; — B,) = 0,225, 5to odgovara duljini luka meridijana od
cca 25 km, onda (9) iznosi oko 0,5 m. Drugim rije¢ima, elipsoidni ¢lanovi u iz-
razima (6) i (7) su bitni i ne mogu se zanemariti. Medutim, u izrazima

*
2(N, +H,; + l;)sinz-lg-iZ(I\ll + H, + 1,)sin? -‘;—’ )
mogu se izostaviti visine signala, te se izrazi (6) i (7) mogu napisati u obliku:
. o LY
H, —H, =Dj,cosz,, + 2(N; 4 H;)sin < i (N; —N;) +

* Zanemarivanje visine signala izaziva pogresku u visinskoj razlici do 0,15 mm.



Bilajbegovié, A.: Trigonometrijski nivelman ..., Geod. list 1985, 7—9. 161

+nmn,sinB, +i, — 1, (10)

»

H, — H, = D}, coszy, + 2(N, + Hy)sin? & — (N, — N,) —
—nmn,sinB, +1i, — 1, (11)

Konaéna visinska razlika je aritmeti¢ka sredina iz (10) i (11),

AR = D2 08213 5 Day 08t & (N, — Ny 4 H —H,)sinz‘%—-‘-

L -1,
2

D02 in B, +sinB,) 4L 12 4

+ N, — N, + 3

ili

Di,c0s2,;, — Dy, coszy, (N: — N, +H, — H,)sin’z i
3 .

AH = 5

TR S
T o (12)

gdje je:

n;n ; ;
A[z == Nl - Nz + —I:Q—i(SInBI - slnBz).
Ako se uvrste irazi (9) u predhodnu jednadzbu i zadrZe ¢lanovi da reda veli-
¢ine aet
ae* . . . .
Aig = — T (sin? B, — sin? B,) (sin B, — sin B,)2.
B,+B,

2

iznosi svega 0,3 mm te se u (12) moZe zanemariti. Tada (12) glasi

A,; ima maksimalnu vrijednost za = 30°. Za duljinu luka od 100 km

N DOEBE Uk EE 4y, — e ; +

L, ¥ i —i I, —1
+(H2_H1)3m;-§-+-i—'—‘2 2-1'-—!73:

Di,cosz,; — Dj, cos z,,
2

AH(l —sin’;— = +(N; —N,) sin=_'{2i..

I =iy, hu=ly
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Kad se u prethodnom izrazu zanemari veli¢ina

(N; — N,)sin? -l;, koja je i za D}, = 25 km manja od 0,5 mm,
AH — Di2€0szi2 — Dy c0825, o p (i_!____i% e '_*_11) -

2 2 2 2 (13)

U izrazu (13) su kosinusi geodetskih zenitnih daljina koje se ne mjere,
nego ratunaju pomocu (1) i (2):

. lfk -
Zya =2, *P 2;Sl2* ”12 1
f!k
Zyy =2y + P 2;{IS|1+@2: (812 = 8S,1) (14)

Izratunajmo pomocu (14) cos z,, i cosz, i razvijmo ih u Taylorov red.

ki2-Si2 .. O

COS8Z,, = CO8§Z,, — SiNZ ;" — 8iNZ;, " —-
12 12 12 IR 12 ¢

. . . . .kzl| S|z i (‘.‘)2;
CDSZ:[ = COSs ZJ! — Sin 22, —2{{— — Sll'lzzl T

Uvrste li se dobiveni izrazi u (13) i uvede aproksimacija Dy,. " cos z;,=S,, samo
uz élanove za utjecaj refrakcije i otklon vertikale, dobit ¢e se

5 o , . "
AEf = Dua06%s Doy 082y gop 2 1 gper — | ‘;—'5.-3(@‘; —85) +
yh—i Li—1la  kia—ky o,

2 2 4R =] s

Posto je ¥ mali kut (za 25 km Y =0,"225) moZe se u drugom ¢&lanu desne

v
strane predhodnog izraza sec - aproksimirati jedinicom, te je konaéno

2
os z,, — D, cos z; ¥ 8 - ”
AH = Bz con %, — D; 5 3~ 3L sec? 5 il;f' 3 — 0,) —
ki —kyy : iy =43 . L —1;
4R B 4 =g—F=5 (13)
Razmotrimo u (15) popravak za utjecaj otklona vertikale
S 5 S

AHe = u(@n 0,) = — e (91 —0,); (16)

2!!
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gdje je:

©, =&, cosA,; +7,sinA,,; O =E; 008,14+ nrsinA,y,

E. n — otklon vertikale duz meridijana, odnosno prvog vertikala
A;; — azimut geodetske linije.

Ukoliko je @, = — 0,, = 57,107, 20", 30", £0",i S;, = 25 km, utjecaj ot-
kolona vertikale ra¢unat po izrazu (16) jednak je 0.61 m. 1.21, 2.42, 3.64 od-
nosno 6.06 m. Zbog toga se popravak za utjecaj otklona vertikale ne moze
zanemariti kod ve¢ih duljina niti u ravni¢astim predjelima. Taj je iznos bli-
zak ali nije identi¢an prirastu visine geoida izmedu to¢aka P, i P,

3. RACUNANJE DULJINA Df, i Dj,

U definitivnoj formuli za ra¢unanje visinskih razlika (15) imamo duljine
D;,iD;},One se odnose na spojnicu horizontalne osi instrumenta i vrha signala.
Upravo pri elektrooptitkom mjerenju duljina mjerimoD ,iD},. To je i osnovna
razlika izmedu formula u ovom radu i u [4]. gdje umjesto duljine D, dolazi D,,
kao spojnica srediSta oznaka na to¢kama P, i P,. Ova zamjena duljina moze
izazvati pogresku i do 15 cm, 3to ¢e se vidjeti iz narednih razmatranja.

Ukoliko je zadana prostorna duljina trigonometrijske strane D,., za koriStenje
izraza (15) treba izradunati Dj,.

Iz trokuta Q P, P, (sl. 2):

b, 1,

sin(z,, —¥) sinz,,
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odnosno
b, =1l,cosW(l —ctgz,, - tg¥) (¥ je mali kut za koji vrijedi cosV = 1,
sin¥ ~ V)
bz =12(! -—\VCTgZI;).
Iz istog trokuta
QP I, | , L
sin1"  sinz;,’ QPZ_Einz,,'

I za ekstremne vrijednosti 1,=20 m, D;,=25 km, z,,=85" i {=0,"2245 do-
bije se b,=19,993 m=1, i QP,’=0,078 m.

Primjeni li se na trokut P,’QQ, sinusni poucak, dobit ¢e se

sinx  sinz,
] e 3
1, — i, D,;

odnosno
- 1, —1 -
sinx=-=2_""-sinz,, (17
12
Osim toga

; D D

P;Q = —% sin (2, + X) = ——>(sin z,, cO8 X + €08 Z,, Sin X) =

Q Slnz,; ( 12 ) 811'1213( 12 12 )

D . . :
:gﬁ—z”——smz,z(cosx+ctgz,zsmx):Dusmx(ctgzl; + ctg x).
12

Prema sl. 2

D;; = PiQ + QP; ~ P;Q =D, - sinx(ctg z,, + ctg x). (18)

Kad se u (15) umjesto D', uvrsti duljina D,,=P; P, dobije se pri ekstremnim
vrijednostima (D,;=25 km, z,,=85", i,=1,4 m i 1,=20 m), pogre$ka u visinskoj
razlici od 0,158 m (D’,,=25001,617 m). O¢ito pogreska od 0,141 m nije zanema-
riva veli¢ina i treba ju uzeti u obzir.

Ukoliko imamo duljinu d,, izra¢unatu iz koordinata u Gauss-Kriigerovoj
projekeiji, najprije treba izradunati duljinu geodetske linije s,; na elipsoidu
(sl. 1), zatim s po formuli

SIZ

SZS]1+T
|M-N + H,

(19)

Tada se duljina D,, moze aproksimirati s duljinom s (v. [1]), i dalje koristiti
izvedene formule.
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SAZETAK

U ovom radu su izvedene formule za radunanje visinskih razlika trigono-
metrijskog nivelmana na veéim udaljenostima, temeljene na mjerenim veli¢i-
nama u realnom polju ubrzanja sile teze i aproksimaciji Zemlje elipsoidom.
Izvedene formule mogu se korisno upotrijebiti kada su poznate duljine trigono-
metrijskih strana D,;, poito su dati izrazi za racunanje duljine D), (sl. 1), koje
se odnose na spojnicu horizontalne osi instrumenta i vrha signala. Formule
(15), (18) i (19) mogu korisno posluziti za sastavljanje jednadzbi pogresaka u
izjednac¢enju trodimenzionalnih mreza.

ZUSAMMENFASSUNG

In diesem Aufsatz sind die Formeln fiir die Héhenbestimmung iib~r grosse-
ren Entfernungen angegeben. Die Formeln stiitzen sich auf dem reelen Schwe-
refeld der Erde, die mit einem Rotationsellipsoid approximiert ist. Die Formeln
kann man niitzlich verwenden bei bekannten trigonometrischen Seiten D;, da
die Ausdriicke fiir die Berechnung der Strecken Dj;’ bezieht sich auf die Ver-
bindungslinie zwischen der Kippachse des Instrumentes und der Signalspitze.
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