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GRADSKA TRILATERACIJA DA ILI NE?

Slobodan KONTIC, Tosa NINKOV — Beograd*®

0. UVODNA RAZMATRANJA

Gradska trigonometrijska mreza Titograda je projektovana i realizovana u
vremenu od 1956—1958. godine. Ona se sastojala od 7 datih tac¢aka (tatke visih
redova), 3 tacke prelazne zone i 20 tataka gradske mreZe. Prema raspoloZivoj
dokumentaciji, u mreZi su izmereni pravci na svim tatkama sa veoma visokom
tacnosti tako da je postignuta prose¢na srednja greSka koordinata izravnatih
tacaka od #* 1,4 cm. Ta postignuta tacnost je u potpunosti zadovoljavla sve
zahteve buduéih korisnika tih podataka.

Obzirom da se 1984. godine pristupilo snimanju i izradi katastra podzemnih
instalacija, sa novoprojektovane i realizovane poligonometrijske mreze, bilo je
neophodno izvriiti kontrolu poloZaja tacaka gradske trigonometrijske mreZe.
Zbog toga je investitor, Opstinski zavod za katastar i geodetske poslove, zahte-
vao od Instituta za geodeziju Gradevinskog fakulteta iz Beograda da izvrsi kon-
trolu stanja postojec¢e trigonometrijske mreze i odredi njihove sadasnje koordi-
nate sa tactnosti od = 2 em. Glavni razlog za kontrolu stanja postojece trigono-
metrijske mreZe je lezao u ¢injenici da je podruéje Titograda i Crne Gore bilo
zahvacdeno sa nekoliko ja¢ih zemljotresa tako da se moglo pretpostaviti da je
doslo do tektonskih poremeéaja koji postojeée koordinate tacaka trigonometrij-
ske mreze za pojedine svrhe kori$éenja, éini neupotrebljivim. Zbog toga je na-
pred navedeni zahtev za reviziju stanja postojeée trigonometrijske mreZe sasvim
opravdan i inZenjersko-tehniéki ispravan.

1. PROJEKAT REVIZIJE STANJA TRIGONOMETRIJSKE MREZE
TITOGRADA

U cilju reSavanja napred postavljenog zadatka prikupljena je sva raspolo-
#iva dokumentacija o projektovanju i realizaciji trigonometrijske mreze iz 1958.
godine. U dogovoru sa investitorom konstatovano je da kontrola stabilnosti ta-
¢aka mreZe obuhvati samo 13 tacaka stare mreZe koje u potpunosti pokrivaju
podruéje definisano generalnim urbanisti¢kim planom Titograda (sl. 1). Teren-
skom kontrolom je konstatovano da su tacke 4 603i 2 604 unistene i da se pra-
vac 237 —429 (v. sl. 3) ne moze ostvariti zbog, u meduvremenu, narasle §ume
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u nacionalnom parku Gorica U cilju eliminisanja defekta geometrije planirano
ie merenje svih uglova u tom déetvorouglu. Pored toga zbog izgradnje ne}:ih
visokih objekata doslo je i do nedogledanja nekih pravaca kao npr: 253 sa 246
053 502 7.

Sl. 1 Gradska trigonometrijska mreza Titograda (1958) god.

Radi toga je zbog izgradenosti u okolini tacke 253 doneta odluka da se
ispita moguénost njenog izostavljanja iz nove mreze. Umesto starih ta¢aka? 603
14604 postavljene su nove, propisno stabilizovane, koje su udaljene od starih
polozZaja i to prva za 100 m a druga za 500 m kako bi se izbegla velika proseca-
nja u Sumi nacionalnog parka Gorica. Na sl. 2 je prikazana varijanta gradske
trigonometrijske mrezZe za koju ¢e se uraditi projekat revizije postojec¢eg stanja
mreze.

Sa sl. 2 se vidi da je predvideno uklju¢ivanje i jedne nove tacke, 606N,
u geometriji usvojene varijante zbog moguc¢nosti prosirivanja gradskog grade-
vinskog reona u tom pravcu.

Proucavajuéi literaturu i publikovane radove vezane za problematiku kon-
trole geodetskih mreza trusnih podruéja ([1], [2], [3]) konstatovano je da metoda
uporedenja svih duzina, sracunatih iz postoje¢ih koordinata i duZina merenih
u kontrolnim merenjima. je veoma efikasna i ekonomski opravdana za koris-
¢enje. Metoda je veoma prakti¢na jer danas$nji visoki nivo preciznosti i efikas-
nosti instrumentarija za merenje duzina (OED) omogucuje brzu i preciznu kon-
trolu potrebnih parametara. Zbog toga je doneta odluka da se za kontrolu sta-
bilnosti tataka mreZe, primeni ova metoda uporedivanja duZina. Korii¢enjem
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Sl. 2 Usvojena varijanta geometrije gradske trigonometrijske mreze Titograda

ove metode dobija se moguénost odredivanja nepomerenih (stabilnih) tacaka
mreze ukoliko su razlike duzina, sra¢unate iz koordinata i direktno merenih
veli¢ina, u granicama koje zavise od taénosti odredivanja koordinata i ta¢nosti
merenja.

U okviru projekta revizije stanja postojece mreze razmatrana je i mogué-
nost pojave situacije da se pomerio veéi broj tataka i da je potrebno odrediti
njihove nove koordinate. Za tu moguénost uradena je prethodna ocena tadnosti
koordinata mrezZe (oslonjene samo na minimalan broj podataka) na osnovu me-
renja linearnih veli¢ina, koja ¢e se realizovati u fazi kontrolnih merenja. Ana-
lizom, i prethodnom ocenom ta¢nosti merenja duzine konstatovano je da se sa
instrumentom WILD DI 4 L. moZe posti¢i ta¢nost merenja svih duzina od oko
+ 1.5 em. Sa tom ta¢nosti merenja i usvojenom geometrijom pokazano je,
da ¢e se dobiti nove koordinate svih tacaka mreZe sa tacnosti od oko =+ 2 cm,
a time je i APPRIORI definisani zahtev investitora u potpunosti zadovoljen.

2. TERENSKA REALIZACIJA PROJEKTA REVIZILIE

Terenska realizacija projekta revizije stanja trigonometrijske mreze Tito-
grada je kompletno obavljena u toku 4 radna dana. Pre poletka merenja pri-
stupilo se detaljnoj rektifikaciji instrumenata i pribora sa posebnim osvrtom
na ispitivanju opti¢kih viskova. Merenje duzina u mrezi izvrieno je instrumen-
tom WILD DI4L kod koga se, prema proizvodacu postize ta¢nost mp = £ (5 mm
+ 2.107%) )na osnovu Cega je, u ovoj mrezi, trebalo ofekivati greske veli¢ine od
4: 1.0 do =* 1.8 cm. Krajnji domet ovog instrumenta je, prema proizvodacu,
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5 km §to se za vreme kontrolnog merenja veoma lako postizalo (4 duzine preko
4 km i max D = 4.9 km) jer su tokom merenja meteoroloski uslovi bili veoma
povoljni.

Prilikom merenja duZina mereni su svi meteoroloski uslovi (temperatura
i pritisak vazduha) na krajnjim tatkama merenih duZina i oni su uglavnom bili
istovetni. Sve duZine su merene u tri serije od 5—10 merenja (u zavisnosti od
rasipanja rezultata) u cilju 8to veée sigurnosti dobivenih rezultata. Samo neko-
liko duzina je izmereno obostrano. Za redukciju koso merenih duzina na hori-
zont mereni su vertikalni uglovi u oba polozaja durbina i ako su se za redukciju
mogle koristiti i kote trigonometrijskih tacaka iz 1938. godine.

Sva 4 ugla koja je trebalo izmeriti izmerena su u po 4 girusa sa teodolitom
WILD T-2 sa maksimalnom razlikom izmedu girusa od =+ 3”. Merenje uglova
je vrieno neposredno pre ili posle merenja samih duZina. Po zavrietku merenja.
CED sa kojim je vrieno merenje duzina kalibrisan je na Paracinskoj bazi i
odredene veli¢ine multiplikacione i adicione konstante.

3 NUMERICKA OBRADA REZULTATA MERENJA

Numeri¢ka obrada podataka je sadrzala nekoliko numeri¢kih operacija ko-
jima se od merenja na fizitkoj povrsini zemlje dobijaju vrednosti u Gaus-
-Kriigerovoj projekciji (sekuéi cilindar) jer su i koordinate starih ta¢aka bile
odredene u toj projekciji. Te numeri¢ke operacije su ve¢ poznate i o njima
u ovom ¢lanku nece biti re¢i, Numeri¢kom obradom podataka merenja dobijaju
se vrednosti koje se mogu koristiti za uporedivanje sa duzinama iz koordinata
tataka mreze odredenih 1958. godine. Na slici br. 3 prikazane su razlike tog
uporedivanja.

Sa znakom » 4+« oznalena su povecanja, a znakom »—« skracenja duzina u
odnosu na njihove vrednosti iz 1958. godine. Analizom dobijenih vrednosti ne
moze se izvesti zakljuéak o postojanju stabilnosti bilo koje tacke jer dobijene
razlike mogu biti rezultat greSaka merenja u prvoj ili kontrolnoj seriji mzrenja.
i greSaka datih veli¢ina u izravnanju prvog merenja.

Sada nastali problemi mogu se refiti nekom od metoda otkrivanja stabilnih
tactaka u deformacionim mrezama. Na naSem Institutu se za utvrdivanje sta-
bilnosti ta¢aka mreZe, u periodu izmedu dve serije merenja, koristi dobro po-
znata metoda Helmertove transformacije koordinata iz jednog u drugi koordi-
natni sistem (prethodno moraju biti sra¢unate koordinate u obe serije merenja).
Za izravnanje kontrolne serije merenja koris¢eno je posredno izravnanje mere-
nih veli¢ina uz zadovoljavanje uslova

[pvv] = min (1)
xTx = min (2)

a time je definisano izravnanje slobodne mreze sa minimalnim tragom. Izravna-
nje mreze je izvrieno posebnim programom za modifikovani model posrednog
izravnanja sa minimalnim tragom (definisan od CASPARI-ja [4]) koji se odnosi
na nepoznate koje odgovaraju nepomerenim tatkama mreZe. Sve ostale koordi-
nate se programski transformisu Helmertovom transformacijom na koordinatni
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E “60u/N

Sl 3 Prikaz dobijenih vrednosti promena duZina strana u periodu 1958—1984.

sistem definisan minimalnim tragom stabilnih tataka. Ovaj postupak je veoma
pogodan za izravnanje mreZa u kojima postoje tacke sa razli¢itim tretmanom
(nove tacke kod proSirenja mreze, tatke mreZe i tacke objekta) a potrebno je
vadrzati prvobitni koordinatni sistem. U tom slu¢aju se vektor nepoznatih ra-
stavi u dve grupe

- [x] @
¢ija se kofaktor matrica moze predstaviti kao
o-[qn &) g
Izravnanje se obavlja uz zadovoljavanje uslova za nepoznate Xx,.
X7 X, = min (5)
trag Q,;, = min (6)

Na taj nacin koordinatni sistem je definisan nepoznatima iz subvektora x,
koji odgovara nepoznatima nepomerenih ta¢aka.

U sluéaju trigonometrijske mreze Titograda izvrieno je izravnanje sa mini-
mizacijom dela traga koji se odnosi na tadke stare mreze. Koordinate 2603/N
2604/N, 7 606/N su Helmertovom transformacijom preratunate na taj koordi-
natni sistem. Maksimalne srednje greske novih koordinata, starih tacaka, iz-
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nose m, = = 1.5 em i m, = =+ 2.0 em (prosecno my,, = £ 1.4 cm) a koordi-
nata novih tadaka m, = 2.3 cm i m, = 2.5 cm. Maksimalna srednja greska du-
7ine posle izravnanja iznosi mp = =+ 1.9 cm a prosecna my = £ 1.6 cm.

Tabela 2

i : i
TACKA | m, (cm)‘ m, (cm) l TACKA | m, (cm) | m, (cm)
' '! 1 ‘
| |

603/N [ 1.4 ] 233

37 L 1 23
| 604/N 2.1 14 || 46 | 11 | 13
606/N 2.3 26 || 10 | 12 | LS
|20 5 | %7 0 | 13 1.4
| 605 13 | 18 || 48 1.5 1.6
s | 14 14 || 7 1 1.3 2.0
. 0 1 13
I |

29 | 13 | 11 | 601

Na osnovu ovih rezultata izravnanja mogao se odrediti kriterijum o do-
zvoljenoj razlici merenih duzina i duzina dobivenih iz koordinata po formuli

Apa=2jmi, +mj, ~+5cm @)

Ovaj kriterijum je ispravan uz usvojenu pretpostavku da je prosetna
srednja grefka duZina u obe serije merenja jednaka (obzirom da su srednje gres-
ke koordinata u obe serije podjednake). Analizirajuéi dobijene razlike, na sl. 3,
po ovom kriterijumu mozZe se konstatovati nemoguénost izbora stabilnih tacaka
koje bi definisali koordinatni sistem nove mreze koji ¢e biti praktiéno iden-
titan koordinatnom sistemu iz 1958. god. Na taj nac¢in ne bi se obezbedila
mogucnost koridéenja postoje¢ih planova i ostalih podataka snimljenih u
koordinatnom sistemu stare mreZe. Kriterijumi dozvoljenih razlika izravnatih
koordinata tacaka u obe serije merenja bi se mogli formulisati na seledeci
nacin.

Ay = 2;mi, +ml, ~ 60cm (8)

Ape = 2| mi, + mi, ~ 6.0cm (9)

gde su my; i my; proseéne srednje greske koordinata u i-toj seriji merenja (i).

Kako su se za priblizne koordinate tataka nove mreze, za koje se trazi
minimalni trag, koristile izravnate koordinate tih tacaka iz 1958. godine to
su prirastaji koordinata tafaka posle izravnanja istovremeno koeficijenti V. i
V, Helmertove transformacije. Uporedujuci te vrednosti sa vrednostima iz (8)
i (9) moze se konstatovati koje tacke se mogu smatrati pomerenim. Njihovom
eliminacijom iz vektora X, vrii se ponovno izravnanje sa minimizacijom traga
preostalih tacaka. Postupak je ponavljan sve dotle dok nije pronadena kombi-
nacija tacaka ¢iji svi prirastaji zadovoljavaju gore navedene Kriterijume. U
sluc':aju13 ove gradske trigonometrijske mreze to su bile tacke 220, 246, 240,

48 1 27.

o
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Koordinate tacaka koje su dobijene gore navedenim postupkom su pred-
lozene za usvajanje kao definitivne kordinate u novoj gradskoj mrezi. Iako su
evidentna pomeranja izvesnog broja tafaka stare mreZe, sprovedena analiza
izbora optimalnog koordinatnog sistema je omoguéila da se i dalje mogu
koristiti svi do sada uradeni topografski planovi i ostali podaci, vezani za staru
mreZzu, jer je usvojeni koordinatni sistem nove mreZe, definisan tackama koje
su se najmanje pomerile ili ostale stabilne, praktié¢no identi¢an sa starom.

Na ovom principu se zasniva i postupak odredivanja stabilnih tadaka
Minhenskog univerziteta (detaljno opisan u /5/) koji se sada nalazi u zizi
interesovanja i ispitivanja geodeta, zainteresovanih za ovu problematiku,

4 ZAKLJUCAK

Na osnovu analize dobijenih rezultata realizacije projekta revizije stanja
gradske trigonomeirijske mreZe, moZe se zakljuditi da su zahtevi za obnovu i
dopunu mreZe bili opravdani. Ovom revizijom dobijene su nove koordinate
oko polovine tacaka stare mreZe koje se bitno razlikuju od vrednosti iz
1958. godine (te razlike su do 30 em). Drugi zakljuéak koji se namece posle
obavljene revizije mreZe, a koji se ovim radom Zeli posebno istadi, je ¢inje-
nica da se gradska trigonometrijska mreZa moze realizovati i kao ¢ista trila-
teraciona mreZza. U ovom sluéaju je postignuta ta¢nost koordinata koja je
istog nivoa kao i u slutajevima vecéine gradskih trigonometrijskih mreza a
postignuta je bez ikakvih problema uglavnom jednostranim merenjima du-
zina. U slu¢aju obostrano opaZanih duzina ili pak korid¢enja jo§ preciznijih
daljinomera (mekometar, ili sli¢ni) ta taénost bi prevazilazila ta¢nost postig-
nutu u trigonometrijskim mrezama. Ista tako mora se napomenuti i ekonomski
efekat reSavanja ovog zadatka obzirom da su terenska merenja, uz prethodnu
pripremu i organizaciju, zavriena za svega 4 dana bez nekih posebnih zahteva
vezanih za vremenske i meteoroloske uslove. O svim rezultatima i istraziva-
njima koja su proistekla iz ovog rada bi se moralo voditi raéuna kod buduéih
projektovanja i realizacije novih kao i kod donosenja odluka o potrebi revizija
postojec¢ih gradskih mreZa.
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REZIME

U élanku se daje prikaz rezultata reSavanja problema obnove gradske
trigonometrijske mreze Titograda. Za kontrolu stabilnosti tataka stare mreze
primenjena je metoda promena duZina trigonometrijskih strana. Obzirom da
stabilne tacke nisu poznate problem je refen odredivanjem novih koordinata
tadaka mreZe na osnovu podataka linearnih merenja. Za izravnanje je prime-
njena metoda posrednog izravnanja sa minimizacijom dela traga koji odgovara
koordinatama najmanje pomerenih tataka. Dobijeni rezultati su istog nivoa
ta¢nosti kao i u veéini do sada realizovanih gradskih trigonometrijskih mreza
Uolena je moguénost velikih materijalnih usteda kod realizacije trilatera-
cionih mreza.

ABSTRACT
In this article will be discribe result of restore the trigonometric network
of city of Titograd. To adjustment we used method of variation of coordinates
with minimisation of part of trace. To apply method of trilateration for trigo-

nometric network of city made in possible to saving the means.
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