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Pregledni rad

RJESAVANJE NORMALNIH JEDNADZBI I METODA
CHOLESKOG

Damjan JOVICIC, Miljenko LAPAINE, Svetozar PETROVIC — Zagreb*

Svrha ovog rada je da kroz nekoliko primjedbi da pregled problema koji
su uodeni proutavanjem niza radova koji se bave rjeSavanjem normalnih jed-
nadzbi. Posebno se razmatra metoda Choleskog, te predlaze takav algoritam i
program u kojem osnovna ideja Choleskog dolazi do punog izrazaja.

1. PRIMJEDBA

Ako je matrica A regularna, rjeSenje sistema linearnih jednadzbi
Ax=Db
moZe se napisati u obliku
x=A"h.

U ra¢unu izjednatenja to se obi¢no zove neodredeni nacin rjesavanja normalnih
jednad#bi. Iako je poznato da osim ovog natina postoji 1 niz drugih, npr. Gaus-
sova metoda, Banachiewiczeva metoda, metoda Choleskog itd., ipak se moze
proditati: »Radi refavanja normalnih jednacina, neophodno je invertovati ma-
tricu . ..« [7), str. 28 (podvukli autori ovog ¢lanka). U istom broju Geodetskog
lista Z. Gali¢ predlaZe program za rjeSavanje sistema linearnih jednadZbi me-
todom Choleskog i kaZe: »Za dobivanje vektora rjeSenja potrebno je izvrsiti
mnoZenje inverzne matrice i vektora slobodnih ¢lanova« [3], str. 37 (kurzivom
istakli autori ovog ¢lanka).

Medutim, o¢ito da invertiranje matrice nije ni potrebno ni neophodno,
jer kako smo naveli, postoje i druge metode rjeSavanja sistema linearnih jed-
nadzbi. Sto vise, Stewart u [9] kaZe da je takav pristup »naivan«, Razlog je
jednostavan: samo rafunanje inverzne matrice zahtijeva oko tri puta vise
ratunskih operacija od neposrednog rjeSavanja jednog sistema. Povecani broj
ra¢unskih operacija s jedne strane produzava vrijeme izvodenja programa, a s
druge strane moZe smanjiti to¢nost rjeSenja. Ilustrirajmo ovo prema Forsytheu,
Malcolmu i Moleru: »Jednostavan, ali poutan primjer je sistem koji se sastoji
od jedne jednadzbe
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Tx = 21.

Najbolji nagin rjeSavanja ovog zadatka je dijeljenje

2]
S
X=-o=3.

KoriStenje inverzne matrice dalo bi

xi="T A+ 5]
= 0.142857 - 21
= 2.999997

Drugi natin zahtijeva viSe aritmetike — dijeljenje i mnoZenje umjesto jednog
dijeljenja — i daje netoéniji rezultat.« ([2])

Kao odgovor na pitanje: kad je ipak pogodno izra¢unati inverznu matri-
cu?, Scheid u [8] piSe: » Ako treba rijesiti nekoliko sistema jednadzbi koji imaju
istu matricu A, ali razlitite vektore b, tada postaje ekonomicno naéi najprije
inverznu matricu«. Sli¢no kod Lonéara u [6] stoji: »Medutim, postoje ipak slu-
Cajevi kada trebamo direktno radunati inverznu matricu. To je o¢ito u slucaju
kod rjedenja sistema Ax = b kada je A ista, a mijenja se samo b.« (Kurzivom
istakli u oba citata autori ovog rada.)

Medutim, u slu¢aju kada treba rijediti veéi broj sistema s istom matricom,
nasuprot izjavama citiranih autora, nije niti oéito, niti ekonomiéno odredivati
inverznu matricu. Dokaz ove tvrdnje izvodi se prebrojavanjem potrebnog broja
ratunskih operacija, a moZe se na¢i npr. u [10] str. 93 ili [4] str. 36.

1. ZAKLJUCAK

Inverznu matricu nefemo rafunati da bismo pomoéu nje rijedili sistem
linearnih jednadZbi, nego jedino onda kada je ona potrebna za neku drugu
svrhu. Takav je slutaj u geodeziji gdje se ona koristi za ocjenu to¢nosti. No
niti tada rjeSenje pripadnog sistema normalnih jednadzbi neéemo raéunati po-
mocy inverzne matrice, ve¢ iz reduciranih jednadzbi poznatom supstitucijom
unazad. Na taj na¢in je broj izvrSenih radunskih operacija nakon kojeg se
dolazi do rjeSenja tri puta manji ($to pozitivno utjete na njegovu to¢nost),
a sveukupni broj potrebnih operacija da se dobije i rjefenje i inverzna matrica
je kod oba postupka jednak.

2. PRIMJEDBA

Cijena koju korisnik pla¢a prilikom izvodenja nekog programa ovisi o
trajanju izvodenja, a ovo pak o broju ra¢unskih i drugih operacija. O ovome
kao da nije vodeno raduna u programu Z. Galiéa [3] gdje se ne koristi svojstvo
simetrije normalnih jednadZbi i svojstvo simetrije metode Choleskog, te se ne-
potrebno ponavljaju iste ratunske opracije i svi koeficijenti, osim dijagonal-
nih, izraéunavaju dva puta.
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Drugi vazan faktor o kojem ovisi cijena izvodenja programa je velitina
koriStene centralne memorije ratunala. Osim toga o memoriji narotito treba
voditi raéuna ako imamo na raspolaganju ratunalo manjeg kapaciteta. Spretno
sastavljen program omoguéiti ¢e invertiranje matrice i rjeSavanje sistema veceg
broja normalnih jednadZbi. Razli¢itim pristupima moZe se ustedjeti ili potro-
§iti vrlo mnogo memorije. Tako npr. za dobivanje inverzne matrice A, Z. Ga-
lié u [3] koristi polja A, R i X ukupne veli¢ine 5n2, gdje je n broj normalnih
jednadZbi. Veé je u programu [1] K. Coli¢a za isti posao koristeno samo jedno
polje veli¢ine n2. U ovom radu ¢e se pokazati da metoda Choleskog omogucava
i dalje smanjenje potrebne memorije na priblizno n*2, a da se time ne pove-
¢a ukupan broj ratunskih operacija.

2. ZAKLJUCAK

Da bi program bio $to efikasniji potrebno je voditi ratuna o racionalnoj
upotrebi memorije ratunala, a takoder ne programirati nepotrebna izratuna-
vanja.

3. PRIMJEDBA
Buduéi da je matrica A normalnih jednadzbi oblika
A =B'PB,

lako se moZe dokazati da je ona nenegativno definitna* (vidi npr, [9], str. 139).
Teorija kaZe da se zato prilikom primjene metode Choleskog ne moZe pri ra-
¢éunanju dijagonalnih elemenata pojaviti vadenje drugog korijena iz negativ-
nog broja (npr. [11], str. 126). Medutim, prakti¢ki se to ipak moZe dogoditi (vidi
npr. [9], str. 225), ako su pogreike zaokruzivanja dovoljno velike. No, to moZe
nastupiti onda kada je matrica normalnih jednadzbi prakticki, tj. gotovo
singularna. Rad s ovakvim sistemima je vrlo osjetljive prirode (vidi npr. [5]).

3. ZAKLJUCAK

Pri dekompoziciji matrice normalnih jednadzbi metodom Choleskog nije
potrebno uvoditi ratunanje s kompleksnim brojevima kao $to to &ini npr. Z.
Galié u [3].*

U slu¢aju da se pojavi korjenovanje negativnog broja ili dijeljenje nulom,
treba postupiti na neki od uobi¢ajenih nafina, kao to je npr. izbacivanje inkri-
minirane jednadzbe koje se temelji na &njenici da singularnost ukazuje na to
da sistem nije nezavisan, dakle sadrzi viSak jednadzbi. Medutim, kako je sin-
gularnost Zesto posljedica nekih ranijih grijeha (npr. loSeg izbora uvjeta kod
uvjetnih mjerenja), izgleda da je tada ipak najbolja alternativa: prekidanje
izvodenja programa uz poruku korisniku da je matrica numeri¢ki singularna.
Korisnik ¢ée tada odluditi o daljnjem postupku.

* U sludaju simetriéne matrice koja nije nenegativno definitna metoda Cho-
leskog bez specijalnog pivotiranja zakazuje, ne pomaZe niti uvodenje kompleksnih
brojeva (vidi [14], str. 643—645).
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Pridrzavajut¢i se gornjih zakljutaka sastavili smo algoritam i program
koji se temelje na originalnoj ideji Choleskog, prema kojoj se sve moZe oba-
viti u »trokutu« koeficijenata normalnih jednadZzbi.

ALGORITAM

Neka je
Ax=D0b (1)

sistem normalnih jednadzbi. Treba odrediti rjeSenje x, inverznu matricu A™!
i ¢lan [pvv]. Sistem normalnih jednadZbi (1) moZemo detaljnije prikazati
ovako:

ay ¥ tapxs+...+a,x, =b,
Xy T ap X+ ...t ayx, = b, (2)

gy, X + By, Xa T ... + A Xy = bn

I korak

Sistem (1), odnosno (2), najprije ¢emo reducirati u ekvivalentni trokutasti
sistem

Rx =y, (3)
odnosno detaljnije napisano

X treX+...+tr,x, =y
rﬂxﬁ+"'+r2|jxn‘:yg (4)
rl.m xn == y:l‘

gdje je R gornja trokutasta matrica dobivena faktorizacijom matrice A po
metodi Choleskog tako da vrijedi

A = R'R,

tj. elementi r;; izratunavaju se po formulama
o
g == a; — zrilk B R | (:))
k=1

i1
Tjj = (aij = kg,ll‘fx rjk) 8 o1 i=i (6)

Elementi y; dobiju se istodobno istovrsnom redukcijom, tj. po formulama

Vi = (bi — :2_:1 Tik bk) ! Ty i=tioo,m (7
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Istovremeno se moZe izratunati i ¢lan [pvv] i to za posredna mjerenja
prema

n
[pvv] = [pll] — _21 ¥i, (8)
a za uvjetna mjerenja prema

~fpwl < 0~ T3 ®

Obrazlozimo (8):
Neka su

Bx+1=v (8a)
jednadzbe pogre$aka. Tada v!Pv = minimum daje
2viPB =10
odnosno
BtP(Bx +1) =0
&to su zapravo normalne jednadZbe
BtP Bx + B'Pl = 0. (8b)
Sada mozemo napisati
V' Py = (x' Bt + 1Y) P (Bx + I) = x* (B! P Bx + B'Pl) + ! PBx + ' PL
Zbog (8b)
vtPv = I' Pl — x' B! P Bx.
Uz oznaku A = B!P B, faktorizaciju matrice A po Choleskom i (3)
viPv=1'Pl—x'Ax = I'PI—x'R'Rx = ['Pl — y'y,

§to je relacija (8) u matri¢nom prikazu. Uocimo analogiju izraza (8) s formu-
lama (5), osim korjenovanja.
Obrazlozimo takoder i (9):

Neka su

Bv+w=10 (9a)
uvjetne jednadibe. Tada v' Pv— 2k'(Bv + w) = minimum daje
2vtP—2k'B =10
i odatle
vt=ktBP,
odnosno

v = P71 Btk,
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Uvrstimo li ovaj v u (9a) dobijemo normalne jednadzbe
BP !Btk + w = 0. (9b)
Sada mozZzemo napisati
vtPv = k!By = — ktw.
Uz oznaku A = B P B!, faktorizaciju matrice A po Choleskom i (3)
viPv =ktAk =k'R'Rk = yty = — (0 —y'y)
sto je relacija (9) prikazana matritno (uz promijenjeni predznak). Uodimo ana-

logiju i izraza (9) s formulama (5), osim korjenovanja.

I1 korak

Sada iz reduciranog sistema (3), odnosno (4), moZemo izra¢unati nepozna-
nice supstitucijom unazad, tj. po formulama

/ n
T
. k=i+1
Istovremeno racunamo elemente matrice S = R po formulama
Sjj=l:rjj j=n, R—ly0uey 1 (10)
j -
§ij = ‘ Y T Sn) B Y s (11
k=il
Uoc¢imo analogiju izmedu (11) i (9).
HIT korak
Na kraju ra¢unamo elemente a;; matrice A" = R (R)™' = S St po for-
mulama
o 1 I n
% = X Sik Sik =i i+1505n (12)
k=i
NAPOMENA

Bjerhammar u [12] str. 330—331 opisuje jedan vrlo sli¢an algoritam koji
naziva metodom Cholesky-Rubina. U odnosu na na$ upravo opisani algoritam
postoji jedna razlika, ali ta je bitna, a sastoji se u slijedeéem: do rjeSenja nor-
malnih jednadZzbi ne dolazi se kao kod nas u II koraku prema relaciji (9),
nego se racunaju elementi matrice S = R™ po formulama (10) i (11) i tek na-
kon toga odreduju nepoznanice prema izrazu

x=R2y.

Nedostaci ovog redoslijeda ratunanja navedeni su u naSoj primjedbi broj 1.
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OPIS PROGRAMA

Program je napisan u Basicu za stolno ratunalo HP 9845A. Podaci potrebni
za izvodenje programa su: broj normalnih jednadzbi N, koeficijenti »trokuta«
normalnih jednadzbi (ukljuéujuéi desnu stranu, tj. slobodne koeficijente) i
¢lan [pll] kod posrednih mjerenja, dok ¢emo kod uvjetnih staviti 0. Ove podat-
ke éemo spremiti u datoteku »ULAZR« na kazeti, koja sluzi kao vanjska me-
morija ratunala. Ukoliko se Zeli direktno u¢itavanje podataka pomoc¢u naredbi
DATA ili INPUT ili koristenje neke druge vanjske memorije u skladu s mo-
guénostima datog ratunala, treba na odgovarajuéi natin modificirati naredbe
80—100, 190, 250 i 270.

Samo izvodenje programa pocinje tako da se iz datoteke utitaju podaci u
glavnu memoriju ra¢unala. Budu¢i da koristimo svojstvo simetrije koeficijenata
normalnih jednad?bi, tj. radimo samo s koeficijentima gornjeg trokuta matrice
normalnih jednadzbi, a trokutasta polja u Basicu ne postoje, to ¢emo sve
koeficijente smjestiti u jednodimenzionalno polje A dimenzije (N - NN+
+ 2)/2, jedan redak za drugim:

ajpas. .. 8, by-

U sluéaju uvjetnih mjerenja, kao Sto je ve¢ spomenuto, umjesto [pll] stoji 0.
Nakon §to su podaci uditani, slijedi njihov ispis.

Bitna karakteristika ovog programa je ekonomiziranje memorijom. Opi-
sani algoritam omoguéuje da se sva zapisivanja medurezultata vrSe u istom
polju A. Tako nakon prvog koraka ((5) — (8)) polje A sadrZi elemente

LTI ST I S T A

Tag oo o Top ¥

U sludaju uvjetnih mjerenja na mjestu [pvv] stoji — [pvv]. Nakon drugog
koraka ((9) — (11)) polje A sadrzi elemente

81151200 - 51 Xy
Sp2 - - - Sap Xa
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Nakon treceg koraka (12) polje A konaéno sadrzi

Olyg Byg -« - OLpy Xy
Oy - - - Olay X

an n xl'l
[pvv]

Slijedi ispis svih rezultata na papir, odnosno u datoteku »IZLAZR« za eventual-
nu daljnju obradu. Ako se ne Zeli zapis rezultata i na kazetu treba iz progra-
ma izostaviti naredbe 980, 990, 1020, 1080, 1190 i 1260.

U slu¢aju bilo kakvih poteSko¢a pri implementiranju ovog programa na
drugo racunalo, svaki potencijalni korisnik se slobodno moze obratiti na adresu
autora.

U nastavku prilaZzemo opisani program sa primjerom izvodenja. Zadatak je
preuzet iz [13] (Example 3.5).
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=E=EE=sEE

PRIMJER

=== E==

NORMALNE JEDNADZBE

1l . recdak
5.000 7.00¢C 6.CC0
2 . redak
10.¢00 E.QCO
3 . redak
1C.0CC
4 . redak

fpll)= 120.600

[pvv]l= 1.0CC

RJESENJE NCRMALYNIH JEDNADZBI

e - - -

1.CC0
. l.Cce
1.CCG0
l1.c00
INVERZNA MATRICA
1. recek
68,000 -41.00¢C ~17.0C0
2 . redak
25.000 1c,cce
3 . redak
E. ¢

4 , redak

5.000

7.000

2.000

10.000

10.000

-6.000

~=3.000

2,000

23.000

32.000

33.000

31.000
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10

20

30

40

50

51

60

70

80

90

100
110
120
130
140
150
160
161
170
180
190
200
210
220
230
231
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
3%
400
410
420
430
440
450
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PROGRAM

====z===

khkkhkhkhkhh bk kbbb btttk bk bk b kbt bbbk hdhhhhhd
Ime programa: CHOL

Svrha programa: RJESAVANJE N NORMALNIH JEDNADZRI,
RACUNANJE INVERZNE MATRICE I [»pwv] prema Choleskom
Aytori: M.Lapaine, S.Petrovic, D.Jovicic

Geodetski fakultet, Zagreb, Kaciceva 26

2 2 R R R R T I Y T S s TR E R L L

OPTION BASE 1

I I .,

REAL A(100) IDimenzija polja A mora biti
ASSIGN #1 TO "ULAZR" ! najmanje (N+1) (N+2)/2
BUFFER #1

READ #1;N IN=broj normalnih jednadzbi

PRINT "NORMALNE JEDNADZBE"“

P . T N .

Kd=1

FOR I=1 TO N

PRINT

PRINT I;". redak"

FIXED 3

PRINT TAB(l0*1I),

FOR J=I TO N+l

READ #1;A (Kd)

PRINT A(Kd) ; TAB (10*J+10),

Kd=Ka&+l

NEXT J

PRINT

STANDARD

NEXT I

READ #1 ;A (Kd)

PRINT LIN(3), TAB (20) ," [pl1l]=";A (KO
ASSIGN * TO #1

I=1 IA=Rt*R
IF A(1)>0 THEN 330

PRINT "MATRICA NORMALNIH JEDNADZBI JE NUMERICKI SINGULARNA™
PRINT "DIJELJENJE NULOM U ";I;". RETKU"
STOP

A(1)=S5QR(A (1))

FOR I=2 TO N+l

A(I)=A(I)/A(1)

NEXT I

X=N+2

FOR I=2 TO N+l

U=x

FOR K=0 TO N+1l-I

FOR J=I-1] TO 1 STEP =1

U=U=-N=1+J

A(X)=A(X)=-A(U)*A(U+K)

NEXT J

IF (K<>0) OR (I=N+1) THEN 480
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460
470
480
490
500
510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740
750
760
770
780
790
800
810
820
830
840
850
860
870
880
890
900
910
920
930
940
950
960
970

IF A(X)<=0 THEN 300
A(X)=SQR (A (X))

IF K>0 THEN A (X) =& (X) /A (X-K)

X=X+1

U=X~-K-1
NEXT K
NEXT I
X=1

FOR I=1 TO N

=X
A(U)=1/A (1)
X=X+1

FOR K=1 TO N+l1l-I
A(X)=A(X)*A(U)
X=X+1
NEXT K
NEXT I

X=N* (N+3) /2-1
FOR I=N TO 2 STEP -1
U=XxX

FOR J=I-1 TO 1 STEP -1
U=U=-N=-1+J

FOR K=1 TO N+l-I
V=U+K
X=X+1
A(V)=A(V)-A(U)*A (X)
NEXT K
X=X=-K+1
A(U) =-A(U)*A (X)
NEXT J
X=X=(N+3)+1I
NEXT I

X=1

U==-1

v=0

FOR I=1] TO N
P=U+2
V=P-1

S=0

FOR J=0 TO N-I
FOR K=J TO N-I
U=P+K

V=Wl
S=S+A( ) *A(V)
NEXT K

A(X)=S

A=X+1

V=1l
S=0
NEXT J
X=X+1
NEXT I

'Po zelji umetnuti ispis
Imatrice R

tRacunanje R" (-1) i rjesenje

IPo zelji umetnuti ispis

!matrice R" (=1) i rjesenija

tRacunanje A" (-1)
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980 ASSIGN #2 TO “IZLAZR*

990 BUFFER $#2

1000 Rd=(N+1) * (N+2) /2

1010 PRINT LIN(3) ;TAB (20)," [pvv] =" ;A (K.©)
1020 PRINT #2;A(Kd)

1030 Ka=N+1

1040 PRINT LIN(3) ;"RIESENJE NORMALNIH JEDNADZBI"
1050 PRINT M =~ vmees oo mnmsssronmnmsnnann
1060 FOR J=L TO N

1061 FIXED 3

1070 PRINT TAB(26),A (K1)

1080 PRINT #2;A(Kd)

1090 Kd=Kd+N-J+1

1100 NEXT J

1101 STANDARD

1110 PRINT LIN{3),"IWBRZNA HATRICA "
J120 PRINT Yo 7o memssmsmesmes

1130 Kd=1

1140 FOR I=1 TO N

1150 PRINT

1160 PRINT I;%. redak"

1170 PRINT TAB(1l0*I),

1171 FIXED 3

1180 FOR J=I TO N

1190 PRINT #2;A(Kd)

1200 PRINT A(Kd) ; TAB (10*J +10) ,

1210 K=K d+1l

1220 NEXT J

1230 PRINT

1240 Kd=Kdg+l

1241 STANDARD

1250 NEXT I

1260 ASSIGN * TO $2

1270 END

SAZETAK

U ovom radu dano je nekoliko primjedbi na nacine rjeSavanja normalnih
jednadzbi uogenih prou¢avanjem niza radova koji se bave ovom problemati-
kom. Posebno se razmatra metoda Choleskog, te predlaZe takav algoritam
i program u kojem osnovna ideja Choleskog dolazi do punog izrazaja.

ABSTRACT

In the present paper some remarks are given concerning the ways of
solving normal equations, which were perceived studying a series of writings
that deal with this subject. Particularly, Cholesky’s method is discussed, and
such an algorithm and a computer program are proposed. which emphasize
Cholesky’s fundamental idea.
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