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ODREDIVANJE KOORDINATA TRIGONOMETRIJSKE
TOCKE MJERENJEM UNUTRASNJIH PRAVACA I
VERTIKALNIH KUTOVA NA DVIJE DATE TOCKE

Ferdinand DEZELAK — Savudrija*

Ako s mjesta, gdje treba odrediti novu trigonometrijsku toc¢ku, vidimo
dvije tocke zadane po svojim koordinatama i visinama, onda moZemo odrediti
koordinate nove toéke samo na osnovu kutnih mjerenja sa te tocke. Zbog
jednostavnosti bit ée izostavljen utjecaj refrakcije i zakrivljenosti Zemlje
koji se javlja kod mjerenja visinskih kutova. Ova metoda najpogodnija je za
teritorije gdje je mreza datih tofaka slabo razvijena a treba ito brze odrediti
priblizne koordinate neke to¢ke. Upotrebiti se moZe i za grube kontrole kod
preciznih geodetskih mjerenja. Najveéa prednost ipak je u tome, da se koordi-
nate nove tocke mogu odrediti samo sa jednog stajaliita, a mjerenje se obavlja
na dvije date toc¢ke, dok kod presijecanja natrag treba poznati koordinate
triju tocaka.
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Uzmimo primjer, da smo sa traZene totke T izmjerili horizontalni kut
9 i vertikalne kutove v, i vy prema datim totkama A i B.

Ako s i oznadimo visinu instrumenta, s 1, visinu signala na tocki A i
sa I visinu signala na tocki B, onda vaZe slijedeci odnosi:

AbY=a-tgv, +i—1,,
AR =b.tgvg+i—Is.
Donju jednad?bu oduzmimo od gornje pa dobijemo za razliku visina si-

gnala smanjenu visinsku razliku izmedu todaka A i B koja je data. Tako sma-
njenu visinsku razliku ozna¢imo sa AH.

a.-tgvy—b-tgvg=Ah}+ I, —Ah} — /g =AH. (1

Iz koordinata to¢aka A i B moZemo odrediti duZinu d. Primenom sinusove
teoreme dobijemo:

d  a b

sing T sine sin (o + ) =k 2

Pri tome je k poznata konstantna veli¢ina. Zadatak se sada svodi na odrediva-
nje kuta a.

a=5k-sina, 3)
b = ksin (x + ¢) = k(sina - cos¢ -+ cos « - sin ¢).
Stavimo (3) u (1):
ksinx(tgv, —cosp - tgvy) —kcosasmo - tgvy = AH. (4)
Dobili smo trigonometrijsku jednadzbu u kojoj je nepoznanica kut a. Trigono-
metrijskom supstitucijom za konstantne élanove dobivamo:
k(tgv, —Ccosp - tgVg) = q - COST, (s
ksinptgvg = q - sin~. )
Pri tome je q pozitivna konstantna veli¢ina, a kutt moZemo odrediti ako
donju jednadZbu dijelimo gornjom:
sing - tg vy
tgV, —Cosp - tgvg

tgr=

a relacijama (5) je i kvadrant kuta T jednoznaéno odreden.
Ako sad stavimo (5) u (4) dobijemo:

q-sina.cost —qcosa-sint =qgsin(x —1) = AH @)
i konaéno
x=(x—1)+7
odnosno
caz=arc:~;i.nAH'sm‘r (8)

d.tgvg
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Prvi ¢&lan u gornjoj jednadZzbi daje dvoznadno rjeSenje, tako da ¢ moZe
zauzeti dvije veliéine. Ako prvi ¢lan u (8) leZi u prvom kvadrantu, dobijemo
kao rjeSenje g. Drugo rjeSenje za drugi kvadrant je:

180° — o - 27,

Koje je od ovih rjeSenja pravo moZemo u veéini slu¢ajeva vidjeti veé iz same
situacije na terenu. U svakom sludaju ¢ ne smije prelaziti 180°. Osim toga ako
je ¢ vedi od 90°, onda treba da bude o obavezno u prvom kvadrantu.

Mozemo jo§ postaviti pitanje o rjeSivosti zadatka. JednadZbu (4) moZemo
napisati u opéem obliku:

Asina 4+ Beosa = C.

Uvedimo supstituciju x = sing, y = cose. pa dobijemo dvije jednadzbe:
Ax 4+ By =C,
x4y =1

Time smo dosli do zorne geometrijske slike. Radi se naime o presjeku pravca i
jedini¢ne kruZnice. RjeSenje uvijek postoji uz uvjete koji prakti¢no redovito
postoje. Naime:

Va#F Ve 5 0% 0° <9< 180° — 90° < v, < 90°, — 90° < vy < 90°.
Pri tome smo sa v, oznatili apsolutno veéi visniski kut a sa v manji.
Treba pokazati da jednadzba (7) “sin (x — 7) = QEH‘ ima rjeSenje pod nave-

denim uslovima. Uzimanjem u obzir relacije (5) dobivamo

CEROR L AR <1
“114a VA* +B2| |k.)1g?v, +1g2vy — 2coSQ1gV, -tgVy

Ovaj izraz treba da bude po svojoj apsolutnoj vrijednosti manji ili jednak je-
dan. U tom sluéaju uvijek postoje dva ili barem jedno rjeSenje. Ako uzmemo
u obzir da vaZi:

AH=Ah} —i+ 1, — AhR 4+i— 1,
AhY —i4 1, _(Ah3—i+4/)sing

BVa = a d.sinx .
B b = d.sin@ ;

cos @ = cos(180° — (x +4-B)) = — cos(x + B)

onda moZemo pisati:

(Aht —i+4 7, — Ah} +i—lg)?

Ay —i+1)  (AbR—i+h) el (Ah% —i+L)(AB® — i+ )

sin? « sin? B sinz - sinf3

<1
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Da bi gornja relacija bila zadovoljena treba da bude:

(AhA —i+ Iy — AhB 4 i—I)?sin’« - sin? B <(Ah} —i 4 )*sin®B +
4+ (Ah® — i + lp)?sin®a + 2 cos (« + P)sina-sinB - (Ahy —i+7,) (Ah} —i+1p)
ili

(AhA —i 4 1,)*sin? B(1 —sin*«) + (Ah} —i + Ig)?sin? o (1 — sin? 8) +

+2(AhA —i+4 L) (AR — i+ l)sina - sin B [cos (x + B) +sina-.sinf] =0
a posto vaZi:
cos (x + B) + sinx - sinf3 = cosa - cos 8
moZemo pisati:
[(Ahy —i+41,) - sinf . cosx + (Ah§ — i+ lg)sina - cosB]* >0

Gornja je nejednadzba uvijek zadovoljena, poSto su kvadrati realnih brojeva
uvijek pozitivni. RjeSenja nece biti jedino u slucaju ako su oba visinska kuta
jednaka nuli. U tom slu¢aju su i konstante A i B nula, pa nema pravca.

RjeSenjem kuta @ moZemo jednostavno dobiti sve elemente u trokutu TAB:

B=180°— (x4 ¢), a=k.sina, b=k.sinf. 9)
te moZemo izratunati smjerne kutove iz datih to¢aka na novu:
V=W 418 vi=vg—a (16)

Pomoéu (9) i (10) moZemo izratunati koordinate nepoznate tocke:

YT=YA+3-SinVI=}'g+b<sinv§.
xT=x‘+a-cova=x.,+b-COSVIa (11)
h-l--—'hA-—athA—i—%*f“=h5—b-tg\?3—*i+13.

SREDNJA POLOZAJNA POGRESKA NOVE TOCKE

Interesira nas jo§ srednja polozajna greSka M tocke T. Posto smatramo
koordinate datih totaka A i B kao bespogresne veli¢ine moZemo pisati:

M? = m? + m? = mj, + mj,. (12)
Iz slike vidimo da je
d - sin (& .
Ay = —-sir(l—:p-%_q’lsm (Vi — o),
Ax = d_sw)_cos(va —a) (]3)
sin @ i

Gornje izraze diferenciramo pa predemo na izraz za srednje kvadratne pogre-
gke. Ako to uvrstimo u (12) dobivamo
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i [(w)2+(aayaa)’+ Ay oAy d a (an)’ (anaa)’ :

) da dgp dp 0o 09 ' \dg. o dg
dAxdadAx] (66}’ 3&.)2 (Bﬁx 31)2] 3
+27a?z~;;"3;] e [ ge ava) T\ax av,) |™ AT
@ Ay Bm) (an 31)2] ; ik
+[GEae) + (G 4z) |mewn 4

dAy dAy dAx . JAx
39’ B’ T9 | da
da . da
va - Ova
implicitne funkcije F (a, 9, v,, vp) = O. Ovu implicitnu funkciju mozemo
odrediti na osnovu jednadzbe (4) koju pomnoZimo sa sin ¢. Dakle:

moZemo odrediti direktno

Parcijalne derivacije

d e e
iz (13), dok ¢emo parcijalne derivacije 'é%’ odrediti deriviranjem

dsina - tgvy — dsin(x + 8) - 1gvg — AHsing = F (2,9, vasve) =0 (15)
pa ¢e biti:

¢F ¢F éF
da _ _de da _ vy, da _  dvg
e OF Jv,  3F’ Bv, _ OF
da da da

UvrStavanje ovih parcijalnih derivacija u (14) daje nam posle kraceg
sredivanja izraz za srednju poloZajnu pogresku:

M2=[.d: sin? o + _]2 (dtg"ﬂ'°°3(°‘+¢P)+AH-¢:059)2_
sin” o sim-g tg\'A'Cosm_ths-COS(u-l-?)

_ 5 Sina . cos (a+g) __d-‘tgvn-cos(a-J,-q;)-l—AHd-COScp] 5
sin® ¢ TgVa - COSa — T8 Vg - COS (& + @) T
[ d. sina ]’ 3
sinfp-coszvﬁ(tgvﬁ-cosm—tgvn-cos(oc-i-q;)) kil
d . sin (x + ¢) ]’
A 2
' [si.ncp-coszvn(tgv,\-Coso:—tg‘vn-cos(a+q:)) =3y (16)
Primjer:
y (m) X (m) h (m)
A 5413 0u0 5040000 360
B 5413000 5041000 150

Q= 850, Va = 80, Vg = 30, IA = [B
m;=+ 6", mvy,=mvy = + 10
vi=45 d=14112lm
T = 21°0,3’
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o« — 7 = 46°30,3'
o= 67°30,6' B =27°294
a=1311,66m b =65527Tm
vI = 72°29,3' v} = 157°29,4'
yr = 5414250,87m x; = 5040 394,66 m
M?=0,52m* M= +0,72m

il
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SAZETAK

Opisana metoda razmatra odredivanje koordinata nove totke pomocu
mjerenja vertikalnih kutova na dvije poznate to¢ke i horizontalnog kuta izmedu
njih, Razmatrana je i srednja poloZajna pogreika tako odredene nove tocke.

RESUME

Cet article propose une méthode de détermination des coordonnées d'un
point a l'aide de deux points données. Si nous connaissons leurs coordonnées de
situation et la différence de leurs altitudes, et si nous mesurons un angle
horizontal et deux angles verticaux vers ces deux points, nous pouvons calculer
les coordonnées du point inconnu. On a aussi traité I'erreur du point déterminé
par ce procédé.



