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TAYLOR-KARMANOVA STRUKTURA KORELACIONIH
MATRICA T NJTHOVA PRIMENA KOD OPTIMIZACIJE
U GEODEZIJI

ToSa NINKOV — Beograd*

1. UVOD

Analizirajuéi do sada publikovane radove iz oblasti optimizacije teZina
mjerenja u geodeziji moZe se izvuéi jedan globalni zaklju¢ak da se u reSavanju
ovog problema koriste uglavnom dve strategije reSavanja:

1. Iterativnim metodama matemati¢kog programiranja miniziraju se de-
finisane cilj funkcije koje su invarijantne na izabrani koordinatni sistem
(trag Q,, det Q,, hpax (Q,) itd.) [5].

2. U numeri¢ki proces se uvodi unapred definisana aproksimativna vred-
nost korelacione matrice nepoznatih kona¢nih koordinata mreZe i do reSenja
se dolazi u jednom koraku.

U radu [9] su obradene metode koje se najceSce koriste za refavanje pro-
blema odredivanja optimalnog plana opaZanja kako po jedoj tako i po drugoj
strategiji reSavanja problema. U radu [8], koji je objavljen u »Geodetskom
listu«, ukratko su prikazane najfeS¢e koriSéene metode druge strategije sa
unapred definisanom korelacionom matricom oblika Q: = E. U ovom radu
¢e se dati kratak osvrt na moguénost dobijanja matrica sa TAYLOR-KAR-
MAN-ovom strukturom (detaljan prikaz u GRAFAREND [3]) za mreZe sa
usvojenom konfiguracijom i njihovo kori¢enje kod refavanja problema op-
timizacije po drugoj strategiji.

2. TAYLOR-KARMANOVA STRUKTURA KORELACIONIH MATRICA
Osnovna jednacina ¢ije reSenje daje optimalne teZine opaZanja je sledeceg
oblika
ATPA =Q;! Q)

odnosno potrebno je odrediti nepoznate dijagonalne elemente matrice P uz
pretpostavku da su matrice A i Qx unapred poznate. Matrica A je jednoznaéno
definisana sa usvojenom konfiguracijom mreZe., Za vrednosti korelacione ma-
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trice Qx u ovakvim sludajevima koristile su se samo dve moguénosti i to
Q: = Ei Q = Qrk. U prvom sluéaju za korelacionu matricu se uzima jedini¢na
matrica odgovarajuéih dimenzija koja u potpunosti zadovoljava kriterijume
homogenosti i izotropije mreZe koji se postavlja kao cilj reSavanja zadatka.
Veliki nedostatak ovog oblika apriori usvojene korelacione matrice je $to se
zanemaruje korelaciona zavisnost koja postoji izmedu novo odredenih tataka
mreZe. Neuzimanje u obzir te korelacione zavisnosti u numeri¢ki proces ma-
temati¢ke optimizacije dovodi do nepotpunog poklapanja efektivne korelacione
matrice sa apriori Zeljenom.

Druga moguénost koja dovodi do homogeno-izotropnog rasporeda ta¢nosti
u mrezi, rezultira i interpretacije geodetske mreZe kao stohastitkog procesa.
Kao rezultat takve interpretacije dobija se korelaciona matrica sa takozvanom
TAYLOR-KARMAN-ovom strukturom Q, = Qx. Na taj nadin se u nume-
ricki proces odredivanja optimalnih teZina opaZanja u mreZi unose i korelacioni
odnosi nepoznatih koordinata tadaka mreZe. Mogucnost dobijanja aproksima-
tivnih vrednosti elemenata disperzione matrice sa TAYLOR-KARMANOVOM
strukturom teorijski i prakti¢no je obradio GRAFAREND sa svojim saradni-
cima i to publikovao u nekoliko &lanaka [3], [10]. Praktiéna vrednost kore-
lacionih matrica A odredenih na taj na¢in je kasnije potvrdena njihovim
uporedivanjem sa njihovim stvarnim vrednostima kod velikog broja teorijskih
i praktiénih mreZa sa razli¢itim duZinama strana, razli¢itih oblika figura itd.
Naravno, matrice sa TK-strukturom imaju samo pribliZzno iste elemente kao
njihove stvarne vrednosti.

Rezultujuée formule za ratunanja elemenata apriori odredene korelacione
matrice su sledece:

2
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Ax?
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Qi = Gpar = ROV @1~ =i #k ©
vk = Qeisk = |
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Qyixk = Qyks = 0
gde su — r = (Ay? -+ Ax?)"/? — rastojanje izmedu tacaka »i« i »k«
Ay = yk — yi
Ax = xk — xi

— Y(r) — funkcija korelacije malih poluosovina elipsi greSaka
— w(r) — funkcija korelacije velikih poluosovina elipsi greSaka

Na sl. 1 su prikazane funkcije korelacije malih i velikih poluosovina elipsi
greSaka ¢&iji je oblik odreden na osnovu eksperimentalnih istraZivanja korela-
cionih matrica raznih tipova geodetskih mreZa. Oéigledno je da elementi ovako
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Slika 1.

odredenih korelacionih matrica mogu predstavljati samo njihove aproksima-
tivne vrednosti te apriori odredene korelacione matrice realnih mreZa u sva-
kom slu¢aju ¢ée odstupati od njene stvarne vrednosti i 0 tome se mora voditi
racuna. Do sli¢nog oblika korelacionih funkcija dofao je i BANOV [2] iako
je do reSenja iSao drugim putem od GRAFAREND-a i njegovih saradnika. Ni
postupak odredivanja elemenata Qx, datim od BANOV-a, ne omogucuje posti-
zanje nekih taénijih vrednosti elemenata korelacione matrice tako da se i u
ovom slu¢aju u numeri¢ki proces ulazi sa izvesnim aproksimacijama koje se
kasnije manifestuju nepoklapanjem efektivne tadnosti sa unapred Zeljenom.

Na osnovu gornjih formula moguée je odrediti apriornu vrednost korela-
cione matrice oblika Q, = Q;¢ za svaku mre?u ako je poznata njena geo-
medtrija.

Za numeri¢ku obradu primera u ovom radu za vrednost r = 1 uzeta je
1/2 prosetne strane u mreZi jer se pokazalo (G. Schmitt [10]) da se time
postiZze bolje poklapanje efektivne i unapred Zeljene ta¢nosti u mrezi.

3. METODE RESAVANJA

Za relavanje problema odredivanja optimalnih teZina opaZanja u jednoj
mrezi po drugoj strategiji potrebno je odrediti elemente dijagonalne matrice
P u matri¢noj jednaéini (1). Matrica A je jednozna&no definisana sa usvojenom
konfiguracijom mreZe. Za reSavanje tog problema po drugoj strategiji koristi¢e
se korelacione matrice sa TAYLOR-KARMAN-ovom strukturom ¢&ji su ele-
menti odredeni na osnovu formula (2). Kao 3to je u radu (8) prikazano najde-
S¢e koriSéene metode reSavanja ovog problema su metode direktnog, kanonskog
i simpleks refavanja koje su teorijski date od GRAFAREND-a i ostalih (3) i
prakti¢no obradene od G. Schmitt-a (10). U ovom radu ée se dati samo kratki
osvrt na njih.
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3. 1. Metoda direktnog resavanja

Ovom metodom se do pojedina¢nih elemenata matrice P iz matri¢ne je-
dnadine (1)

ATPA =Q' (D

dolazi njenom dekompozicijom pomoéu KHATRI-RAO proizvoda (GRAFA-
REND [3]) kada se dobija sistem linearnih jednaédina oblika

(ATOAT),=UP =1 ©)
gde su:

© — operator KHATRI-RAO proizvoda

A — matrica konfiguracije

P — vektor traZenih teZina opaZanja

q — vektor sastavljen od poredanih vrsta gornje trougaone matrice Q; !

ukljudujuéi i dijagonalne elemente.

Na ovaj nadin dobija se sistem linearnih jednadina éije reSenje (metoda
refavanja zavisi od dimenzija tog sistema) daje pojedinatne tezine planiranih
opaZanja. NajéeSée sluéaj reSavanja sistema jednacina (3) je primenom pseudo-
verzije (MOORE-PENROSE-ova) kao specijalnog oblika uopstene generalizova-
ne inverzije.

3. 2. Metoda kanonskog reSenja

Ova metoda je veoma pogodna za optimizaciju slobodnih geodetskih mre-
%a mada se moZe koristiti i za optimizaciju neslobodnih mreza. Metoda se bazi-
ra na moguénosti dekompozicije apriori definisane korelacione matrice
Q7 !'= N sa njenom modalnom i skalarnom matricom.

Or'=N=SDS"=ATPA. (4)
gde je:

D = diag (M, »s..., M, 0,...,0) dijagonalna matrica sopstvenih vredno-
sti matrice N ukljuéujuéi i one jednake nuli (kod slobodnih mreZa)
S — ortogonalna matrica sopstvenih vektora od N

Sada se D moZe predstaviti kao

D=STATPAS=(AS)"P(AS) (5)
Uvodenjem zamene Z = AS dobija se matri¢na jednatina
ZTPZ=D (6)

na koju se moZe primeniti KHATRI-RAO proizvod u cilju odredivanja poje-
dinaénih elemenata matrice P odnosno

(ZTezhHP =d @)

dobija se sistem jedna@ina koji se refava kao i u prethodnom sluéaju.. Vektor
d ima sledeéi oblik
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d= (050,530, ..., 0, ... A, 0 ..., 0) (8)

ReSavanjem sistema jednadina (7) dobijaju se vrednosti traZenih nepozna-
tih teZina planiranih opaZanja.

3. 3. Simpleks metoda

ReSavanjem postavljenog problema metodama (3.1) i (3.2) mogu se javiti
rezultujuc¢i vektori P sa negativnim elementima. Obzirom da se opaZanja sa
negativnim teZinama ne mogu realizovati takvi optimalni planovi opaZzanja
nemaju neku veéu prakti¢nu vrednost sem ako se (kako neki autori rade)
opaZanja sa negativnim teZinama izbace iz geometrije mreze. U tim slucéajevi-
ma polazi se od pretpostavke da je uticaj taénosti tog merenog elementa, na
homogenost i izotropiju mreze, mali i da se to merenje moze izostaviti. Ova-
kav postupak nije nai$ao na potpuno priznanje od geodeteske struéne javnosti
te ¢e pitanje pojavljivanja negativnih teZina dobiti odgovor tek u buduéim ra-
dovima u ovoj oblasti geodezije.

Da bi se izbegla moguénost pojavljivanja negativnih teina sistem jednadi-
na (3) se prevodi u sistemu nejednaéina uz uvodenje ogranidenja negativnosti
teZina planiranih opaZanja:

U.P=4q (9
pi >0

Jednacine (9) predstavljaju uslove ograni¢enja pri maksimizaciji cilj funk-
cije oblika

L<3

R=Zp =pi+p;+..+p, >max (10)

Numerié_ki proces je iterativan i do refenja se dolazi u kona¢nom broju
iteracija. Nedostatak ove metode je taj Sto se kod velikih mreZa do rezultata
dolazi posle velikog broja iteracija odnosno velikog numerigkog posla.

4. PRIMERI

Za ilustraciju primene apriori odredenih korelacionih matrica Q, = Q4
sa TAYLOR-KARMAN-ovom strukturom uradena je optimizacija elemen-
tarnih neslobodnih geodetskih mreza Po sve tri navedene metode. Za elemen-
tarnu mrezu &ije se optimalne teZine traze uzet je neslobodni geodetski ¢e-
tverougao (sl. 2) sa planiranim merenjima svih uglova (ili pravcei) i svih du-
zina. U sludajevima kada su planirana merenja pravaca onij su podeljeni u
4 grupe opaZanja (opaZanja sa svake od stanica). Time se eliminige mogucnost
da se javi potreba da se pravei na jednoj stanici mere sa razli¢itom tacnosti
Sto je prakti¢no neizvodljivo.
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Date tacke

y X
1 3 100.00 5 100.00
2 3 100.00 5 600.00
TraZzene tacke
3 3 600.00 5 600.00
4 3 600.00 5 100.00

Korelaciona matrica Q; = Qx sa TAYLOR-KARMAN-ovom struktu-
rom ove mreZe odredena je po formuli (2) i po programu Instituta za geodeziju
Univerziteta Karlsrue za vreme kratke autorove specijalizacije kod prof. G.
Schmitt-a. Ona ée u ovom slu¢aju biti oblika

1.0000 0.0000 0.5000 0.0000

0.0000 1.0000 0.0000 0.2500
Q == Qﬂa ==

0.5000 0.0000 1.0000 0.0000

0.0000 0.2500 0.0000 1.0000

Primenjujuéi napred navedene metode u poglavlju 2 potrebno je naci ta-
kav raspored taénosti koji e obezbediti taénost tataka mreZe definisanom sa
Q, = Qqx, odnosno seli se da ta mreza bude homogeno izotropna. Obzirom da
je Q.= Q samo priblizna vrednost nepoznate korelacione matrice to se u
numericki proces izratunavanja optimalnih tezina opaZanja ulazi sa aproksima-
cijama koje ¢e prouzrokovati nepoklapanje efektivne korelacione matrice
Q;! = AT P, A sa unapred usvojenom Q, = Qi Ta nepoklapanja nisu
velika ali su vrlo cesto takvih dimenzija da se o tome mora voditi racuna,
odnosno aposteriori (efektivna) korelaciona matrica nema &isto homogeno izo-

tropnu strukturu.

p., — 0.0001  pay = 0.0076
pe = 0.0001 paos = 0.0028
p, = 02424 poe = 0.0028
pe, == 0.0105 pa; = 0.0076
pz, = 0.0105

Slika 3.
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Na slikama 3, 4 i 5 prikazani su rezultati optimizacije geodetskog ¢etvoro-
ugla po metodi kanonskog, direktnog i simpleks reSenja.

Efektivna (aposteriori) korelaciona matrica Q, =ATP,, A je oblika

0.9112 0.0273 0.3254¢ —0.1863

0.0273 1.0043 0.1863 0.2174

0.3254 0.1863 09112 —0.273
—0.1863 0.2174 —0.0273 1.0043

te se moze konstatovati njeno nepoklapanje sa unapred usvojenom Q, = Q.

U sludaju koriséenja direktnog reSenja u mreZu su planirana 5 linearnih
merenja, merenja 12 pravaca podeljenih u 4 grupe. Dobijeni rezultati prika-
Zani su na slici 4.

Q.l=

Py =0.7936 pgg.s = 0.002279
P =0.1943 pe.. ., = 0.002279
Pss = 0.7936

Por- 1 = 0.004018

Por.2 = 0.004018

Slika 4.

Na slici 5. prikazani su rezultati optimizacije sa koriéenjem Q; = Qx
i primnom simpleks metode refavanja sistema jednadina oblika (3)

p., =12

pe, = 0.0016
pz, = 0.0099
poy = 0.0033
pxs = 0.0016
pa. — 0.0132

Slika 5.
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Ukoliko se usporede ovi rezultati sa Q, = Qi sa rezultatima dobijenim
optimizacijom istih primera sa Q, = E (objavljeni u [8]) moZe se konstatovati
da su geometrije optimalnih mreza u ovom slu¢aju veée pouzdanosti. To se
moze zakljuditi na osnovu toga Sto se u optimalnim planovima opazanja
nalazi veéi broj prekobrojnih merenja koji doprinose povecanju pouzdanosti
dobijenih rezultata.

5. ZAKLJUCAK

Metode odredivanja optimalnih opaZanja koje su obradene u ovom élanku
naiSle su na najSiru primenu u geodetskoj praksi kada se radi o reSavanju
problema po drugoj strategiji. Iako je na modeliranju i modifikovanju ovih
metoda radilo mnogo geodeta u zadnjih nekoliko godina glavni nedostaci im
ipak nisu otklonjeni. Ti nedostaci se pre svega ogledaju u moguénosti pojavlji-
vanja negativnih teZina u optimalnom rasporedu taénosti merenja. Drugi veliki
nedostatak je taj §to se u numeri¢ki proces preko Q, =E ili Q; = Qqx uvode
aproksimativne vrednosti korelacionih matrica koje dovode do njihovog ne-
poklapanja sa aposteriornim (efektivnim) rasporedom ta¢nosti u mrezi. Uko-
liko se primenjuje simpleks metoda optimizacije kod ve¢ih mreza do reienja
problema se dolazi posle velikog broja iteracija. Obzirom da mnoge geodete
i dalje veoma intenzivno rade na reSavanju ovih problema moZe se ocekivati
da ée ovi nedostaci metoda biti otklonjeni i da ¢e se dobiti nove metode vece
prakti¢éne vrednosti.
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REZIME

U radu se obraduje moguénost odredivanja aproksimativne vrednosti svih
elemenata korelacione matrice nepoznatih u tek projektovanim mrezama.
Primenjujuc¢i tako dobijene korelacione matrice (matrice sa TAYLOR-KAR-
MAN-ovom strukturom, GRAFAREND ([3]) kod odredivanja optimalnog plana
opazanja u mreZama do reSenja se moZe doéi sa nekom od metoda navedenim
u [8].

ZUSAMMENFASSUNG

Dieser Artikel erlduter die Méglichkeiten zur a priori-Bestimmung der
Koeffizienten einer Varianz-Kovarianzmatrix der unbekannten Koordinaten
in trigonometrischen Netzen. Eine solche Idealmatrix, zum Beispiel mit Taylor-
-Karman-Struktur, kann als Kriteriummatrix bei der Optimierung geodiiti-
scher Netze auf verschiedenen Losungswegen eingefiihrt werden.
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