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IZRAVNANJE MREZA PARTICIJOM MATRICA

Ivan MOLNAR — Novi Sad*

1. UVOD

Odredivanje koordinata tataka mreZa, celishodno je vrsiti primenom
izravnanja po metodi posrednih merenja. Ovakav izbor metode izravnanja
opredeljuju dva ¢&inioca. Prvo, izravnanje koordinata tataka po metodi posred-
nih merenja je veoma pogodno za matemati¢ku obradu podataka merenja na
racunskim masSinama, i drugo, ovim naéinom ra¢unanja se znatno lakse vréi
ocena tafnosti merenih i izravnatih rezultata, nego $to je to sludaj pri izrav-
nanju po metodi uslovnih merenja.

Pri izravnanju veéih, drZavnih ili kontinentalnih mreZa, najveéu brigu
zadaje reSavanje sistema normalnih jednadina. Ovaj problem se moZe pre-
vazi¢i i razbijanjem matrice koeficijenata normalnih jedna¢ina u podmatrice,
odnosno particijom (razdeobom) matrice koeficijenata normalnih jednaéina u
submatrice [1]. Postupak dekompozicija matrica se veoma efikasno mozZe ko-
ristiti i pri izravnanju mreza manjih razmera. Prednost tog postupka se ogle-
da u okolnosti, §to se refavanje normalnih jednadina moze izvrsiti, bez korisée-
nja vecih raéunskih sistema, i pomocu radunskih masina manjeg kapaciteta.
Pored toga, posle ponovnih merenja, koja se u mrezama ponekad naknadno
vrie, ratunanja se ne moraju u celosti ponoviti.

Od kada su se geodetske radne organizacije masovnije opremile savre-
menim elektronskim daljinomerima, pogui¢avanje mreza u nas se vr$i ne
samo na osnovu uglovnih veé, sve &eSée, i linearnih merenja. U ovom radu,
razmotrit ¢e se izravnanje mreZza u kojima su merene uglovne i linearne veli-
¢ine, dekompozicijom matrica na podmatrice.

2. IZRAVNANJE MREZA U KOJIMA SU MERENE UGLOVNE I
LINEARNE VELICINE PARTICIJOM MATRICA

Prvi korak pri izravnanju po metodi posrednih merenja je odredivanje
pribliZznih vrednosti nepoznatih. Nepoznate su koordinate ta¢aka u ravnini
i orijentacioni uglovi, svih onih stanica sa kojih su opaZani praveci. PribliZzne
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koordinate tafaka ratunamo iz neizravnatih rezultata merenja, primenom
jednog od postupaka prikljué¢ivanja tataka (npr. u trig. obrascu br. 19). Za
pribliZzne vrednosti orijentacionih uglova, u opstem sludaju, usvajamo srednje
orijentacione uglove, dobijene pribliZnim orjentisanjem pravaca na stanicama.

Zavisnost izmedu rezultata merenja i nepoznatih obezbeduju posredne
jednadine, odnosno jednadine popravaka.

Za opaZeni pravac, sa tatke i na tacku, j, jednadina popravaka glasi

Xjo — Xio Yo — Yio
vy = —z +p—> & 2y —y) —p— & i
1]o no

(% —x) + vig—La) =L
)

dok jednadina popravaka za merenu duZinu izmedu ovih tafaka poprima
oblik

xjo = xlo
diJo
Kad zbrojimo zadnja tri, odnosno dva, ¢lana jednacdina popravaka, dobi-
jamo slobodni élan f;;.
U jednac¢inama popravaka kori$éene su oznake:

iy = d: (yy —w) + (x; — %) + djjo — Dy (2)

Ziie — pribliZzne vrednosti orijentacionih uglova
Z, — priraStaji orjentacionih uglova

Yijo — pribliZzne vrednosti direkcionih uglova
dijo — priblizne vrednosti duzina

Y. X, — pribliZzne vrednosti koordinata

Vi» X; — prirastaji koordinata

Ly — opaZane vrednosti pravaca

Dy — merene vrednosti duZina

Vi; — popravke merenja

Ako za svaki opaZani pravac i merenu duZinu postavimo jednaéinu po-
pravaka, tada ih zajedni¢ki, u matri¢nom obliku, moZemo napisati na sledeci
naédin

v = A x + f

(1) (m)(m, 1) (n1) B> m (3)

gde su

v — vektor popravaka,
X — vektor prirastaja nepoznatih,
f — vektor slobodnih élanova, i
A — matrica koeficijenta jednatina popravaka.
Broj vrsta matrica A sla%e se sa brojem merenja n, tj. sa zbirom svih

opazanih pravaca i merenih duZina. Broj kolona matrica A slaZe se sa brojem
nepoznatih m, tj. sa zbirom svih orijentacionih uglova i koordinata taaka.
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Sledi obrazovanje normalnih jednadina, na poznati nadin

(ATpA) x +ATpf= 0
(m, m) (m,1) (m, 1) (m,])

(4)

Uvodenjem uobiajenih oznaka N = AT A i n = AT f normalne jednadine
glase

N X T n - 0

(mym) (m,1) (m 1) (m,]1) (4a)

Ako u mreZi ne postoji data (prethodno odredena) tacka, matrica N je u
nacelu singularna

det (N) = 0 (5

Ovakva mreZa se moZe, u proizvoljnoj mjeri, rotirati i translatorno po-
merati.

Meru singularnosti odrazava defekt mreZe, koji se definiSe razlikom reda
i ranga matrice normalnih jednaéina.

d = m — rang (N) (6)

Defekt mreZe zavisi od karakteristika mreZa i identi¢an je broju stepeni
slobode. Defekt mreZza u kojima su merene uglovne i linearne veli¢ine je tri.

Pri odredivanju nepoznatih moZemo postupiti dvojako. Prvi naéin je
izravnanjem slobodne, a drugi, izravnanjem neslobodne mreZe, tj. fiksiranjem
poéetne tatke mreze.

Ukoliko nepoznate ra¢unamo postupkom izravnanja slobodnih mreZa,
tada se odreduju prirastaji svih nepoznatih. U tom sluéaju, zadatak moZemo
resiti uvodenjem tzv. funkcije cilja [2] [3].

U nastavku, ¢e se razmotriti postupak rac¢unanja fiksiranjem pocetne
tacke mreza. Naime, primenom ovog postupka, jasnije se moze sagledati susti-
na izravnanja mrezZa particijom matrica.

U postupku raéunanja fiksiranjem pocetne tatke mreZe, neophodno je
usloviti. defektu mreZe, odgovarajuéi broj nepoznatih. Po pravilu, fiksira se
podetna tacka i jedan od pravaca. Neka je npr. fiksirana podetna tatka mreZe
(Y, = 0, X , = 0) kao pravac y osovine (X, = 0). Prirastaje fiksiranih nepo-
znatih izostavljamo iz vektora nepoznatih x. Takode, izostavljamo i, ovim
prirastajima, odgovarajuce kolone matrice A. Shodno tome, jednacine popra-
vaka su sada,

vy = A x -+ f
W5 e G @

gdiejer=m—d=m—3.

Obzirom da je broj vrsta matrice A jednak zbiru opaZanih pravaca i me-
renih duzina, a broj kolona jednak zbiru orijentacionih uglova i neuslovljenih
koordinata, to je i particiju matrice A celishodno vrSiti na taj na¢in. U skladu
su iznetim, matricu A dekomponovaéemo u ¢etiri podmatrice
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HAll AIZI
_{lpw) (pK) || p+O0=n
(ni&r) — |l &z Aas |0 FER=F (8)
|| (0, u) (o, k) ‘

gde su

p — broj opaZanih pravaca

0o — broj merenih duZina

u — broj orjentacionih uglova

k — broj neuslovljenih koordinata

Kako merenim duZinama ne pripadaju orjentacioni uglovi, to je pod-
matrica Ay = 0.

Particija matrice A opredeljuje dekompoziciju vektora jednadina popra-
vaka. Otuda se jednatine popravaka mogu pisati u sledecem obliku

vy |‘ | Ay Ay ™=, r " f,
- @ D] _ [P w) (p K| | (ws 1) (P, 1)
— {|® Dl = NN 9)
(n’ }) \ v 0 Azz f

2 || | Hll X2 | | 2
@bl e w @wolllenl o

Obzirom da tezine odraZavaju stepen poverenja u rezultate merenja, neop-
hodno je, u nastavku, uspostaviti matricu teZina, koja omogucuje adekvatno
obrazovanje normalnih jednaéina. Uspostavljanje odnosa teZina sastoji se iz
dva dela. Prvo, treba uskladiti medusobni odnos teZina istorodnih merenja,
i drugo, medusobni odnos tezina raznorodnih merenja (opazanih pravaca i
merenih duzina).

Ako merenje smatramo medusobno nezavisnim, tada matrica tezina po-
staje dijagonalna matrica. Saobrazno particiji matrice A u podmatrice, de-
komponujemo u blokove i matricu teZina,

RN
( ):|(p6p) (r;;o) =<(p:)(1‘:)‘> (10)
n, n 3 > Ps) (05 ©

(0, p) (0,0) i

u kojoj podmatrica p, sadrZi teZine opaZanih pravaca a p, teZine merenih
duzina.

Na osnovu (9) obrazujemo normalne jednacine, primenom uslova minimu-
ma. Particijom sume kvadrata popravaka, uslov minimuma glasi

Vipv=vIp, ¥, +V]p2V; = min (1)
Normalne jednadine imaju oblik
N x n = 0
mOEDm) @) (12)

gde su
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|A11P|A1| AT, pi A ! 'Nll \Iazl
(ll, u) (u, k) I |(l.l, u) (l.l, ]‘-) (13)
(r, r) AL pi Ay Al pi Ay, ‘-"A;zpzAza| | N, Nz;!
| kw kK &k | (k) kK|
Arlpl'ﬁ | |' nl {l
s = (u, 1) _ | p
(r?l) | Al p £, + AL paf ” | ‘ 1%y
SO I

Radi reSavanja normalnih jednadina, neophodno je invertovati matricu
(13). Inverzna matrica N ¢e, kao $to je poznato, biti kvadratna matrica reda
r, kao §to je i matrica N.

%ypy %2 il
| s kf
N-t = [|(% W) @ R (15)
(r, 1) %21 9‘12|
|(k, u) (k, k)|
Podmatrice oy, tys, 0lay 1 ttss Se mogu odrediti na dva nacdina
@23 = (N2 — Ny NTi Nyy)™!
%ya = '—Nl_llNIZ L33! (
16)
%3y = — a3y Ny Ny = “Tz
oy = N7 — a2 Ny N
ili
ayy =(N;; = N;z N7i N,y )!
@y = —N3; Ny g '”
@2 = —ay; Ny, N33 = o, (7

— N =i
®32 = N7} —a;; N, N3;

Zavisnost (16) se celishodno koristi tada, kad se lako invertuje podma-
trica Ny,, a zavisnost (17), ukoliko je jednostavnije invertovanje podmatrice
N,.. U nasem slu¢aju inverznu matricu N7 odredujemo na osnovu (16), jer
smo, napred pomenutom particijom matrica, ostvarili dijagonalnu strukturu
podmatrice N,,.

Nakon izratunavanja inverzne matrice normalnih jednaéina, odredujemo
prirastaje nepoznatih.

- .
Ly %2 n, |

r .
. H(u, 1) IRI[CRORCS SIHICH Y (18)
%2; ®zz (||| N2

(r, 1)

|(ky u) (k, K) || [ (k, 1)

Slobodne ¢lanove samostalne mreZe, koji se odnose na opaZane pravce.
ra¢unamo, na osnovu podataka pribliZne orijentacije



Molnar, 1.: Izravnanje mreZa particijom matrica, Geod. list 1983, 1—3. 29

fL =12, —Z, (19)
gde su

z;,, — pribliZzni orjentacioni uglovi pojedinih pravaca
Z;, — priblizne vrednosti srednjeg orjentacionog ugla radunatog na stanici.

Kako je, pri ra¢unanju ovih slobodnih élanova, suma odstupanja od arit-
meticke sredine nula, to je u (14), n, = 0*. Otuda proizlazi da, pri rac¢unanju
nepoznatih, nije neophodno odredivanje submatrica e, i e, jer je zapravo

3El ’: l:“-:zﬁzi
x =[Ol _ oD | (199)
(r, 1) Xy | %221, l

D] |

Kad saberemo prirataje i odgovarajuée priblizne vrednosti, dobijamo
izravnate vrednosti orijentacionih uglova, odnosno koordinata ta¢aka.

Popravke merenja ratunamo prema (9), a kontrolu izravnanja ostvaru-
jemo na uobi¢ajen nacin, tako $to vrSimo definitivnu orijentaciju tacaka.

U cilju izvrSenja ocene ta¢nosti, iz izravnanja dobijamo varijanc-kovari-
janc matricu nepoznatih.

K =p; Q =w,N~?

©) ) (60 (20)

gde su
Q=(ATpA)"! = N-! — matrica koeficijenata nepoznatih,
o =M —1r)"'¥Tp¥ — srednja greSka jedinice teZine.

Medutim, u praksi se najéeSée odreduje, samo, matrica koeficijenta tezina
koordinata, odnosno varijanc-kovarijanc matrica koordinata. U tom sluéaju,
neophodno je poznavanje, samo, submatrice o, odredene prema (16).

Poznavanje podmatrice g, dovoljno je i za odredivanje svih nepoznanica.
Najprije rijeSimo sistem
(N3, — NT: N;‘ll N,;) X, = —n,,
pa dobijemo
X3 = — 03, 05,
Sad lako izrafunamo
X; = —N7iN;; X,

tim viSe §to je matrica N N,, ve¢ prije izratunata.

* Uz pretpostavku da svi pravei na istom stajali$tu imaju jednake teZine.
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3. ZAKLJUCAK

Izravnanje mreZa particijom matrica, u odnosu na tradicionalni postupak,
ima niz praktiénih prednosti. Pre svega, doprinosi jednostavnijem reSavanju
sistema normalnih jednadina vi§ih redova. Zatim, omogucuje uotavanje iz-
vesnih zakonitosti u postupku izravnanja mreZa u kojima su merene uglovne
i linearne veli¢ine po metodi posrednih merenja. Odredivanje samostalnih
mreza primenom particije matrica ostvaruje se brzo, o¢iglednim uproScava-
njem numeric¢kih izraé¢unavanja.

Pojava sve CeSéeg koriséenja usluga vecih racunskih sistema, ne daje
povoda da se izravnanje mreZa, koje sadrZe manji broj tacaka, vrsi particijom
matrice normalnih jednadina. Medutim, treba imati u vidu i takve okolnosti
kada, u cilju hitnog re$avanja pojedinih zadataka, nema vremena da se koriste
usluge veéih radunskih centara. Tada se zadaci veoma efikasno reSavaju parti-
cijom matrica, uz koriéenje dzepnih racunara.
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REZIME

U radu se daje prikaz izravnanja samostalnih mreza u kojima su merene
uglovne i linearne veli¢ine po metodi posrednih merenja, primenom particije
matrice. Ovim postupkom je omoguceno da se nalaZenje inverzne matrice nor-
malnih jednaéina viSeg reda, svede na invertovanje matrica niZeg reda i, da
se tako, znacajnije uproste numericka izrafunavanja.

ABSTRACT

This article gives a description of the indepedent networks adjutsments
for wich angular and linear values are measured by method of indirect
measuremens and using partitions of matrices. This procedure enables that
definition of inverse matrix of higher order normal equations could be done
by inversing the lower order matrix and by this to considerably simplify the
numerical calculations.
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