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ODREDIVANJE KOORDINATA DIRALISTA VIZURNOG PRAV-
CA I NAGIBA IZVODNICE VERgIKALNOG OBJEKTA OBLIKA
STOSCA

Ivan KRIVICIC — Rijeka*

UuvoD

U geodetskoj praksi ¢esto se pojavljuje potreba da se neki objekt postavi
u vertikalni polozaj ili da se odredi odstupanje od vertikalnosti doti¢nog
objekta. To su npr.: kolone na rafinerijskim i petrokemijskim postrojenjima,
visoki stupovi, tornjevi, dimnjaci, ¢eli¢cne konstrukcije itd.

Ako treba odrediti pomak ili deformaciju jednog takvog objekta, uspo-
redit ¢e se dva njegova snimljena stanja, do kojih se moZe do€i razli¢itim
metodama mjerenja. Ukoliko se radi o objektu kruznog presjeka (takvi su
u vedini), nameée se neposredno kao najprihvatljivija metoda tangiranja,
koja se sastoji u tome da na odredenom presjeku (nivou) vizurom (kolima-
cionom osi) tangira lijevi i desni rub objekta.

Cjelovito rjeSenje postavljennog zadatka ovom metodom zahtijeva i
odredivanje koordinata tofke tangiranja promatranog tijela, odnosno odre-
divanja presjeciSta vizurnog pravca i pravca izvodnice. Razmotrit e se
najprije pretpostavke, na kojima pociva rjeSenje ovog problema.

Ako se pod odredenim (fiksiranim) vertikalnim kutom, nitni kriz teodo-
lita dovede na lijevi i desni rub plasta vertikalnog objekta, mogu se ocitati
pravci na totke (diralidta) u kojima se sije¢e vizurni pravac s datom izvod-
nicom pretpostavljenog uspravnog kruznog sto$ca. Ako se to isto ucini pod
drugim vertikalnim kutom mogu se dobiti ofitanja na diraliSta u jednom
drugom presjeku (nivou). Tijelo koje odreduju dva takva presjeka bit ée krnji
uspravni kruZni stoZac. Kako je veé refeno zanimaju nas koordinate tako
dobivenih sjeci$ta i ujedno veli¢ina vrénog kuta tako odredenog stoSca.

Najprije ¢emo utvrditi da svaka normalna ravnina kroz tofku P** sjece
stozac po hiperboli, ¢ija je ravnina k tome jo$ i paralelna sa osi promatranog
sto$ca. Jedan takav presjek prikazan je na slici 1, gdje ravnina crtanja odgo-
vara upravo vertikalnoj ravnini $to je ¢&ini vertikala kroz toCku P i totka
D,, koja je odredena veli¢inama:

R, =d,sing, i d; = dy - cos gy,

= Adresa autora: Mr Ivan Krivi¢i¢, dipl. inz., Geodetski zavod, Rijeka, F. Kre-
snika 33.

“* Totkom P oznadeno je probodis$te vizurne osi s normalnom ravninom, u ko-
joj lezi horizontalna os teodolita.
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gdje je sa d; oznadena udaljenost tocke P od osi sto$ca. Ako se sada zamisli
da se instrument kre¢e po vertikali v—v, uz fiksan horizontalni kut ¢, u
odnosu na vertikalnu ravninu kroz P i O (os opazanog stoZastog tijela),
njegova vizura Ce, pstajuci stalno u datoj vertikalnoj ravnini, opisivati jednu
istu hiperbolu (slika 1.), a u polozaju durbina, kad vizura tangira rub pro-
matranog konusa, ona upravo pod tim vertikalnim kutom tangiraju hiperbolu,
tako da pravci na slici 1. oznaleni sa p,, Py, ..Pyi Por--«Poots Pavgre--Pror
imaju hiperbolu za ovojnicu. (Nas zanima njen donji krak, premda isto
vrijedi i za gornji.)

|
2,,[{/ | &n

= }P

/

pn:

TR, =d,cos& Lo E'--P"

SL 1

Vizura, koja bi prolazila od zamisljene to¢ke P, to jest ona horizontalna,
tangirala bi hiperbolu u njezinom tjemenu (to¢ka T), kao $to se to lijepo
vidi na slikama 1. 2. 3. i 4.

Iz teorije o Cunosje¢nicima, posebno hiperboli, u nafem slu¢aju vrijedi
da su sve hiperbole medusobno sli¢ne pa je kut medu asimptotama jednak
vrinom kutu stoSca 2x.
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Isto tako, radijus na odredenom horizontalnom presjeku (na slici 1
pravac p,), odnosno veli¢ina d, - sin ¢ predstavlja upravo poluos b hiperbole,
dok joj je poluos a, §to je odmah uoéljivo, jednaka duZini TL. Nadalje,
lako se moZe zakljuciti da svaka druga vertikalna ravnina kroz vertikalnu os
instrumenta sjefe na$ stoZac u hiperboli kojoj ¢e poluos b biti jednaka
veli¢ini R =d,-sing i koja ¢e biti sli¢na prethodnoj, tj. vrijedi (slika 3):

bj=R; =4d,-sine;; a,=b, ctgr=4d, sine, ‘g~
b,=R;=4d,'sine;; a,=b, ctgr=4d, 'sineg, ‘ctgr

. ()

b, =R,=dy'sineg,; a,=b,-ctgr=d, sineg, ‘ctgr

U ovim izrazima pojavljuju se kao konstante veli¢ine d, i =, pa i to uka-
zuje da su sve hiperbole ovako dobivene, medusobno povezane relacijom sli¢-
nosti (imaju jedinstvene asimptome). Svaka takva hiperbola je u prostoru
odredena horizantalnim kutem ¢ sa stajaliSta P i vizurom (zrakom) P—A, pod
vertikalnim kutem V (ili zenitnom daljinom Z), koja je tangenta hiperbole.

Na slici 2 prikazno je ono $to je utvrdeno za jednu takvu hiperbolu.
(Tocka P je ve¢ ranije definirana. Ona je prilikom svih opaZanja bila u pro-
storu identi¢na.) Ravnina oznacena sa g, je vertikala PO’, odnosno vertikalna
ravnina $to je {ine vertikalni praveci v i o (ovaj potonji predstavlja os
pretpostavljenong uspravnog stosca).

Ravnina oznatena sa g, je vertikal PA’,, pod kutem g, prema vertikalu
PO, u kojem leZi vizura (zraka) Z,, $to tangira plast sto$ca i samim tim odre-
duje jednnoznaéno liperbolu — naravno za odredeni konus, o kojem se zasad
zna samo poloZaj njegove osi. (Ona je, prema pretpostavci, vertikalna.) Zraka
(vizura) P—O u ravnini E, sje¢e os o pod fiksiranim vertikalnim kutem V, (Z,)
i stvara razinu (horizontalnu ravninu) kroz 0.

Vizura (zraka) P—A pod istim vertikalnim kutom V, pogada vertikalu
v,, koja je na udaljenonsti d,-cosg, od vertikale v, te odreduje razinu kroz
tu toc¢ku. Treéa razina je ona $to je odreduje totka T — tjeme hiperbole, a
sadrzi i zami$ljenu to¢ku P,, te tangira ovu hiperbolu u njenom tjemenu.

Navest ¢emo ovdje analiti¢ke izraze za veliCine na slici 2:

PO =4,

€y Poznate (date) veli¢ine

Vi (Z)

H, = visina toke P

0’0 =0,0,=PPg=4d,1tgV, (2)
PP, =A,A;=do-cose, -1V, 3)
A, B, =Hg—H,=d, (1 —cose,) - 1gV, 4

OB, =R, =d, *sing;, =b,; = poluos hiperbole

Kad bi sad poznavali vr$ni kut 2t promatranog sto$ca imali bi i visinu L,
njegova vrha i razinu tjemena T hiperbole, pa bi iz relacije:
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sl 2
o :Tl = R?:‘ (vidi sliku 3 i 6).

proiza$la, u prostoru potpuno odredena, hiperbola:
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Xz Y?
_—b_f_l'

a4,

Hp=Ho

Medutim, ovaj zadatak pretpostavlja tek odredivanjje elemenanta stoSca
i njegov poloZaj u prostoru; u ovom slu¢aju element t i visinu (razinu) L.

RJESENJE METODOM POSTEPENOG PRIBLIZAVANJA

Za rje$enje problema odredivanja kuta <t i kona¢no dobivanje elemenata
i poloZaja hiperbole te koordinata diralita — tocke M, izloZzit ¢u svoju me-
todu postepenog pribliZavanja (iteracije), koja uspje$no zamjenjuje egzakino
analiticko rjeSenje i veé u nekoliko koraka dovodi do traZenih rezultata
(za prakti¢ne potrebe veé¢ u prvoj aproksimaciji). Evo u ¢emu se sastoji
ova metoda. .

Moglo se zapaziti ve¢ na slici 2, a to se vidi i na slikama 3 i 5, da je tocka
A, »u zrakus, tj. iznad probodista vertikale v, — probodiste je sama to¢ka T,,
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1

- ——

a tofka M, je diraliSte. Ako se sada uzme u obzir druga vizura (g, Vo),
koja ¢e tangirati plast sto$ca, odnosno druga pripadna hiperbola u to¢ki M,,
te odredivati tocku A, i njenu visinu, pruZa se moguénost da se u prvoj
aproksimaciji odredi element =, ¢ ovako:

R,—R, AR Ab )
HAI _HAI - *"—\HA N AHA
Ovime se ustvari postavila neka hiperbola koja ima svoje tjeme u tocki A,
odnosno u tocki A,, tj. »podignute su hiperbole u istoj njihovoj ravnini i dobile
se neke bliske hiperbole zadane elementima:

AR b
AH, k§D °

Ako se sada takva hiperbola tangira pravcem koji ima isti koeficijent
smjera kao vizura PA, (to ¢e biti ova vizura vertikalno, translatorno pomak-

1Y a1y o
g 7y = kP =

b=R, k"= i a =
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nuta — »podignutac), dobit ée se prema slici 7 veli¢ina A,A,®, koja pred-
stavlja ustvari pomak visina tjemena tih bliskih hiperbola, (izrazen kao

AHLW).

SL 5

Da bi se to provelo analiti¢ki, treba najprije koordinate Y i X iz po-
znate jednadzbe hiperbole izraziti kao funkcije koeficijenta pravca tangente,
jer nas zanimaju sada samo koordinate X, i Y,; to¢ke M. Polazeci od poznate

jednadzbe za hiperbolu:

> S ¢ & > & ;
Fogr=l il Y2=T5. b7 —b

]

deriviramo lijevu i desnu stranu:

2
2v. v =2.2 %
a
b* X | b? X

bt A ?'V—*—+—bz——
X3, —h?
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Postavimo: Y’ =k (koeficijent smjera vizurnog pravca); slijedi:

bz
- T N 7

3 = a? o B
l\ Xz = ‘5; 1
k2. b* b2 5. bl

XT T @ (“ “a?)

Izrazimo recipro¢no:
X2 a?. b2
_2 p—

Odavde dobivamo:

X=4 (6)

= . S
o Vi)

Uvrstavajuéi ovako izrazeni X u jednadzbu hiperbole:
X2

Y2 = < b? — b2, dobiva se dalje:

b2 k2.2 b2 - k2. a2

- N = R T A I

Y _aZ kz_bz b az.kz_bz b 1
a:

- b* .
Y —-—m, pa opet:

b b
- -

a? . k2 B V k)2
5 ! )
Iteracija pocinje od prvog pribliznog k,(1), koji je dobiven prema (5). Iz njega
proizlazi prva aproksimacija za poluos a:

b

S tim veli¢inama, uz pomo¢ formula (6) i (7), dobiva se prvo priblizenje za
koordinate: Xy (1, Y, ).
Sada se izra¢una veli¢ina:

Aa® =YW, gV — XD 4 a0, 9)

)

e

pa preko izraza:

H{» = H{" — A? a'?, druga aproksimacija za ko:



A
(T2
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g P =k» = _%:F, to jest za svaki naredni korak
T
vrijedi opcenito:
HE+HD = H® — A2a® j (10)
Ab .
g T+ — k8'+ = :AH*H- n"* (107

Ovdje je:
AZ2a = A — Aaf*~?, a
A ngn-r LY = H-‘r'}.‘? 1Y . H(n+ 1)

To+1)?

gdje je sa i oznacen broj promatranog presjeka.
Za provjeru ispravnosti ratunanja i kao kriterij za ocjenu postignutog
stupnja priblizenja posluzit ¢e formula:

Hy
dg -cose — Yy

VAR

gV =

(prema sl. 3, 6 i 6a) (11

do(1-cos&,)

L2

SL 6

do(r-cos€, )
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gdje je Hy i Yy predstavljaju postupne aproksimacije totke M, do zavr$nih
Hyo, Xy 1 Yy, koje trebaju prema (11) dati polazni kut V (ili Z).

Na osnovu svega ovdje iznijetog u vezi ratunanja koordinata i visina
diraliSta M i vrSnog kuta 2, izraden je priloZeni formular i izralunat jedan
primjer uz slike 3 i 7, u kojima je to sve ilustrirano i provjereno.

U istom primjeru moZemo uotiti vrlo izrazitu konvergenciju nizova
izratunatih postupnih vrijednosti za veli¢ine u rubrikama 4—12.

Lo
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Ako na primjer, nainimo diferencije: Ak®™, AY{ i AXY, velicina:
k”, YW i X§¢ (iz primjera), pa iz njih kvocijente:
A kP AY® A X
AKP-D’ AYE-D’ AXG-D’
moZemo se u to jo§ bolje osvjedoliti.

Ukoliko nas zanima i kut, na slici 5 oznaen s ¢, njega se lako dobije za
odredeni presjek, kao:

tg?"-'—R"Z“B'—a (12)

dok je radijus sto$ca na razini Hy jednak:
b ,
o (12))

MOGUCNOST EGZAKTNOG ANALITICKOG ODREDPIVANJA KOORDINATA
DIRALISTA VIZURNOG PRAVCA I VRSNOG KUTA STOSCA

Egzaktno analiticko rjeSenje istog problema sastoji se u tome da se
koordinate tofaka M,;, M,: X,,, Yy, i Xy, Y, izraze dvojako: pomocu
jednadibi hiperbola (izrazi (6) i (7)) i pomocu jednadibi pravaca, pa se ti
izrazi izjednace.

Ako se pravci prikaZzu kao (slika 8):

Y=k - X;+]
Y=k -X;+1;
a za totke M, i M, postavimo:
Yur =Ky - Xy + 14
YMZ = k: 5 X.\-Il —]" 12, dobit éemo d\'iie iednadibe:

—— =K Xy 1y i (13)

=K, Xy2+12. (13')

Ve

Postavimo sada prema slici 8 ovu jednadibu:

(137)
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i N

XHf

X mz

Sl 8

Poznatu veli¢inu AH, u njoj moZemo izraziti i na slijedeci nacin (slika 6):

2 ' gV, =Hy,
t,,» - tg V, = Hy,, iz Cega nakon oduzimanja slijedi:
tl,l N (tgvl — tg Vz) ='-AHA i

- k; —k;
AH, =1t, g
buduci da je, kao $to znamo:

. 1
tgvlz'k—i 1 th;=E.

(14)
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Iz jednakosti (14) proizlazi novo uvedena veli¢ina t,,, koja je jednaka
duZini P,,L,, (prema slici 6) i za svaki par (V,_,, V,) je razli¢ita.
Uvrstimo li izraze (13”) i 13) u jednadZbu (13") dobivamo:

b k t,2(k, —k
——%=kg'xhl|““'—{o YMI. +YMZ+M+IZ' (14')

k,\? Kk, k,

ea]l -1

ko

Pomocu (6) i (7) dobiva se konaé&no (15):
kz bl bz kZ bl
. N ————————— e e e ———— ‘——-'—_____,—,.-l—
k m
’ (Vl -&° ¥ —(5)‘)
: b k 15
(=) -

Kao Sto se vidi dobila se jednadZba u kojoj se pojavljuje kao nepoznanica

veli¢ina k, - tg 7, koja se inace u ranije izloZenoj iterativnoj metodi,

dobila vrlo jednostavno. Ova jednadzba moZe posluZiti kao jo§ jedna nezavisna
kontrola i provjera izvrSenih ra¢unanja veli¢ina k,, Y, i X, po izloZenoj
metodi postepenog pribliZzavanja.

MotZe se jo§ zaklju¢no napomenuti, da bi se nakon iznalaZenja koeficijenta
smjera jedinstvenih asimptoma k; = = tg <, koordinate tocaka: M, (Xy;;, Yy);
M; Xymz> Yma)s o003 My (Xpyas Yua),  dobile iz izraza (6) i (7) kao njihove
egzaktne vrijednosti.

Posto kruZni valjak predstavlja specijalan slucaj kruznog stodca (¢ = 0),
vrijedi (prema sl. 2. 1 5.):

Yy =0
=0 i: (3)
PP, = AA' =H, =d, ‘- cose - tgV.

U slucaju vertikalnog objekta oblika kruznog (rotacionog) paraboloida, moci
¢e se dobivene vrijednosti za Yy, Xy, Hy i 1, uz pomo¢ adekvatnih inter-
polacija iskoristiti za dobivanje njegovih elemenata, no to nije u opsegu
ovog Clanka.
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SAZETAK

U &lanku je obradena originalna metoda simultanog ra¢unanja koordinata
dirali§ta vizurnog pravca i nagiba izvodnice vertikalnog objekta oblika stoSca,
zasnovana na postepenom priblizavanju.

Isto tako je prikazan postupak, koji vodi u egzaktno analiticko rjeSenje
istog problema ,a ovdje je iskori$ten za nezavisnu, vanjsku kontrolu dobive-
nih rezultata.

ABSTRACT

In the present paper is deseribed an original simultaneous method, based
on the gradual approaching (iteration), for calculation of the sight line's
touching point coordinates and the generatrix inclination of a vertical circular
cone shaped object.

In the same way a procedure is given, used here for independent control
of the obtained results, that also leads into exact analytical solution of the
problem involved.
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