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IZRAVNANJE PO METODI OPTIMIRANJA DONIJE I
GORNJE GRANICE NEPOZNATIH

Njegoslav VUKOTIC — Beograd*

Sva mjerenja sa kojima se ulazi u izravnanje nalaze se u nekim unaprijed
datim granicama pa se umjesto jednog podatka mjerenja mogu uzeti dva koja
pretstavljaju donju i gornju granicu intervala u kome se nalazi najvjerovatnija
vrijednost mjerene veli¢ine. Sve §to je izvan tog intervala smatraée se grubom
greSkom. Tako se npr. umjesto pravca o mogu uzeti dva pravea o + Ao i o0 —
— A a gdje A o moZe da predstavlja dozvoljeno odstupanje. Time se oko naj-
vjerovatnije vrijednosti traZene veli¢ine obrazuje prostor rjeSenja, koji je
konveksan i za koji se traZi minimalna i maksimalna vrijednost nepoznate.
Nepoznate su na taj natin takode u ograni®enom intervalu iz koga se moze
dobiti podatak o velitini odstupanja od najvjerovatnije vrijednosti, tj. dobiti
ocjena tatnosti poslije izravnanja. Pod posebnim uslovima moZe se dobiti i
ocjena taénosti prije izravnanja tj. ocjena taénosti a priori [1].

Izravnanje se izvodi uz minimiziranje (maksimiziranje) jedne nepoznate x
tj. trazi se Min (,,,) X; uz uslove koji su razli¢iti i koji ée nadalje biti obradeni
za posredno i uslovno izravnanje.

1. POSREDNO IZRAVNANJE

Polazeti od jednatina popravaka (1) gdje je A matrica dimenzija (m, n)av, x
v=A;—f, (1)

i f vektori, moze se izgraditi konveksni poliedar uvodeéi gornje i donje gra-
nice mjerenih veli¢ina. Funkcija cilja se moZe birati prema potrebi, medutim
ukoliko se traZe najvjerovatnije vrijednosti nepoznatih x tada ¢ée funkcija cilja
za jednu nepoznatu x; biti jedamput Min x; a drugi put Max x;. Najvjerovatnija
vrijednost nepoznate x; bit ée [4]:

Min x; 4+ Max x
L st @)

Ako se za popravke v uvedu donje i gornje granice (d i g) jednaéine (1) se
mogu pisati u obliku nejednaéina:
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f+td=Ax=f+g, (3)
odnosno:
Ax=f+ g, (4)
Ax=f+d (5)
U obliku problema linearnog programiranja moZe se pisati ovako:
Max x{ 6)
uz uslove:
Ax=<f+g (7
—Ax =< —f—4, (8)
gdje je:
0
x; =] 1 |~i—tired 9
0
odnosno:
Min x] (10)
uz uslove:
Ax = f + d. (11)
kS g, (12)

S obzirom na moguénost da se pojave negativne vrijednosti nepoznatih
jer se radi o jednatinama popravaka koje se odnose na koordinatne sisteme
sa koordinatnim poéetkom u pribliZznoj vrijednosti svake nepoznate, (n-dimen-
zionalni prostor), ne uvode se ogranifenja nenegativnosti.

Tako postavljen problem je u stvari model [2], (21) i (22) tj. dual ka-
nonskog problema. Kako je m > n rjeSavaée se kao kanonski problem.

Ako se napiSe da je
- A
5-] 8 a)

2 | (14)

modeli (6), (7), (8) i (10), (11), (12) ée biti:
Max xf (15)

uz uslove
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Ax=<r (16)
odnosno
Min x] (17)
uz uslove
—Ax=—r. (18)
Dual ovoga problema je kanonski problem:
Minr™Y (19)
uz uslove
ATY =x, (20)
Y =0, (21)
odnosno
Max —r"Y (22)
uz uslove
—ATY =x, (23)
Y=o (24)

Time je postavljen primarni i dualni problem. Kako je uvijek m > n
rjesavat ¢e se kao kanonski problem sa funkcijom cilja &iji su koeficijenti
vrijednosti gornjih i donjih granica i matricom A koja se sastoji od transponi-
ranih matrica A i — A. Vektor slobodnih &lanova ima jedinicu na mjestu koje
odgovara mjestu nepoznate x. Za svaku nepoznatu traZi se minimum i maksi-
mum i to se ponavlja onoliko puta koliko ima nepoznatih. Modeli (19), (20), (21)
i (22), (23), (24) ostaju nepromjenjeni izuzev vektora x u kome se jedinica
premjesta na mjesto koje odgovara traZenoj nepoznatoj. Za (19), (20) i (21) Se-
matski se moZe prikazati potetna SIMPLEX tabéla (bez pofetnog rjeSenja) na
slijedeéi naéin:

f+g —f—d

AT [ — AT

Problem nema rjeSenje ako dati uslovi ne &ne konveksni poliedar a to ée
se desiti u slutaju da postoji gruba greika. Grafi®ki se, za jednu nepoznatu,
u lokalnom koordinatnom sistemu moZe ovako prikazati (sl. 1).



Vukoti¢ Nj.: Izravnanje po metodi optimiranja donje i gornje..., Geod. list 1982, 4—6.

101

da

A

Kpuyy

//

=

Slika 2.

u:l}

Ukoliko postoji gruba grefka dobit ¢ée se ovakva slika (sl. 2), i problem

nema rjeSenje.
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Jednatine popravaka (1) su uzete kao osnov za izravnanje po metodi iz-
ravnanja donje i gornje granice nepoznatih. Time se pretpostavlja da su izvrie-
ne sve pripreme i da se imaju gotove jednaline popravaka spremne za izrav-
nanje. Nejednaéine (7), (8) uzete kao jednadine predstavljaju skup parova pa-
ralelnih hiperravni. Ukoliko se dati pravac ili strana oslanjaju na datu tatku
to su paralelne prave. Prostor rjeSenja za mogué problem pretstavlja na taj
naéin konveksan skup.

Koris¢éenje jednalina popravaka je neophodno kada se ova metoda pri-
mjenjuje samo za traZenje grubih greSaka a izravnanje ée se sprovesti po
metodi najmanjih kvadrata. Tako se kontrolifu kako sama mjerenja tako i
sve druge greSke nastale zbog pogreSno upisanih podataka. Ukoliko cilj pri-
mjene ove metode nije samo traZenje grubih greSaka tada se mozZe formirati
i drugatiji skup uslova i izbjeéi obrazovanje jednatina popravaka.

2. USLOVNO IZRAVNANJE

Ako se pode od opSte formule uslovnog izravnanja
9|(L1+V1,L1+\?2,...,L“+V,=0, (25)

gdje jei=1, 2,...,m i umjesto L; + v; piSe navjerovatnija vrijednost X; do-
bit ée se

o1 (X3 Xp5...,%,) =0 (26)
tj. mogu se, sa dovoljnom taénos¢u, koristiti jednaéine

Ax = 0. (27)

Vrijednosti X moraju biti u nekim zadatim granicama
d=x=g (28)

pa se uslovi problema linearnog programiranja mogu pisati
Ax =0, (29)
—X=—d, (30)
X=<g (31)

Funkecija cilja je ista kao kod posrednog izravnanja. Na ovako postavljen
model ne stavljaju se ogranifenja na predznak promjenljivih.
Uvodenjem novih nepoznatih:

x=X—d (32)
dobit ée se n nejednadina manje. Nejednatine (28) sada glase:
o<x=<g—d, (33)

a matemati¢ki model je:
Naéi:
Max x; (34)
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uz uslove:
Ax = w, (35)
x<g—d, (36)
X = o, (37)
gdje je:
w = —Ad. (38)

Ovaj model predstavlja op3ti problem linearnog programiranja. MoZe se svesti

na kanonski uvodenjem dodatnih nepoznatih U koje se ne pojavljuju u funkeiji
cilja.

Naéi:
Max x; (39)
uz uslove
Ax = w, (40)
x+u=g—d, (41)
X, u=o. (42)

Karakteristika ovog modela je da ispod prvih m jednadina ima dvije je-
dini¢ne matrice dimenzija (n, n). Sematski se mo¥e ovako prikazati:

n n
m A O W
n I I g—d

3. OCJENA TACNOSTI A POSTERIORI
Po izvr§enom ratunanju pored najvjerovatnijih vrijednosti nepoznatih koje
su po formuli (2):

Min x;, — Max x;
Xider =, 2

mozZe se sratunati i ocjena tafnosti a posteriori. Ako se vrijednost traZene ve-
li¢ine nalazi u granicama:

Ax = Max x; — Min x, (43)
tada je najvete moguée odstupanje od najvjerovatnije vrijednosti x; o
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(44)

Velitina Ax; 3o zavisi direktno od uvedenih granica.

4. OCJENA TACNOSTI A PRIORI

Prilikom priprema za mjerenja na nekoj mrezi od posebne je struéne i
ekonomske vaZnosti unaprijed znati potrebnu tafnost kako mjerenja tako i
dobivenih rezultata. Ako se unaprijed postavi zahtjev ta®nosti mjerenih veli-
¢ina moze se, koristeéi iste matemati¢ke modele, sratunati otekivana ta&nost
nepoznatih. Da bi se ra¢unanje sprovelo potrebno je imati priblizne vrijednosti
nepoznatih 5to mozZe izgledati kao nemogué uslov, medutim, to se lako moze
ispuniti ako se uzmu priblizne vrijednosti sa projekta mreZe jer se ne ratunaju
tatne vrijednosti nepoznatih ve¢ njihove granice u kojima ée se kretati po
izvrSenom opazanju i raéunanju. U sluéaju da postoji stara mreza koju treba
obnoviti (3to je npr. slu¢aj u naSoj zemlji) kao i planovi krupne razmjere,
priblizne vrijednosti se mogu uzeti sa tatnoéu koja ée sigurno zadovoljiti.

Taénost mjerenih veli¢ina se moze uzeti prema uslovima propisanim pra-
vilnicima za premer, prema raspolozivim instrumentima ili prema iskustvu.
Po dobivenom rezultatu moguée je ocjeniti mjerenja koja ne zadovoljavaju
po talnosti ili za koja su date prestroge granice. Time se dobiva moguénost
da se planira i da se optimalno iskoristi postojeéi instrumentarij.

5. PRIMJENA NA IZRAVNANJE SA GRESKAMA DATIH VELICINA

Ako se raspolaZe greSkama datih veliéina odredit ¢ée se njihove donje i
gornje granice &ime ¢e se poveéati broj uslova sa kojima se ulazi u izravna-
nje, i to ée biti jedina izmjena. Sve ostalo ostaje isto, kako matematitki model
tako i njegova obrada.

Program za rafunanje je pisan u programskom jeziku FORTRAN IV i
nazvan je SKANON (SIMPLEX-kanonski).

6. ALGORITAM PROGRAMA SKANON (vidi str. 105)

7. KARAKTERISTIKA PROGRAMA SKANON

1. Program SKANON ra¢una min x;, max x; i X; 4, za svaku nepoznatu
po matemati¢kim modelima (19), (20), (21) i (22), (23), (24).

2. INPUT: Dimenzije matrice A: m i n, elementi matrice A i vektor
gornjih i donjih granica r.

3. Matricu A transponira odmah prilikom é&itanja, formira matricu — AT
a drugu polovinu vektora r (tj. ry,,, ..., I)y) Mnozi sa — 1.

4. Za jednu nepoznatu x; ratuna najprije minimum pa zatim maksimum.
Slijedeéu nepoznatu uzima mijenjajuéi elemente vektora x; (tj. mije-
njajuéi mjesto jedinici).
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6, Algoritem programs SKANON

n=f{+d

\ INPUT: m, n, matrica A i vektori ﬁ:{aV
1

(21),tj. vektora-j , matrice A'-[K -
vektora XL

Formirsnje matematickog modela (I‘_Bl) 1(20),

Pripreme za rsdunenje mimx;br.iter.=o,
preuzimenje vrijednosti mastrice ‘A

NelaZenje pocetnog rjesenjs, racunanje

i koeficijenats funkcije cil
rjeSenju

u poéetnom

koenci:]enat;a funkeije -:n.l;]:a‘5 vrijednosti % -tj
8

J
i |

I Radunanje 8,’ : ! e.‘(gj..g‘)

NelaZenje kolone j za koju je 6, (Y-4ypoi
13 g)=min 1 obrnuto, zsvisno od funkéije

svako DA

fgéO? /s

NE

I NslaZenje pivot elementa

l

l Gsusovs eliminscijas

1

| *J 4% %oy -4 )

< ?1-: >o >
-4 <0
NE

Ds 11 je srefumsto N\ DA
max 2z 7 =
[wE

r Radunenje ™MnX;.i pripreme za rad, max QJ

£ |

l

Pripreme zs racunsnje minimuma slijedeée

i
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10.

11.

12.

Rafuna po SIMPLEX metodi tako &to za kanonski problem oblika (19),
(20), (21) ili (22), (23), (24) nalazi podetno rjeSenje. Matricu I ne memo-
riSe, vektor J i koeficijenti funkcije cilja u pofetnom rjeSenju odre-
duju se u programu é&ime se direktno dobiva poéetno rjedenje:

X=o, (45)

Y=B: (46)
Za svaku kolonu se ratuna ©, i mnoZi sa z;— c;. Indeks reda za koji
je ©, = min &uva se u memoriji za svaku kolonu kako se ne bi ponovo
ratunao kod nalaZenja pivot elementa.

Za komponente vektora x koje su jednake nuli uzima se — samo pri-
likom raéunanja ©, — da su 0,0000001 radi pravilnog izbora 0.

Utvrdeni su kriterijumi za nemogué problem. To je:
a) slu¢aj kada su za neko
8, (z;—c;) = min (ili max)
svi elementi odgovarajuée kolone j
tj < o.

b) kad je broj iteracija veéi od (':)

Program broji i Stampa izvriene iteracije.

Gredka u zaokruZivanju izbjegnuta je direktnim pisanjem odgovara-
juéih vrijednosti ili uvodenjem ograni¢enja. Kod Gausove eliminacije
piSe se nula za elemente za koje se zna da su nula. Vrijednostima
8, (z; — ¢;) dodjeljuje se nula ako je njihova apsolutna vrijednost ma-
nja od 0,0000001.

Koristi se jedan podprogram za rafunanje minimuma i maksimuma
datog niza.

Stampa se matrica A, redni broj nepoznate, njen maksimum, minimum
i definitivna vrijednost kao i broj izvrSenih iteracija. Ako problem
nema rjeSenje Stampa se: gruba greska.

8. GRESKA U ZAOKRUZIVANJU

Tefkoéu u tadnom izvrienju ratunanja mogu izazvati veoma male vrijed-
nosti nastale kao rezultat zaokruZivanja izvr¥enih ratunanja. Tako npr. ako je
8, (c;—z;) = 0 ali se usled greske u zaokruzivanju dobije vrlo mala vrijednost
razlitita od nule moZe se desiti da se nepotrebno ude u novu iteraciju. Da se
ovo izbjegne moZe se za sve

8 (c;—2z)| < e 47

gdje je e vrlo mala vrijednost zavisna od osobina radunara, pisati:

8, (c;—2) = 0. (48)

Time se niSta ne gubi &ak i ako to nije gre$ka u zaokruZivanju jer se vrijednost
programa

z =2z, + 8, (c; —z)

neée mnogo poboljsati.
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Primjer: Problem maksimuma [2], (29) se moZe rijeSiti kao kanonski pro-
blem minimuma koji je njegov dual:

Min 25y, — 25y, — 25y, + 25y, + y5 + ¥,
uz uslove
— Y1 —Ye—0y; + 5y, t¥5—Ye =1,
5y, — 5y, — Vs —Y4— Vs T ¥ =0, (49)
Yo Yo Yo Yo Y5 Yo = 0.
Poéetno rjeSenje ¢e se naéi po modelu:

Max JTAY
uz uslove:
AY + IX =B,
X,Y=0.
Potetna tabela izgleda ovako:
4 —6 —6 4 0 0 0 0
0 —1 —1 =5 E 1 —1 1 1 0
0 5 —5 —1 —1 —1 [ 0 0 1
zy—cy| —4 6 6 —4 0 0 0 0 1
Pivot element je a,, = 5. Poslije prve iteracije bit ¢e:
4 —6 —6 4 0 0 0 0
a[—02 —02 —1 1 02 -02[02]02 0
of [48 —52 —2 o —-08 08 02|02 I
zy—c¢|—48 58 2 0 08 —08/ 08|08 0

Pivot element je t,, = 4,8.
Konatna tabela sa srafunatim potetnim rjeSenjem dobije se poslije druge
iteracije:

4 -6 —6 4 0 0 0 0
08 08
4] 0 —042-108 1 g —Zgl020021 0,04
B 08 038
4 1 —1,08—042 0 —2o 22|0,04|004 021

z—¢l 0 0 0 0 0 0 |I |I I

Prelaskom na zadati problem dobit ¢ée se odmah optimum:
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Max x, = 6,25,
jer se u redu z; — ¢; ne pojavljuje ni jedna vrijednost veéa od nule (vektor x
i matrica I se viSe ne pojavljuju).
Bez ogranitenja (48) kompjuter ée poslije druge iteracije u redu z; —c;
dobiti u petoj i Sestoj koloni vrijednosti razlidite od nule i nastaviti ratunanje
nove iteracije.

9. PRIMJER

Primjer 1: Za dredivanje koordinata jedne tatke presjecanjem naprijed
(primjer iz knjige M. Miti¢a [3], str. 98a, b, ¢) date su jednadine popravaka:

—17dy = — 2

15dx + 15dy = — 7
—15dx + 15dy = 5
—2ldy= 3

15dx + 11dy = — 15
—15dx + 11dy =  13.

Ako se uvedu ogranifenja:
g = 207,
d =—20",
bit ée:
rT= {18 13 25 23 5 33 —22 —27 —15 — 17 —35 — 7}

Po izvr§enom ratunanju dobit ée se slijedeéi rezultat:

Br. nepozn. Max X (I) Min X (I) X Br. iter.
x (1) 0.40 —1.73 — 0.67 7
x (2) 0.81 — 1,06 —0.12 7

Primjer 2: Za odredivanje koordinata dvije tatke istovremeno uzet je
primjer iz iste knjige, [3], str. 104a, b, ¢, d, ¢, f, g, h, i, uz ogranitenja koja
su ista kao u primjeru 1, dobiveni su slijedeéi rezultati:

46.00 10.00 0.00 0.00 19.00

— 30.00 25.00 0.00 0.00 21.00
—47.00 —35.00 40.00 35.00 28.00
16.00 —34.00 —1400 —12.00 19.00
53.00 3000 —14.00 —12.00 19.00
— 23.00 37.00 —14.00 —12.00 14.00
0.00 0.00 —12.00 35.00 22.00
—40.00 —35.00 42.00 38.00 25.00
14.00 12.00 —24.00 26.00 20.00
14.00 12.00 —46.00 —21.00 19.00

14.00 12.00 29.00 —43.00 16.00
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d =—21.00 —19.00 — 12.00 — 21.00 — 21.00 — 26.00 — 18.00
—15.00 — 20.00 — 21.00 — 24.00

Br. nepozn. Max X (I) Min X (I) X@ Br. iteracija
x (1) A48 —.46 .01 14
x(2) 58 —.60 —.03 11
x(3) 55 —.59 —.02 13
x (4) J3 —.62 .05 12
ZAHVALA

Obrada problema i sva ratunanja kako za ovaj tako i za rad »Izravnanje
po metodi najmanje sume apsolutnih vrijednosti, popravaka«, Geodetski list,
1981, 10—12, 288—294 izvrSeni su kod Bayerische Akademie der Wissenschaf-
ten-Deutsches Geodétisches Forschungsinstitut-I Abteilung-Miinchen na ra-
éunaru CDC CYBER 175 u ratunskom centru Leibniz-Rechenzentrum.

Direktoru Deutsches Geoditisches Forschungsinstituta akademiku prof.
dr. Siglu i na ovaj natin se najljepSe zahvaljujem na punom razumijevanju i
podrsici prilikom mog rada i boravka u Minhenu.
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REZIME

U radu je obradeno izravnanje po metodi optimiranja donje i gornje gra-
nice nepoznatih upotrebom linearnog programiranja. Umjesto najvjerovatnijih
vrijednosti mjerenih veli¢ina za ovo izravnanje se koristi sektor omeden za-
datim granicama (¢, £20¢, £3¢ ili nekim drugim). Prostor u kome se nalaze
vrijednosti nepoznatih veli¢ina, definiran na taj naé¢in, ako je problem mogué,
je konveksni poliedar (nije ni krug ni elipsa) a najvjerovatnija vrijednost ne-
poznate je aritmetiéka sredina gornje i donje granice poliedra. Ovo izravnanje
poti¢e od E. Reinharta i pogodno je za rjeSavanje mnogih geodetskih zadataka,
ocjenu taénosti a priori i a posteriori, izravnanje sa greSkama datih veli¢ina
idr.
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ZUSAMMENFASSUNG

Es ist Ausgleichung nach der Methode der Optimierung der obere und
untere Grenze der Unbekannten mittels Linear Programmierung gegeben.
Anstatt der plausiebersten Werten der Messgrossen fiir diese Ausgleichung
benutzt man ein Sektor der mit vorgegebenen Grenzen begrentzt ist (% o,
+20, +39 oder anderen). Die Unbekannten, die an solche Weise definiert
sind, wenn das Problem mdglich ist, liegen jetzt in konvexen Polyeder (nicht
im Kreis oder Ellipse). Die erwartene Wert der Unbekannte ist eine arithme-
tische Mittel der obere und untere Grenze des Polyeders. Diese Ausgleichung,
der zuerst von E. Reinhart angewandt ist, ist fiir viele geodétische Aufgaben,
a priori und a posteriori Abschédtzung, Ausgleichung mit Fehlern der gegebenen
Grossen u.a. anwendbar.



