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O OCENI TACNOSTI IZRAVNATIH VREDNOSTI
MERENIH VELICINA

Jovan STEVANOVIC — Beograd#*

1. UVOD

Kod proste i opSte aritmeti¢ke sredine se pored ocene tafnosti merenja
dosta detaljno obraduje i ocena tagnosti izravnatih vrednosti. Kod posrednog
izravnavanja se velika paZnja poklanja oceni taénosti izravnatih vrednosti za
nepoznate. Medutim, nesrazmerno malo paZnje u naSoj literaturi je posveceno
oceni tacnosti izravnatih vrednosti merenih veli¢ina i kod posrednog i kod
uslovnog izravnavanja, premda se moZe konstatovati da je u glavnom i ovaj
problem postoje¢om teorijom obuhvaéen. MoZe se postaviti pitanje da li s obzi-
rom na neke specifi¢ne probleme a naroé¢ito u okviru geodezije u inZenjerstvu,
ne bi bilo korisno ovaj problem neSto detaljnije tretirati, a posebno ako se
imaju u vidu savremene moguénosti automatske obrade podataka.

2. IZRAZI ZA OCENU TACNOSTI IZRAVNATIH VREDNOSTI MERENIH
VELICINA

2.1. Posredno izravnavanje

Neka je obeleZeno na uobi¢ajen naéin:

l; — merenjem odredene vrednosti kojih ima ukupno n,

L; — izravnate vrednosti merenih veli¢ina,

l,; — vrednosti za merne veli¢ine dobivene za osnovu pribliZnih vrednosti
za nepoznate,

X, ¥, Z, . . . — nepoznate koje se odreduju izravnavanjem, kojih ima ukupno k,

v; — popravke izravnavanja.

Jednaéine veze su:
Li=L+vw=fxyz..) )

a nakon linearizovanja, moZe se napisati na uobi¢ajen naéin:

* Adresa autora: dr Jovan Stevanovié, dipl. inZ., Geopremer, Beograd, Bulevar
vojvode Misi¢éa 39/3.
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Li=ax+by+cz+ ...+ lg.
Na poznat na¢in u matriénom obliku biée:
L = Ax + l,.
Normalne jednagine imaju oblik:
A*Qr*Ax = A*Qr* (I — 1)

ili
Nx = n.
Odavde je:
E==N="n = Gn
ili

x = QA*Q! (I — o),
pri éemu je
NN-! =NQ, =1
Zamenom nepoznatih datih izrazom (7) u (3) dobijamo:
L = AQA*Q'(—1o) +1o
ili, sa novom oznakom
L=T(1-—1) + l.

(2)

3)

“

)

(6)

M

®)

®

(10)

Ovim izrazom su definisane jedna¢ine prelaza sa merenih na izravnate
vrednosti merenih veli¢ina. Primenom pravila o rasprostiranju greSaka dobi-

jamo:
Q.= TQIT*
odnosno
QL = AQA*Q; 'QQT 'AQA*.
Ovde je:

QI_IQI o l;
QA*Q'A=QN=N"'N=1
pa dobijamo
Q!.. == AQXA*!

odnosno

QL = AQA*Q1Q = TQ,.

(11)

(1n

(12)
(13)

(14)

(15)

Uporedivanjem izraza (15) sa izrazom (10) uwofavamo da i u jednom i u
drugom figurira na isti naéin matrica T, tj. matrica koeficijenata transformacije

iz sistema merenih u sistem izravnatih vrednosti.
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2.2. Uslovno izravnavanje

Neka i ovde l. v; i L; imaju napred navedeno znafenje, i neka ih je isto
ukupno n. Neka je jo§, zbog specifiénih potreba kod ocene taénosti uslovnog
izravnavanja, 1,; priblizna vrednost merene veli¢ine, a 1/ prirastaj, pri ¢emu
je: 1, = 1,; + 1. Uslovnih jednadina neko je ukupno r.

Uslovne jednatine, nakon linearizovanja, su:
A +w=0 (16)
pri ¢emu je
w=1(lg) + A*' = A, + A" (17)

Postavljanje uslova minimuma na poznat nadin daje jednadine popravaka
u funkeciji korelata K:

v = QAK. (18)
Zamena popravaka u uslovne jednafine daje normalne jednadine:
A*QAK +w =0 (19)
ili
NK 4+ w = 0. (20)
Odavde korelate su:
K = —N-1w. (21)
Zamena korelata u jedna¢ine popravaka u (18) daje:
v = — QAN 1w, (22)
Ako se ovde unesu slobodni €lanovi iz (17), biée:
v=—QAN-1'A; — QAN 'A¥*’ (23)
Izravnate vrednosti su:
L=1+1'+v=141 — QAN-'A*' — QAN-1A, (24)
ili
L=E—-QAN1A®I +1, — QQAN'A, (25)
odnoson sa novom oznakom
L =RI' +1, — QAN !A,. (26)
Korelaciona matrica izravnatih vrednosti je:
Q. = RQR* (27)
ili
Q. = (E — QANT'A*) Q, (E — AN™'A*Q) (28)

i dalje
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Q. = (E — QAN"'A%) (Q, — QAN-1A*Q) (29)
Q. = Q — QANT'A*Q, — QAN~'A*Q, + QAN-'A*QAN-'A*Q,. (30)

Po3to je, s obzirom na (19), (20) i (21) u zadnjem é&lanu izraza (30):

A*QA =N @31
A*QAN-! = NN-1 =1 (32)
bice
Q. = Q — 2QANT'A*Q, + QANT'A*Q (33)
i na kraju
Q= Q — QANT1A*Q, (34)
ili
Q. = (E — QAN"'A%) Q, (35)
Q. = RQ. (36)

Ako se i ovde uporede izrazi (36) i (26), moZe da se zakljudi da u korela-
cionoj matrici Q;, figurira nepromenjena matrica R, tj. matrica koeficijenata
transformacije iz sistema merenih u sistem izravnatih vrednosti,

Uzimajuéi u obzir navedene konstatacije i kod posrednog i kod uslovnog
izravnavanja, kao i ¢injenicu da se moze smatrati da je odredivanje aritmetic¢ke
sredine vid posrednog izravnavanja sa jednom nepoznatom, mozemo da defini-
Semo pravilo kojem se povinuju sva izravnavanja:

Ako se izraze izravnate vrednosti u funkciji merenih wrednosti velifina
koje se izravnavaju, odnosno ako se definife transformacija iz sistema merenih
u sistem izravnatih vrednosti, koeficijenti koji mnoZe merene vrednosti (koe-
ficijenti transformacije) jesu ujedno i koeficijenti sa kojima treba izmnoZiti
matricu koeficijenata teZina merenih vrednosti, da bi se dobila korelaciona
matrica izravnatih vrednosti merenih velidina.

Ako su merenja jednake talnosti, matrica transformacije jeste ujedno i
korelaciona matrica izravnatih vrednosti.

3. ILUSTRACIJA NAVEDENIH RAZMATRANJA NA JEDNOSTAVNIJIM
SLUCAJEVIMA

Izvodenja matriénim postupkom zna¢ajno olaksavaju dokazivanja. Medu-
tim, s obzirom na neSto suZen broj poznavalaca matri¢nog raduna, suZen je i
broj korisnika materije koja se izlaze matriénim postupkom. Zbog ovoga moze
biti korisno navedena izvodenja i dokazivanja koja imaju op$ti znacaj,
obaviti klasiénim postupkom za jednostavnije slutajeve, ¢ime ée osnovne
ideje u ovom radu da budu jasnije.
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3.1. Sluéaj posrednog izravnavanja sa dve nepoznate
Jednatine popravaka, kojih je ukupno n, jesu:
vi=ax + by + 1g; — 1;. (37
Normalne jednaéine su:
[paa] x + [pab] y = [pal] — [pal,] = F,,
[pab] x + [pbb] y = [pbl] — [pbly] = F,.

Inverzne jednadine su:

(38)

X = Qx:Fa + QUFI‘.U
¥ = Qx.vFa 7= erFh-

Ako se nepoznate izraZene inverznim jednafinama zamene u normalne jedna-
¢ing, dobiée se:

([paa] Qu + [pab] Q) F, + ([paa] Qy + [pab] Q,,) F, =F,,  (40)
([pab] Qu + [pbb] Q) F, + ([pab] Qs + [pbb] Q,,) F, = F,.  (41)

Da bi ove jednatine bile, pri datim koeficijentima normalnih jednaéina, zado-
voljene za bilo koje F, i Fy, moraju se koeficijenti inverznih jednaé¢ina tako
odabrati da u jednaéini (40) izraz koji mnozi F, bude jednak jedinici, a izraz
koji mnozi F}, bude jednak nuli, a u jednaé&ini (41) da bude obrnuto, tj. mora
da bude:

(39)

{paa] Qu I [Pab] Qu = I,
[Paal Q:y + [pab] ny o 0.1 (42)
[pab] Q. + [pbb] Q,, = 0,
[pab] Q, + [pbb] Q,, = 1.

Jednatine (42) imaju isti smisao kao i izraz (8).
Izravnate vrednosti merenih veli¢ina su:

Li=L+v,= 8;QF, -+ 8,Q,,Fy, + lexyFa + bQ,,Fy + 1o; (43)

ili
Ll = (aiQn = biQu) B4 (aier =+ biQn) Fb + log. (44)
Uzimajuéi u obzir smisao izraza za F, i F}, prema (38), dobijamo:
Li = @Q« + biQy) (piaily, + paal, + ... + psaly; + ... — [paly]) +

+ (@i Qsy + biQy,) (Pibyly + pobol, + ... + Psbsl; + ... — [pblo]). (45)

Nakon mnoZenja biée:

L, = (p;a,8,Q + P1a;b,Qyy + p1b;a;Qyy + p1b:b;Q,,) 1, +
+ (Pzazale: + plazbiQ.ly T pzbzalQ:y =f pleleyy) I, +
T e e R N R S N e e

.......................................................................

— (AiQu + biQyy) [pale] — (2,Qyy + biQy,) [pbl,]. (46)
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Jednatine (46), kojih je ukupno n, jesu jedna¢ine transformacije iz
sistema merenih vrednosti u sistem izravnatih vrednosti. Sa novim oznakama
T;; jednadine (46) imaju oblik:

L| = Tull i rI‘izlz o i Tllli b i, Tl.ill T Ti“lﬂ + Tio (47)

Ovako napisano, Tj; predstavljaju koeficijente transformacije sa merenih na
izravnate vrednosti. S obzirom na navedeno pravilo* o ulozi koeficijenata
transformacije pri formiranju korelacione matrice izravnatih vrednosti, mozZe
da se napiSe izraz za korelacionu matricu:

Pi P2 Pa Pn l
Tar Toz Tos oo T
QL = ||p: P2 P3 Pa |-
Tar Tz Tas o Ton |
Pi P2 P3 Pn
Korisno je konstatovati jednakost:
T _ T
Px Pi
Specijalno za i = j, biée srednja greSka izravnate vrednosti L;:
M} = m} Ipi‘- = m} Ty (48)
1

Ako se primeni poznat postupak za rasprostiranje greSaka na jednacinu
(47), dobite se:

M? = T}m? + Timi + ... + Timj + ... + Thm} (48.1)

ili s obzirom da je:

mi = — (48.2)
: Pj
bice:
2
M} = —Tﬂ m} (48.3)
Py
Na osnovu jednadina (46) i (47), ako se p; izvude ispred zagrade, dobijamo:
Th _
Pi

2
= IE)! (aia}a;alQnQ“ + ajajajlexexy =+ ajbjalalQquy + alblalbl Qller +
]

+ ajajalleuQu + ajajblbierQw + ajbjailenyxy _E_ ajbjbilenyyy _!_
_i- ajbjalalQquy + ajaibjbiQuQxy + a!bjaiijnyxy + bjbjalbiQnyyy +
+ a;bjab,QuQyy + a,b;b;b;Q,,Q,, + bybsaibi Qe Qyy +- b;b;b;b,Q,,Q,,). (48.4)

* Vidi formule (48.1) do (48.7).
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Ako se na osnovu ove jednatine formira suma po j, podto se prethodno obavi
skra¢ivanje sa p; a zatim izmnozi zagrada sa p;, i obave odgovarajuéa sredivanja,
biée:

Z Ip'l:_i = alalex ([paa] Qu "I" [pab] Qxy) + aileu ([paa] Qx)f + [Pab] QH) +

+ alle:y ([paa] Qu + [pab] er) + bilexy ([paa} Q:r + [pab] er) +
+ a,2,Qyy ([pab] Qi+ [pbb] Q,,) + a;b;Q,, ([pab] Q,y + [pbb] Q,,) +
+ ailen ([pab] Qxx+ [pbb] Qx:r) =+ blbiQn ([Pab] Q:r+ [pbb] er)-
(48.5)
U ovoj jednatini su, s obzirom na jednadine (42) izrazi u prvoj, trecoj,
Sestoj i osmoj zagradi jednaki jedinici, a u drugoj, etvrtoj, petoj i sedmoj
zagradi jednaki nuli. S obzirom na ovo i jednadine (48.3) i (48.5) bice:

T}
M} = mj Ev’ = m; (2,23Qu + abQsy +abiQy + bbQ,y).  (48.6)
1

Ako desnu stranu pomnoZimo i podelimo sa p;, biée s obzirom na (46):

M} = m} = T (48.7)

3.2. Sluéaj uslovnog izravnavanja sa dve jednaéine

Uslovne jednatine nakon linearizovanja su:

vy + AV + .Lazv, + [al'] + £, (1) =0,

: 4
b,vy 4+ bv, 4+ ... by, + [bl'] + £, (Ioy) = O. (49)
Neka su u ovim jednadinama:
fa (101) = dp»
fy (lm) = by.
Jednatine popravaka dobivene na poznat nadin u funkciji korelata su:
a4y b,
vy =—K,; +—=K,. 50
i Py P (50)
Normalne jednaéine su:
LRI -
p P
ab bb S
[F] KI + [‘—5] KZ _ = Wb _— [bl‘] _bo.
ReSenje za korelate je dato inverznim jednadinama:
KI T = Naa“": _ Nnh“’hs (52)

K; = — Naww, — NppWp.
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Ako se na isti nadin kao kod izloZenog postupka za posredno izravnavanje,
zamene korelate iz (52) u (51), dobiée se dve jednaline koje ¢e da budu

identi®ki zadovoljene, sli¢no kao kod jednatina (41) i (42) ako je:

E‘ Nn+ ﬂ Nabzla
. P L P

[aa ] [ab ]|

— Na + __N =0.|
pl T L™

[ b B 1
N+ 122N, =0,
L P . P ]

ab | (bb ]|

B Ny + [ =N =1.
[p— b -p- bb

Ove jednatine odgovaraju izrazu (32).
Zamenom korelata u jednadine popravaka, dobijamo:

q

b
V) == (31' Nu + %Nab) W — (_p‘“ Nnb + E:‘Nbb) Wpe

Pi
Sa novim oznakama za izraze u zagradama, bice:
V‘ = AIW, + Blwb.

i

S obzirom na jednaé&ine (51) ovaj izraz postaje:

Vl e Al (30 + alli "['331; + e +an1;l) +
+ B, (bg + bylj + bl; + ... + balp).

odnosno

¥y = Alao + B’b + (Alal + B’.bl) 1; +
+ (Aja; + Bby) 13 +
+ (Aja; + Biby) I3 +

.....................

+ (A8, + Bib,) In.

Izravnate vrednosti su:

L, =1l + 1 +vi= A3, + Bb, + (Aja; + Bby) 1 +
+ (A, + Biby) 13 +

.....................

+ (A3, + Byby) I5.

Sa novim oznakama R ovaj izraz postaje:

(53)

(54)

(59)

(56)

(57)

(58)
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Li =Rjo + Ril] + Raly + ... + 1o + Ryli + ... + Rl (59)
I ovde oznake R;; predstavljaju koeficijente transformacije iz sistema merenih
u sistem izravnatih vrednosti merenih veliéina koje se uvode u izravnavanje.

S obzirom na navedeno pravilo**, moZemo direktno da napiSemo izraz
za srednju greSku izravnatih vrednosti:

R
M} = m} 60
° pi )
ili:
M? =mlR,, (61)

Primenom klasi¢nog postupka na jednaéinu (59) ako hoéemo da dobijemo
srednju gre$ku izravnate vrednosti L; dobiéemo:

M} = Rim{ + Ri,m} + ... + Rim} + ... R,mZ. (61.1)
Ovde je posebno interesantan izraz Rj:
R =1 4 2(Aja; + Bb) + (Aja; + B;b;)2. (61.2)
Posto je:
mj —= m (61.3)
P;

moze jednaina (61.1) da se napise:

2,
M: = mj Z Rj (61.4)

odnoson, s obzirom na jednadinu (61.2):

PO BEEICT T LM o CHIED Y
Pj Pj Py

Mozemo oznaéiti izraz pod znakom sumiranja sa S;, koji s obzirom na izraz
(59) kao i na (54) i (55) dobija oblik:

1 (f{a b a; b 2
S --Z-v—{(A-'—Nu-%—-LNa)a + (=N, +—=N )b] . (61.6
! Pj Pi Pi o A (Pi 8 Pi i A ( )

Nakon mnoZenja ovaj izraz postaje:

1 [aa bia ab b;b ?
S, Z—( N.. + —2N,, + —IN,, + ——IN ) 61.7
Pi \ Pi Pi ’ Pi " Py == ( )

G . T
Kvadriranjem i mnoZenjem sa p_ bice:
i

** Vidi formule (61.1) do (61.13).
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Sl - z (ala’aja.II NaaNu + _alb’ajaj Nn ab + alal_ajEj' aaNab + 2 bla]b’ Nuth +

PiP1 Py PiPi Py PiPi Py PiP1 Py

aiblaja, b,blajaj bla*ajb, blbla,b,

_'Naa a + N: a + Na a + Na N +

PiP1 Py ® " pips Py - PiPy brae PiPi Py i

a;)a;)ajsj Nal ab +bl;a;)aj::J Naanb +‘?la’pbs::j Nnb ab +albpbjpij bNbb +

1P1 Py iP1 Py PiPi Pj 1
+ - N,Nps + N, N N. 4 —— NN

poipy e T o o T peipy

(61.8)

Ako se obavi sumiranje po j i izvuku odgovarajuéi zajednitki izrazi ispred
zagrade, bice:

S = p::lN ( "'l;‘ Nﬂl+ F] Nah)"!“‘g'i'glNa([Eg' Nab'{' i[?‘ Nbb) +
L . L irFi . L =
ab, ('aa' [ab] ) b;b, ([aa‘ [ab] )
P Nn = Nn e Na s ‘_NB 5 Nu +|—|N I
ke N il I e i € Rl Y e
a,a, ('ab' N (bb ] ) bia, .. ([ab" (bb | )

a e el = N, |+ —N, — | Npp + |-— N iR
ppy \Lp] [P l) T e e \Lpl T T LT
'g% Nbb ( 313' Nn + b_::' Nah ) + Ep}% Nbb ( [%] Nah + [l%)'] th) .

i L . L . i
(61.9)

S obzirom na jednadine (53), ovde se izrazi u prvoj, trecoj, Sestoj i osmoj
zagradi jednaki jedinici, a u drugoj, Cetvrtoj, petoj i sedmoj zagradi jesu
jednaki nuli. S obzirom na ovo izraz (61.9) postaje:

§ s B gy o MBuag g Bl D0 Billoas (61.10)
PiP: PiPi PiPi PiPi
odnoson, s obzirom na (54) i (55)
1
S =— 'E,—(Aaaj + Bib)). (51.11)
i

Uzimajuéi u obzir ovaj izraz, kao i (61.5), jednatina (61.4) dobija oblik:

1
MI‘ —— E{_’[ l + 2 (Ala, + Blbi) . (Aiai + Bibl) (61‘12)

Pi

i na kraju

mj mj
Mi = Fo (1 + A, + Bﬂ:.) = Fo Ry = mR (61.13)
f 1
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4. O ZAJEDNICKOM POKAZATELJU TACNOSTI IZRAVNATIH VREDNOSTI
MERENIH VELICINA

Pre izravnavanja se utvrdenim metodologijama definifu teZine merenja.
Nakon izravnavanja se na poznat nadin raduna srednja greska jedinice teZine,
koja odgovara tom sistemu teZina, kao zajednitki pokazatelj ta¢nosti sa kojom
su obavljena merenja, po jednaéini:

. [pvv]

¢ "n—k (62)

Ako se radi o slu¢ajnim pogreSkama izravnavanjem se poveéava tatnost
merenih podataka. U takvim se sluajevima uporedivanjem srednje greske
izravnate vrednosti merenja sa srednjom greikom neposrednog merenja,
stie se uvid u stepen smanjenja srednje greske zbog izravnavanja. MoZe se
za svako merenje utvrditi koliko je smanjena srednja greika izravnavanjem
u apsolutnom a i u relativhom iznosu.

Medutim, nemamo moguénosti kojima bi, slitno kao za srednju gresku
merenja, koja se ratuna po navedenoj jednadini (62) sratunali pokazatelj koji
bi reprezentovao taénost izravnatih podataka u njihovoj sveukupnosti. Posebno
bi bio interesantan zajedniCki pokazatelj koji bi omoguéavao uvid u relativno
povecanje tafnosti koja se postize izravnavanjem. U ovom odeljku ée biti
napravljen pokusaj da se do takvih pokazatelja dode, bez pretenzije da se da
i definitivno re$enje navedenog problema.

Jedan od moguéih pokazatelja tatnosti izravnatih vrednosti bi mogla da
bude srednja kvadratna vrednost svih srednjih grefaka izravnatih vrednosti.
Ako su merenja koja se uvode u izravnavanje jednake taénosti, ovako dobivena
srednja kvadratna vrednost bi mogla da bude logi¢na. Ali za merenja razlitite
tatnosti, teSko bi se moglo reéi da je takav pokazatelj prihvatljiv.

Jednacine (48) odnosno (61) glase:

2

m
M = Tymi = T, p_:) s

(63)
m!
A‘iiz = Rumg = Ry 2.
Pi
Na osnovu ovih jednadina se moZe napisati:
Mip, = T;mj, (64)

Mip; = Rymj,.

MoZemo postaviti pitanje: kakav je smisao proizvoda Mjp?. U sistemu
teZina p;, ako su u pitanju srednje grefke merenja m;, proizvod m?p, jednak
je srednjoj greSki jedinice tezine, dok M;p; sigurno to ne moZe da bude.
Medutim, kako je:

—=—=3 (65)
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moze da se napiSe

M;
Mip, = mj gt = m T, (66)

pa moze da se zaklju¢i da proizvod M;{p;, koga ¢emo obeleziti sa M}, pred-
stavlja modifikovanu srednju greSku jedinice merenja, odnosno njeno sma-
njenje za relativno smanjenje srednje greSke nakon izravnavanja u odnosu
na srednju gresku pre izravnavanja. Kako je ovo relativno smanjenje razliito

za svaku veli¢inu koja se uvodi u izravnavanje, to ¢e se i M; medusobno
razlikovati.

Za ocenu tafnosti izravnatih vrednosti svih veli¢ina koje se uvode u
izravnavanje, mogao bi da posluZi zajedni¢ki pokazatelj:

M\:t ui\f'ifp, Z
)

koji se, za jednako taéna merenja, svodi na srednju kvadratnu vrednost svih
srednjih greS§aka izravnatih vrednosti.

(67)

=|:U]P'

4.1. Izraz za M za posredno izravnavanje

Iz jednatine (48) sledi:

Mi = Mip; = Timq. (68)
Uzimajuéi u obzir jednaéinu (46), bi¢e
«\—15 (piaiaiQu + PiaibiQyy + PiaibiQyy + pibibQ,,) mg. (69)

Odavde je::

¥ M} = ([paa] Qu + [pab] Q,, + [pab] Q + [pbb] Q,y) mg. (70)

Prema jedna¢inama (42), zbir prva dva ¢lana ove jednadine jednak je jedan,
a isto je i za druga dva ¢lana, pa ¢e biti:

T M2 = 2m2. (71)

U navedenom slugaju je razmatrano posredno izravnavanje sa dve nepo-
znate. Nije tesko po analogiji zakljuciti da ée za sluéaj k nepoznatih biti:

¥ M} = km3. (72)

S obzirom na jednatinu (67) bice:
= —myj (73)
odnosno

M =m, V—i (74)
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4.2. Izraz za M za uslovno izravnavanje

Na osnovu jednaéine (60) moze da se napise:

Maz = Mip; = mgR;; (75)
Na osnovu jednaéina (58) i (59) dalje sledi:
M?=(1 + Aja; + B;b;) m} (76)
a ako se uzmu u obzir jednaéine (54) i (55) bice:
M= {1 (BN, 4 B N+ N g )
Odavde je:
280 o (3] [ [ [ o

S obzirom na jednadine (53), u maloj zagradi je zbir prva dva ¢lana jednak
jedan, a isto tako i zbir druga dva ¢lana, pa ée biti:

IM}={n—-2 m} (79)

Ovde je razmatran slutaj sa dve uslovne jednadine, a po analogiji
moze se zakljuéiti da ée za r jednatina biti:

M =(n—r)ms. (80)

- 1EME Vn_—r
M V.n mo | = (81)

Poznato je da za datu mrezu mora da vazi veza:
n—r=x%k (82)

¢ime se dovodi u sklad posredno i uslovno izravnavanje pri ratunanju M.

Odavde je:

5. BROJNI PRIMER

Radi ilustracije navedenih izvodenja, obraden je brojni primer centralnog
sistema sa tri trougla i 12 pravaca jednake tafnosti, preuzet iz [2], str. 218.
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Matrica uslovnih jednadina — A je:

|l—1 o o — 658
l+1 0 —1 +1002
‘ 0 0 +1 — 344
\ 0 —1 0 — 141
—1 +1 0 +1046
_ ‘.+1 0 0 — 905

0 0 —1 — 629
‘l 0 —1 +1 + 856
| o +1 0 — 221
=1 0 +1 0

l+1 —1 o 0
| o +1 —1 o |

Inverzna matrica normalnih jednadina — N7, je:

+0,2504 -+ 0,1249 -+ 0,1249 -+ 0,0009 ‘

40,1249 + 0,2500 - 0,1250 — 0,0002

+0,1249 -+ 0,1250 + 0,2500 — 0,0002 ‘

40,0009 —0,0002 —0,0002 -+ 0,0022 ||

Matrica transformacije sa merenih na izravnate podatke — R, prema jedna-

¢inama (25) i (26), posto je Q, = E, je:

R=E — AN"'A* =

|+0,64 +0,28 +0,07 —0,15 +0,03 +0,12 —0,22 +0,13 +0,09—0,13 +0,13 0,00

40,28 +0,51 +0,21 40,03 —0,10 +0,07 0,02 —0,07 +0,05 +0,26 —0,14 —0,13

40,07 +0,21 +0,72 +0,11 40,08 —0,19 +0,20 —0,06 —0,14 —0,13 0,00 +0,13

—0,15 +0,03 +0,11 +0,75 +0,15 +0,10 —0,14 —0,10 40,24 —0,00 —0,12 +0,13

40,03 —0,10 +0,08 +0,15 +0,54 +0,31 +0,13 —0,06 —0,07 —0,11 +0,24 —0,13

40,12 +0,07 —0,19 +0,10 +0,31 +0,59 +0,01 +0,16 —0,17 +0,12 —0,12 +0,00

—0,22 +0,02 +0,20 —0,14 +0,13 +0,01 +0,67 +0,24 +0,09 +0,12 40,01 —0,12

+0,13 —0,07 —0,06 —0,10 —0,06 +0,16 40,24 +0,59 +0,17—0,12—0,13 +0,25

+0,09 +0,05 —0,14 +0,24 —0,07 —0,17 +0,09 +0,17 +0,74 —0,00 10,13 —0,12

0,13 +0,26 —0,13 —0,00 —0,11 +0,12 +0,12 —0,12 —0,00 +0,75 0,13 +0,13

+0,13 —0,14 —0,00 —0,12 +0,24 —0,12 +0,01 —0,13 +0,13 +0,13 +0,75 +0,12
0,00 —0,13 +0,13 +0,13 —0,13 +0,00 —0,12 +0,25 —0,12 +0,13 +0,12 +0,75

N—t r— |

Dijagonalni ¢lanovi matrice R pomnoZeni sa m}, daju kvadrate srednjih gre3aka
izravnatih vrednosti odgovaraju¢ih pravaca. Preko ovih ¢lanova se sti¢e uvid u
tadnost svakog pojedinog izravnatog pravca.

Zbir svih dijagonalnih &lanova iznosi 8,00, a zajedni¢ki pokazatelj taénosti

izravnatih vrednosti M bi bio:

x\_i = mOV'l_Sf = 0,82 Mmy.
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Izravnavanjem, u proseku za sve pravce, poveéava se tatnost za 18% za
ovakav centralni sistem.

Treba napomenuti da za sve mreze koje su opazane sa jednakom taénoSéu
i koje imaju medusobno jednak broj merenja i jednak broj uslovn_i_h jednaéina,
M ima istu vrednost. Na pr. za centralni sistem sa 3 trougla, M ne zavisi
od oblika trouglova. Od oblika trouglova zavisi svako pojedinaéno M;. Medutim,
kako je:

Z M} = const.

pojava izuzetno malih srednjih grefaka nakon izravnavanja uslovljava i pojavu
izuzetno velikih srednjih gre$aka. Nema sumnje da pobuduje interes analiza:
koje veli¢ine ée nakon izravnavanja da postanu izuzetno taénije, a na &iju
ta¢nost se izravnavanje malo odraZava.
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REZIME

Obavljena su izvodenja u op3tem obliku za posredno i uslovno izravna-
vanje iz kojih sledi: Ako se izraze izravnate vrednosti u funkciji merenih
vrednosti velidina koje se uvode u izravnavanje, odnosno ako se definige
transformacija iz sistema merenih u sistem izravnatih vrednosti, koeficijenti
koji mnoZe merene vrednosti (koeficijenti transformacije) jesu ujedno i koefi-
cijenti sa kojima treba izmno%iti matricu koeficijenata teZina merenih vrednosti,
da bi se dobila korelaciona matrica izravnatih vrednosti. Ako su merenja
jednake tadnosti, matrica transformacije je ujedno i korelaciona matrica iz-
ravnatih vrednosti.

Izvodenja su, osim u matri¢nom, obavljena i u klasi¢nom obliku za jedno-
stavnije slutajeve.

Na kraju su izvedeni izrazi, koji mogu bitx globalni pokazatelji taénosti
izravnatih vrednosti, odnosno preko kojih se moze zakljuéiti koliko se pove-
¢ava ta¢nost izravnavanjem.

Naveden je brojni primer centralnog sistema sa 3 trougla.
Primljeno: 1981-07-02



