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UDK 528.16
Originalan znanstveni rad

IZRAVNAVANJE PO METODI NAJMANJE SUME
APSOLUTNIH VRIJEDNOSTI POPRAVAKA =~ | vi| = min

Njegoslav VUKOTIC — Beograd*

Kad je 1790. god. Ruder Boskovié upotrebio za izravnanje svoj kriterij
(postavljen jo§ 1755. godine):

f.tl v;| = min (1)

Zv=0 @)

a 1799. god. Laplas sraéunao elipsoid koriste¢i se istim uslovima bila je to
tada najbolja metoda izravnanja. Teikoée u primjeni proizaSle su kad je
trebalo izravnavati veéi broj nepoznatih. Stoga je metoda najmanjih kvadrata
koju su pronasli i uspjeSno primjenili Gaus i Lezandr predstavljala nezamjenljiv
kriterij izravnanja koji se odrzao i danas. Ako je u pofetku to bilo jedino
rjeSenje za uspjeSno izravnanje s obzirom na dobivene rezultate i na tadasnje
tehnitke moguénosti ratunanja danas ta metoda i dalje ima svoje mjesto
zahvaljujuéi prije svega rezultatima koje ostvaruje. No pretpostavka za uspjesnu
primjenu metode najmanjih kvadrata je izmedu ostalog uslov da veliéine
koje se ocjenjuju pripadaju normalnoj raspodjeli. Ako to nije ispunjeno
tada se ne moze tvrditi da su i rezultati izravnanja dobri. S druge strane
izvor greSaka s kojima se ulazi u izravnanje ne moraju biti samo pogresna
mjerenja. To su i pogresno identifikovane tatke, pogresno upisani podaci, po-
gre$no formirane jednaline popravaka itd. Kad se s takvim podacima ude
u izravnanje izvor greSaka se ne mora uvijek otkriti, a ako se uoti neko vece
odstupanje ne mora uvijek biti na pravom mjestu. Stoga je od izuzetnog
znadaja otkrivanje grubih greSaka kako bi izravnate vrijednosti bile najvjero-
vatnije.

Taj zadatak s velikim uspjehom rjeSava izravnanje uz uslov minimuma

2 |v| = min

kojim se, kao Sto se to iz funkeije cilja jasno vidi, postize najmanja suma
apsolutnih vrijednosti popravaka. Izravnata veli¢ina naziva se medijana.

Primjena metode najmanjih kvadrata i najmanje sume apsolutnih vrijed-
nosti moze se ilustrovati slijede¢im jednostavnim primjerom u jednodimenzi-
onalnom prostoru:
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Primjer: Duzina 1 mjerena je 5 puta istom tano$éu i dobivene su slijedece
vrijednosti: 1, = 125,40m, 1, = 125,36 m, 1, =12542m, 1, = 12644m i 1, =
= 126,42 m. Treba naéi najvjerovatniju vrijednost duZine i veli¢ine popravaka
pojedinih mjerenja.

Po metodi najmanjih kvadrata najvjerovatnija vrijednost je:

0,40 + 0,36 + 0,42 + 1,44 + 1,42

1= 125+ 5 — = 125 + 0,81 = 125,81
a popravke v; =1—1:
\r| = 0,4]
v, = 0,45
vy= 0,39
vy = — 0,63
Vs —_— 0,6]
Ev = 001 I|v|=249.

Po metodi najmanje sume apsolutnih vrijednosti popravaka 1= 125,42. Ova
vrijednost, medijana, dobije se kad se sva mjerenja poredaju po veli¢ini i
uzme srednje:

1 vy
126,44 1,02
126,42 1,00
125,42 0
125,40 —0,02
125,36 —0,06

1=125023v =194 I |v| =210

Suma apsolutnih vrijednoti popravaka se ne moZe dobiti manja nijednom
drugom metodom. Suma popravaka ne mora biti nula.

Iz dobivenog rezultata jasno se uotavaju pogre$na mjerenja.

VaZna osobina ovoga natina izravnanja je da se rezultat izravnjanja ili
uopste ne mijenja ili se dugo zadrzava oko najvjerovatnije vrijednosti i pored
prisustva viSe grubih greSaka.

Isti primjer moze odmah posluziti i kao ilustracija granice djelotvornosti
metode najmanje sume apsolutnih vrijednosti popravaka. Da su tri mjerenja
bila preko 126 m greSka se ne bi mogla otkriti. Da je, medutim, treée pogre$no
mjerenje bilo 124 m greSke bi se opet pojavile na pravom mjestu i ukoliko
je 1 dalje 1 = 125,42m i rezultat izravnanja bi ostao isti. Cak bi se sve
ispravno dobilo i za €etiri pogreSna mjerenja ako bi ¢etvrto pogreino mjerenje
bilo npr. 123 m.

Uslov minimuma: Z |v| = min

je u matematici poznat kao L, linearna aproksimacija i kraée se naziva L,
norma. UopSte Lp norma nekog prostora R" definiSe se kao:
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L, = V?ivs I 3)

L, = E‘I\hl- )

Zap=1to]je

Funkcija cilja

Z |vy| = min
i

uz uslove v = Ax—1{.

A je matrica dimenzija (m, n), nije prilagodena opStem obliku linearnog
programiranja jer se u funkeiji cilja ne mogu pojavljivati apsolutne vrijed-
nosti. Stoga je potrebno problem transformirati. Za popravke v; moze se
pisati:

Vi=u —w (%)

gdjejeu; =0za v, <0
aw; =0zav,>0 (6)
igdjesuuy, w;20zai=1,...,m.

Umjesto minimuma sume apsolutnih vrijednosti moZe se sada traziti
minimum sume novih nepoznatih u i w Sto je isto:

1:‘.. (4; + w,) = min (7)

uz uslove: u—W=Ax—f (8)
koji se mogu pisati:
Ax—u+w=1{ 9)
Funkcija cilja (7) se moZe pisati:
n m
iaoxj +i§l(ul -+ w,) = min, (10)

jer se u uslovima nalaze i nepoznate x, tj. prvih n koeficijenata funkcije
cilja su nule.

Problem je kanonski, funkcija cilja je definisana ostaje da se utvrdi
nenegativnost nepoznatih x, u, i w. Za u i w ve¢ je postavljen zahtjev nenega-
tivnosti. Nepoznate x taj zahtjev u opStem slufaju ne ispunjavaju, pa je
potrebno uvesti nove nepoznate X = 0 koje se definifu na slijedeéi naéin:

i,=x1+in+1, izl, 2,...,“ (ll)
gdje je
X+ = max (0, — min x,). (12)

Matrica A se prodiruje za jednu kolonu é&iji su elementi:
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Apns1 —

I Mo

a,  i=1,2..,m (13)
1

1
Tako se lako dokaZe ako se u

Vi = A%y + 82%; + ... F 2%, —
nepoznate X; zamjene novim nepoznatim X;. Biée:
Vi =8 (X; —Xps1) 82Xz —Xnsr) + . F 2, (X —Kayy) —fi =
= 8y X; + 852X, + ... + 81Xy — S%Iau) Xa+1 — i

U funkciji cilja je sada prvih (n -+ 1) koeficijenata jednako nuli. Nove
nepoznate X su nenegativne pa se problem konafno moze napisati u obliku:

S (u + w) = min (14)
i=1
uz uslove:
Ax —u4+w=f (15)
xuw=>0 (16)
gdje je
i“ 531: agt |
A=| A ['s
i i
- Enall: n+1 _|
Sematski prikazano izgleda ovako:
n-+1 m m
0 0 v B 11 11 1 1 1
A7 Qg2 A n+1 1 1 ‘ f ‘
m Az Az A2n4+1 ik 1 | f2 |
| : A
| 8mi 8m2 - Amasn — 1 1 | o

Brojevi 0 i 1 iznad tabele su koeficijenti funkcije cilja. Tabela sadrzi dvije
jedini¢ne matrice od kojih je prva negativna. Dimenzije tabele (bez vektora f)
su m (2m + n + 1).

Radi smanjenja broja ratunskih operacija i potrebne memorije ra¢unara,
éime se znatno dobiva i na vremenu, moze se izostaviti jedna matrica dimenzija
(m, m) pa se dimenzije tabele svode na m (m + n + 1). To se postize tako Sto
se moze odmah naéi pocetno rjeSenje. Na taj naéin otpada i vrijeme potrebno
za nalaZenje poletnog rjeSenja. Uz pretpostavku da je £ = 0 pofetno rjesenje
jew=1{
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\ INPUT: m, n, Aif /

l

Formiranje n + 1 kolone: i ne = —Za;j .
dovodjenje na uslov {3 o, nalaZenje pofetnog rjesenja,

obrazovanje koeficijenata funkcije cilja, raéunanje vrijed-
nosti, e, - zj. nalaZenje koeficijenata funkcije cilja u po-

J4
Cetnom rjeSenju

Radunanje G‘J i 8, [.CJ - %)

|

NalaZenje kolone j za koju je B‘n(ﬁ -%)>0 &
0, (€5-%) = mim

STOP. Program

nema rjesenje

NalaZenje pivot elementa

Gausova eliminacija

4% = 4 ~ 7 4y

NE

.DA< Q"‘i‘o >

NalaZenje konacnog pazisnog rjesenja,
racunanje vrijednosti vi x

|

OUTPUT: A, v, x, J_Iv]l i broj
iteracija
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Iz teorije linearnog programiranja poznato je da se, u sluéaju kada je
problem mogué¢, vektor koji izade iz baze vife ne vraéa u nju pa je dovoljno
samo pamtiti koji je vektor u tekuéoj bazi. Problem (14), (15), (16) je mogué
jer je tako konstruisan. Neslaganje moze nastupiti samo usled pogresnog
formiranja problema a to je tada greSka ra¢unanja (odnosno kompjuterskog
programa).

U slutaju da nije ispunjen uslov f=0 tj. da postoji bar jedno f; <0
potrebno je najprije i-ti red pomnoziti sa — 1 (to je inae uslov kod rjesa-
vanja kanonskog problema). Time u potetno rjeSenje umjesto w; ulazi u;_,,
pa se opet moze izdvojiti jedinina matrica dimenzija (m, m) koja se ne
mora koristiti. To, medutim, nisu vige posljednjih m kolona pa je potrebno
pamtiti koji su vektori u tekuéem baziénom rjeSenju i koji je vektor w; u
skrac¢enoj tabeli upisan medu vektore u;. Po postignutom optimumu popravke
v se raéunaju po formuli (5):

Vv=u—w (17

s tim 8to se u i w nikad ne pojavljuju zajedno za isto i pa je ili v; = u; ili
Vi = — W

Osim direktnog nalaZenja vrijednosti za v iz rezultata optimalne tabele
mogu se koristiti i vrijednosti nepoznatih x i % i raéunati po formulama:

X; = Xy — Xp+1
v=Ax —f

ili indirektno

v=Ax—f (18)

Vektor x se mora najprije sratunati. Za ratunanje popravaka v koriste
se zatim pofetni podaci matrice A i vektor f koji se moraju saéuvati. Za radu-
nanje preko vektora X koriste takode podetni podaci i (n + 1) — a kolona koja
se ili satuva ili ponovo formira. Vrijednost % se uzimaju direktno iz optimalne
tabele.

U oba sluéaja ratunanja popravaka v preko vektora x odnosno % zahtijeva
se ¢uvanje poéetnih podataka $to moze predstavljati znatnu teskoéu u korigée-
nju memorije ratunara. Prednost je, medutim, u tome $to se ne moraju pamtiti
vektori koji su u tekuc¢oj bazi ve¢ se jednostavno odbaci matrica I a u sluéaju
negativnih komponenata vektora f matrica — 1 se ne mnoZi sa — 1.
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REZIME

U radu je obradeno izravnanje po metodi najmanje sume apsolutnih

vrijednosti popravaka 3 |v;| = min koje je, na svoj nadin, jo§ 1755. godine,

1
postavio R. Bodkovié a koje se tek pojavom linearnog programiranja i SIMPLEX
metode moZe rjeSavati i za viSedimenzionalni problem.

der

ZUSAMMENFASSUNG

Es ist Ausgleichung nach der Methode der kleinste Absolutwertesumme
Verbesserungen S |v;| = min beschrieben, der, auf seiner Art, schon in
i

Jahre 1755. R. Bodkovié gegeben hat und der erst mit Linear Programmierung
und SIMPLEX-Methode auch fiir mehrdimensionale Probleme losbar ist.
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